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АНАЛІТИЧНІ МЕТОДИ АНАЛІЗУ МАТЕМАТИЧНОЇ  
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ОДНОРІДНОГО СЕРЕДОВИЩА 

Отримано та досліджено асимптотичними методами нелі-
нійної механіки математичну модель системи одномірне пру-
жне тіло — суцільний потік однорідного середовища, що вра-
ховує нелінійні пружні властивості тіла і його згинальні коли-
вання, а також щільність і швидкість середовища. Для дослі-
дження моделі використана хвильова теорія руху. Отримані 
закономірності зміни основних параметрів, що визначають 
динаміку пружного тіла — амплітуду і частоту нелінійних ко-
ливань. Ці закони визначаються геометричними характеристи-
ками пружного тіла, фізичними і механічними властивостями 
матеріалу, швидкістю тіла, кутовою швидкістю обертання 
пружного тіла і зовнішніми факторами. 

Ключові слова: динамічна система, резонансні явища, 
математична модель, згинальні коливання. 

Вступ. Аналітичні методи дослідженні динамічних процесів у 
нелінійних системах з розподіленими параметрами. Актуальність 
проблеми. Перші результати дослідженнями нелінійних механічних 
систем з розподіленими параметрами на основі поєднання принципу 
одночастотності коливань та асимптотичних методів нелінійної ме-
ханіки були викладені в роботі [1], де узагальнено одночастотний 
метод на квазілінійні диференціальні рівняння з частинними похід-
ними. За допомогою рівнянь такого типу, що описують поздовжні та 
згинальні коливальні процеси одновимірних систем з розподіленими 
параметрами (стержнів, валів, балок тощо) при близькому до лінійно-
го закону пружності, вдалось розв’язати цілу низку важливих при-
кладних задач. У праці [2] дано строге обґрунтування застосуванню 
асимптотичних методів нелінійної механіки для дослідження неста-
ціонарних динамічних процесів у нелінійних механічних системах з 
розподіленими параметрами, викладено методи дослідження вказа-
них систем, які грунтуються на розвитку одночастотного і багаточас-
тотних методів нелінійної механіки. У роботі [3] запропоновано ме-
тодику дослідження динамічних процесів у системах з розподіленими 
параметрами для сильно нелінійних гіперболічних рівнянь, які опи-
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сують коливальні процеси, на основі методу збурень. В [4] за допо-
могою асимптотичних методів досліджено нестаціонарні коливання 
роторів турбомашин при переході через критичне число обертів, поз-
довжні та поперечні коливання нелінійно пружних стержнів, коли-
вання стержнів під дією осьового та поперечного навантаження тощо. 
Характерною особливістю практично усіх класів диференціальних 
рівнянь з частинними похідними, які описують коливальні процеси у 
системах із розподіленими параметрами, є неможливість застосуван-
ня методу відокремлення змінних до дослідження їх незбурених ана-
логів (лінійних моделей). Перші дослідження в цьому напрямку були 
присвячені вивченню впливу зосередженого рухомого елемента на 
коливання конструкції типу балки [5]. Вивчення динамічних явищ у 
механічних системах із зосередженими рухомими навантаженнями 
проведено в [6]. Задача про згин гнучкого трубопроводу, заповненого 
рухомою рідиною, була поставлена в праці [7], причому встановлено, 
що при певних швидкостях руху рідини прямолінійна форма стає 
нестійкою. У подальших дослідженнях таку задачу знову розглядали 
для випадку труби, що викликано згинальними коливаннями назем-
них ліній великих нафтопроводів. У [8] будуються точні розв’язки 
лінійних диференціальних рівнянь з частинними похідними, які опи-
сують коливання механічних систем, що перебувають під дією рів-
номірно розподілених рухомих навантажень; показано, що коливання 
таких систем можна розглядати як результат накладання динамічних 
процесів. Дослідження динамічних процесів у різноманітних середо-
вищах та системах на базі хвильової теорії руху набули в останні де-
сятиліття широкого розмаху [9–12]. Основні ідеї хвильової теорії ши-
роко використовуються у таких прикладних задачах, де не завжди 
вдається застосувати класичні методи Фур’є чи Даламбера інтегру-
вання рівнянь з частинними похідними. Це стосується в першу чергу 
задач, які описують динамічні процеси поздовжньо-рухомих сере-
довищ: поздовжні та згинальні коливання ремінних, канатних чи ла-
нцюгових передач, трубопроводів, по яких переміщається рідина, 
шнекових машин, вздовж котрих рухається в’язке або сипке середо-
вище; в певній мірі процес вібросепарації та ін. Адже, як показано в 
[13; 14], поздовжня складова швидкості руху середовища впливає не 
тільки на кількісні характеристики наведених вище систем, але може 
суттєво вплинути також на якісну сторону процесу — привести до 
зриву коливань чи їх стійкості тощо. У [15; 16] розроблено методику 
дослідження деяких класів наведеного типу систем, а саме пружних 
тіл, які обертаються навколо нерухомої осі зі сталою кутовою швид-
кістю (колони для буріння свердловин, шнекові машини тощо) та 
вздовж яких рухається середовище.  
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Асимптотичний метод дослідження нелінійних моделей систем з 
розподіленими параметрами розроблений відносно повно тільки для 
так званих квазілінійних їх аналогів обмеженої довжини. Що стосу-
ється пружних тіл, вздовж яких рухається суцільний потік однорідно-
го середовища (СПОС), то вони залишаються мало дослідженими в 
першу чергу через відсутність апарату аналізу навіть лінійних їх ма-
тематичних моделей. Однак їх широке застосування у різних галузях 
народного господарства та техніки стало причиною того, що в остан-
ні десятиліття набули розвитку різні підходи (чисельні та аналітичні) 
до дослідження лінійних та нелінійних моделей вказаних систем. Для 
часткового вирішення зазначеної проблеми у роботі пропонується 
підхід, основна ідея якого полягає у наступному: кількість відносного 
руху середовища є малою величиною у порівнянні із кількістю руху 
пружного тіла при його згинальних коливаннях; швидкість відносно-
го руху потоку суцільного середовища вздовж пружного тіла зміню-
ється повільно. 

Математична модель згинальних коливань пружного тіла, 
вздовж якого рухається СПОС. Для отримання диференціального 
рівняння, яке описує коливальний процес нелінійно пружного тіла, 
вздовж якого рухається СПОС, будемо вважати, що: 

а) площа поперечного перерізу пружного тіла, маса його одиниці 
довжини та жорсткість є незмінними величинами; 

б) пружні властивості матеріалу тіла задовольняють близькому до 
лінійного закону пружності; 

в) вздовж пружного тіла рухається зі сталою швидкістю суцільне 
середовище «нульової згинальної жорсткості»; 

г) нормальні перерізи пружного тіла знаходяться завжди перпенди-
кулярно до його нейтральної осі, тобто депланація поперечного 
перерізу відсутня;  

д) відхилення окремих точок тіла відбуваються у напрямку перпен-
дикулярному до середньої його лінії, тобто переміщенням точок 
паралельно до нейтральної осі нехтуємо; 

е) відхилення точок осі пружного тіла довільного нормального пере-
різу відбуваються в одній площинні («в площині коливань»). 

За вказаних припущень відхилення точок осі пружного тіла при 
поперечних його коливаннях однозначно визначаються однією функ-
цією двох змінних — координати x  та часу t . Вважатимемо, що 

 ,u u x t  — відхилення нейтральної осі тіла з координатою x  в до-

вільний момент часу, а розподіл сил, які діють на умовно виділений 
елемент деформованого тіла довжиною dx  вказані на рис. 1. 
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Рис. 1. Розподіл сил, які діють на умовно виділений елемент пружного тіла 

Позначимо: m  — маса одиниці довжини пружного тіла; 1m  — 
маса одиниці довжини умовної матеріальної лінії СПОС, яке рухається 
вздовж тіла; E  — модуль пружності матеріалу тіла; I  — момент іне-
рції поперечного перерізу тіла відносно осі, яка співпадає із нейтраль-
ною віссю у недеформованому положенні (вказана вісь є перпендику-
лярною до площини коливань); M  — згинальний момент перерізу із 

координатою x ; 
M

М dx
x



  

— згинальний момент перерізу із коор-

динатою x dx ; Q  — перерізуюче зусилля у перерізі із координатою 

x ; 
Q

Q dx
x





 

— перерізуюче зусилля у перерізі к координатою 

x dx ; 1  
— кут нахилу, який утворює із віссю Ox дотична до нейтра-

льної лінії нормального перерізу із координатою x ; 2  
— кут нахилу, 

який утворює із віссю Ox дотична до нейтральної лінії нормального 
перерізу із координатою x dx ;  ,dq q x t dx  — складова рівнодій-

ної зовнішніх сил у площині Oxz (площина коливань), які діють на 
умовно виділений елемент тіла, а  ,q x t  їх інтенсивність. 

Тоді проекція пришвидшення центру виділеного елементу на вісь 

Oz дорівнює 
2

2z
d u

a
dt

 . Приймаючи до уваги, що для малих коливань 

розглядуваного елементу тіла 
u

x




 і 2  будуть також малими величина-

ми, вони зв’язані співвідношенням 
x

u




1sin , 
2

2 2
sin

u u
dx

x x
  

 
 

. 
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До того ж, ураховуючи зв’язок між перерізуючою силою Q  та згиналь-

ним моментом M у вигляді 
dM

Q
dx

 , рівняння «динамічної рівноваги» 

виділеного елементу пружного тіла вздовж котрого рухається суцільний 
потік однорідного середовища набуває вигляду 

  1 2sin sin , 0in
Q

N dq dx N q x t dx
x

 
     


. (1) 

Сили інерції indq  у проекції на вісь Oz визначаються співвідно-

шенням  

 
   2 2

1 2 2

, ,
in

d u x t u x t
dq m dx m dx

dt t


 


. (2) 

У виразі (2) символ 
2

2

d

dt
 означає повну похідну за часом відпо-

відної функції. Нехай пружні властивості матеріалу тіла задовольня-

ють нелінійному технічному закону пружності [17]  3
1 1E    , 

де 
 

1

,u x t

x






 — відносне видовження тіла, а параметр   характе-

ризує відхилення його пружних властивостей від лінійного закону. 
Тут і нижче будемо вважати його малим у порівнянні із модулем 
пружності E . Приймаючи до уваги, що  

     , , ,
,

du x t u x t u x t dx

dt t x dt

 
 

 
 

         22 2 2 2 2

2 2 2 2

, , , , ,
2 ,

d u x t u x t u x t u x t u x tdx dx d x

dt t x dt xdt t x dt

              
 

для випадку сталої швидкості руху суцільного середовища вздовж 

пружного тіла (
dx

V const
dt

  ) рівняння (1) набуває вигляду 

       

   

2 2 2
2

1 1 12 2

32 2

2 2

, , ,
2 ( )

, ,
( , , ),

u x t u x t u x t
m m m V N m V

t xt x

u x t u x t
EI q u x t

x x x x


  
    

  
                          

 

де EI  — жорсткість на згин пружного тіла. Отримане вище дифере-
нціальне рівняння подамо у вигляді 
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2 2 2 4

2
12 2 4

1 1
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1 1

1
2
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u u u EI u
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mEI u
q u x t
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Знайти аналітичний розв’язок навіть відповідної лінійної моделі 
(без урахування правої частини) наведеного вище рівняння відомими 
класичними методами не вдається. Тому нижче досліджуватимемо 
динамічний процес системи пружне тіло — СПОС за малої швидкості 
руху останнього. Це дозволяє запропоновану модель динамічного 
процесу представити у загальному вигляді  

 
2 2 4 2 3 4

2 2
2 2 4 2 3 4

, , , , ,
u u u u u u u

F u
tt x x x x x

   
       

            
, (3) 

де 
2 3 4

2 3 4
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u u u u
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t x x x
 

    
      

 — аналітична 2 -періодична за 

t   функція; 
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,
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m mEI u u
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Для рівняння (3) будемо розглядати крайові умови, які відпові-
дають шарнірному закріпленню кінців пружного тіла, тобто 

      
2 2

2 2
0, ( , ) 0, 0, , 0

u u
u t u l t t l t

x x

 
   

 
.  (4) 

Використання хвильової теорії руху у дослідженні коливань 
пружного тіла, вздовж якого рухається СПОС. Таким чином, дос-
лідження коливань механічної системи звелось до побудови та аналі-
зу розв’язку рівняння (3) за крайових умов (4). Доведемо, що динамі-
чний процес для вказаної системи можна трактувати як накладання 
двох хвиль однакової довжини, тобто 
      1 2, cos cos ,u x t C x t C x t            (5) 

де 1 2, , , ,C C     — сталі, зміст і вигляд котрих буде встановлено нижче. 
Представлення розв'язку рівняння (3) у формі (5) буде задоволь-

няти крайовим умовам (4), якщо хвильове число   та частота хви-
льового процесу   зв'язані дисперсійним співвідношенням 

2 2 2 2 4 0       . 
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Отримане дисперсійне співвідношення визначає частоту процесу як 

функцію хвильового числа у вигляді 2 4 2 2      . Для визначення 

сталих 1C  і 2C , а також зв'язку між початковими фазами прямої і відби-

тої хвиль, тобто параметрами   і   використаємо крайові умови на по-

чатку пружного тіла, тобто  
2

2
(0, ) 0, 0

u
u t t

x


 


. Враховуючи (5), от-

римуємо тригонометричне рівняння    1 2cos cos 0C t C t        , 

яке буде правильним для довільного значення часу t  якщо k    , 

та 1 2C C a   . Нижче вважатимемо, що   , а сталу a  назива-

тимемо амплітудним параметром. Аналогічним чином, задовольняючи 

крайові умови на іншому краю тіла  
2

2
( , ) , 0

u
u l t l t

x


 


, з врахуванням 

отриманого вище, маємо    cos cos 0l t l t           . Остан-

ня співвідношення визначає хвильове число 
l

  . Oтже, частота хви-

льового процесу у незбуреній системі дорівнює  
2

2 2k k

l l

      
 

. 

Таким чином, одночастотний хвильовий процес крайової задачі, яка 
описується незбуреним рівнянням (3) можна представити залежністю 

 

 
2

2 2

2
2 2

, cos

cos .

k k
u x t a x t

l l

k k
x t

l l

   

   

                    
                 

 (6) 

Для багаточастотного ж процесу незбуреної крайової задачі має 
місце суперпозиція одночастотних форм коливань, а, отже, вказаний 
процес можна описати у вигляді 

 

 
4

2

4
2

, cos

cos .

k k
k

k

k k
u x t a x t

l l

k k
x t

l l

   

   

                
            


 (7) 
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У співвідношенні (6) параметри a  і   та у співвідношеннях (7) 

параметри ka  і k  є сталими і вони для випадку (7) знаходяться із 
початкових умов. Така задача може бути предметом окремого розг-
ляду, а самі співвідношення легко трансформувати до вигляду 

 
2

2 2, 2 sin cos
k x k

u x t a t
l l

   
         

 

та 

 
2

2 2, 2 sin cosk k
k

k x k
u x t a t

l l

   
         

 . 

Методика дослідження впливу на нелінійні коливання пружно-
го тіла СПОС. Для дослідження впливу потоку рухомого суцільно се-
редовища на нелінійні коливання пружного тіла необхідно в першу чер-
гу побудувати розв’язок збуреної крайової задачі (3), (4). Її розв’язування 
дещо спрощують накладені вище на праву частину співвідношень (3), (4) 
умови, а саме: максимальне значення сил інерції суцільного потоку ру-

хомого середовища є малим у порівняння із 
4

2
4

max
u

x
 


. Це одночасно 

є передумовою застосування загальних ідей методів збурень [18] для 
побудови розв’язку вказаної вище крайової задачі. Найбільш адаптова-
ними стосовно коливальних систем такого типу є асимптотичні методи 
нелінійної механіки. Вони у поєднанні із принципом одночастотності 
коливань у нелінійних системах із зосередженими масами та розподіле-
ними параметрами дозволяють отримати двопараметричну множину 
розв’язків, що описує закони зміни визначальних параметрів динамічно-
го процесу пружного тіла, вздовж якого рухається зі сталою за величи-
ною швидкістю суцільний потік середовища. Відповідно до наведеного у 
першому асимптотичному наближені одночастотний процес пружного 
тіла описується залежністю 

        1, cos cos , , , 0,1,2,....,u x t a x x u a x k             

де t     і одночасно для розглядуваного випадку параметри a  та 

  будуть невідомими функціями часу,  1 , , ,u a x   — 2 -періодична 

за   та   функція, яка визначається таким чином, щоб асимптотичне 

подання розв’язку з точністю до величин другого порядку малості задо-
вольняло вихідне рівняння та крайові умови. До того ж, вказана функція 
повинна задовольняти крайові умови, які випливають із (4), тобто  

   1 10
, , , , 0

x x l
u a x u a x   

 
  . 
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На рис. 2 представлено залежність частоти k  власних коливань 

пружного тіла від його довжини та погонної маси суцільного середови-
ща без урахування його відносного руху. Тут і нижче як основні харак-
теристики тіла (якщо додатково не обумовлено інше) вибрано наступні 

величини: модуль пружності матеріалу — 11 22,1 10 H/ мE   , зовнішній 

діаметр — 0,06 мd  , товщина стінки — 0,003мh  , погонна маса 

1 кг/ мm  . 

 Рис. 2. Залежність власної частоти пружного  
тіла від його довжини та погонної маси СПОС 

Зауваження.  

1. У нелінійних механічних системах, як правило, встановлюється 
динамічний процес, частота якого близька до головної частоти спектру 
власних частот або до частоти вимушуючої сили. Це дозволяє у резуль-
татах, які стосуються конкретних систем, приймати 1.k   

2. У роботі розглядається випадок так званих «коротких» сис-
тем. Для них вплив нелінійних сил проявляється у зміні в часі визна-
чальних параметрів коливань, в той же час для довгих — останні за-
лежать також і від лінійної координати. 

Висновки. Математична модель системи пружне одновимірне 
тіло — СПОС, отримана у роботі, враховує нелінійно пружні власти-
вості тіла при згинальних його коливаннях, а також густину та швид-
кість руху середовища. Одночасно із наведеними чинниками 
пов’язані основні труднощі дослідження динаміки вказаної механіч-
ної системи. Отримані у роботі результати показують, що на динамі-
чний процес пружних тіл впливають як кутова швидкість обертання, 
так й основні характеристики СПОС. Вплив останнього більшою мі-
рою проявляється для випадку більших значень погонної маси 
СПОС. Основними визначальними параметрами динаміки пружного 
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тіла є амплітуда та частота нелінійних його коливань. Закони зміни 
вказаних параметрів визначаються геометричними характеристиками 
пружного тіла, фізико-механічними властивостями його матеріалу, 
швидкістю СПОС вздовж нього, кутовою швидкістю обертання пру-
жного тіла та зовнішніми чинниками.  
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A one-dimensional elastic body — continuous flow of a homogeneous 
environment mathematical model that takes into account the nonlinear 
elastic properties of the body and its bending oscillations, as well as the 
density and velocity of the medium is received. To study the motion of the 
model wave theory was used. The obtained laws of change of the basic pa-
rameters defining the dynamics of an elastic body — amplitude and fre-
quency of its nonlinear oscillations. These laws are determined by geome-
trical characteristics of an elastic body, physical and mechanical properties 
of the material, velocity observed along it, the angular rotation velocity of 
an elastic body and external factors. 

Key words: dynamic system, resonance phenomena, mathematіcal 
model, bendіng oscіllatіons.  
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