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Àííîòàöèÿ. Ïðåäëîæåí è èññëåäîâàí íåïàðàìåòðè÷åñêèé àôôèííî-èíâàðèàíòíûé êëàññè-
ôèêàòîð ýêñòðàïîëÿöèîííîé ãëóáèíû, óñòîé÷èâûé ê âûáðîñàì è ýêñòðåìàëüíûì çíà÷åíèÿì.
Ïðåäëîæåíà ìíîãîóðîâíåâàÿ ñòðóêòóðà ñãëàæèâàíèÿ, ïîçâîëÿþùàÿ ïîëó÷àòü ãëîáàëüíûå
ñâîéñòâà ôóíêöèé ïëîòíîñòè è ãðàíèö êëàññà ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ óñëîâèÿõ ðåãóëÿðíîñ-
òè. Îïèñàííûé êëàññèôèêàòîð èñïîëüçóåò ÿäåðíûå îöåíêè ïëîòíîñòè äëÿ ýôôåêòèâíîé
êëàññèôèêàöèè ìíîãîìåðíûõ äàííûõ íà ðàçëè÷íûõ óðîâíÿõ ñãëàæèâàíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ÿäåðíàÿ îöåíêà ïëîòíîñòè, óðîâåíü ñãëàæèâàíèÿ, ôóíêöèÿ ãëóáèíû.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Èñïîëüçîâàíèå êëàññèôèêàòîðîâ ìàêñèìàëüíîé ýêñòðàïîëÿöèîííîé ãëóáèíû

ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü îòíîñèòåëüíî íèçêèå êîýôôèöèåíòû îøèáî÷íîé êëàññèôè-

êàöèè â ñëó÷àå, êîãäà àïðèîðíûå âåðîÿòíîñòè ìíîæåñòâ äàííûõ ðàâíû, à èõ

ðàñïðåäåëåíèÿ îòëè÷àþòñÿ òîëüêî ïàðàìåòðàìè ðàñïîëîæåíèÿ. Îäíàêî íà

ïðàêòèêå ðàñïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâ äàííûõ çà÷àñòóþ èìåþò ðàçëè÷íûå ìàòðè-

öû ðàçáðîñà è ôîðìû, à òàêæå àïðèîðíûå âåðîÿòíîñòè. Îïèñàííûå îñîáåííîñ-

òè îáóñëîâëèâàþò àêòóàëüíîñòü çàäà÷è ðàçðàáîòêè ðàçâèòûõ âåðñèé êëàññèôè-

êàòîðîâ ìàêñèìàëüíîé ãëóáèíû. Ñóùåñòâóþùèå â íàñòîÿùåå âðåìÿ âåðñèè

êëàññèôèêàòîðà ýêñòðàïîëÿöèîííîé ãëóáèíû ïîçâîëÿþò ðåøàòü ïðèêëàäíûå

çàäà÷è ïðè ìîíîòîííîì îòíîøåíèè ìåæäó ãëóáèííûìè ôóíêöèÿìè è ôóíêöè-

ÿìè ïëîòíîñòè, à òàêæå ïðè óñëîâèè, ÷òî ìíîæåñòâà äàííûõ èìåþò ðàçëè÷íûå

ìàòðèöû ðàçáðîñà [1].

ÊËÀÑÑÈÔÈÊÀÒÎÐ ÝÊÑÒÐÀÏÎËßÖÈÎÍÍÎÉ ÃËÓÁÈÍÛ ÍÀ ÎÑÍÎÂÅ
ÝËËÈÏÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÑÈÌÌÅÒÐÈÈ ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈÉ

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ðàñïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâ äàííûõ ýëëèïòè÷åñêèå.

Åñëè E z H l( , ) ÿâëÿåòñÿ ãëóáèíîé z îòíîñèòåëüíî H l , òî áàéåñîâñêèé êëàññè-

ôèêàòîð çàäàåòñÿ êàê

J B arg { }( ) max ( , )z p o E z H
l L

l l l�
� �1

,

ãäå ol — ôóíêöèèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïðè÷åì îíà ìîíîòîííî óáûâàþùàÿ,

à òàêæå ðàâíà äëÿ âñåõ ãðóïï ìíîæåñòâ äàííûõ, åñëè ôóíêöèè hl ÿâëÿþòñÿ

óíèìîäàëüíûìè, à ðàñïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâ äàííûõ îòëè÷àþòñÿ òîëüêî ïàðà-

ìåòðàìè ðàñïîëîæåíèÿ [2]. Êðîìå òîãî, áàéåñîâñêèé êëàññèôèêàòîð ýêâèâà-

ëåíòåí êëàññèôèêàòîðó ìàêñèìàëüíîé ãëóáèíû, åñëè pl ðàâíû. Îäíàêî, åñëè

íå âûïîëíÿåòñÿ õîòÿ áû îäíî èç ïðèâåäåííûõ óñëîâèé, âîçíèêàåò íåîáõîäè-

ìîñòü â ïîëó÷åíèè èíôîðìàöèè îòíîñèòåëüíî ôóíêöèîíàëüíûõ ôîðì ol .

Ëåììà 1. Åñëè � l ( )� ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ïëîòíîñòè îò F z He l( , ), à ôóíêöèè

h h hL1 2, , ,� ýëëèïòè÷åñêè-ñèììåòðè÷íûå, òî áàéåñîâñêèé êëàññèôèêàòîð çàäàåò-

ñÿ êàê

J B
{ }

arg { }{ } {( ) max ( , ) ( , ) /
, ,

z F z H F z H
l L

l l e l e l
r�

�

�

1

3

�

� � 1 1� �F z He l
r( , )} ,

ãäå � l — ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ôóíêöèÿ hl ýëëèïòè÷åñêè-ñèììåòðè÷íàÿ, èìååì

h z r p c C z H C z Hl
r

l l l l
r( ) ( / )( ) | | ( ( , )) / ( , )/ /� � � �I 2 2 2 1 2 1� ,

ãäå cl — âåðîÿòíîñòíàÿ ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè îò C z H z zl l l l( , ) ( ) ( ) /� � 	 ��{ }� �� 1 1 2 ,

à � l è � l — ñîîòâåòñòâåííî ïàðàìåòðû ðàñïîëîæåíèÿ è ìàñøòàáà äëÿ hl .

Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî

J B arg arg {I }( ) max ( ) max ( , ) /z p h z z H
l L

l l
l L

l l l� �
� � � �1 1

� � {I }( , )z H l
r�1,

ãäå ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà � l çàâèñèò îò H l è pl , à � l ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé

ïëîòíîñòè îò I( , )z H l . Ïîñêîëüêó F z H z He l l( , ) ( , )� 
 �{ I }1 1, äîêàçàòåëüñòâî

ñëåäóåò èç ñâîéñòâ âûáîðî÷íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.
Ëåììà äîêàçàíà.

Îòìåòèì, ÷òî ïîêà � l èçìåíÿþòñÿ â çàâèñèìîñòè îò âûáîðà îäíîìåðíûõ ìåð

ðàñïîëîæåíèÿ è ìàñøòàáà, ëåììà 1 ñïðàâåäëèâà äëÿ ëþáîãî îïðåäåëåíèÿ ôóíê-

öèé ýêñòðàïîëÿöèîííîé ãëóáèíû.

ßÄÅÐÍÛÅ ÎÖÅÍÊÈ ÏËÎÒÍÎÑÒÈ

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðàçâèòîé âåðñèè êëàññèôèêàòîðà ýêñòðàïîëÿöèîííîé ãëóáèíû èñ-

ïîëüçóåòñÿ ìåòîä ÿäåðíûõ îöåíîê ïëîòíîñòè äëÿ îöåíêè � l , à òàêæå âûáîðî÷íàÿ

ôîðìà F z He lml
( , ) äëÿ îöåíêè F z He l( , ). Â äàííîì ñëó÷àå îöåíèâàåòñÿ îäíîìåð-

íàÿ ïëîòíîñòü íåçàâèñèìî îò ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà èçìåðåíèé, ÷òî ïîçâîëÿåò

èçáåæàòü ïðîáëåìû òàê íàçûâàåìîãî «ïðîêëÿòèÿ ðàçìåðíîñòè», êîòîðàÿ ÷àñòî

èìååò ìåñòî â ìíîãîìåðíûõ íåïàðàìåòðè÷åñêèõ îöåíêàõ ïëîòíîñòè [3].

Çàìåòèì, ÷òî âûáîð ïîëîñû ïðîïóñêàíèÿ al îáÿçàòåëåí äëÿ îöåíêè � l ,

1� �l L. Äàííàÿ îöåíêà ïëîòíîñòè çàäàåòñÿ êàê

� � � �la l l l m

l
li

i

m

l l

l

m a a z( ) ( ) ( ( ))}( )� �� �

�
�1 1

1

�{ ,

ãäå � ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ÿäðà, à �
m

l
e lm

l l
z F z H( ) ( ) ( , )� .

Ëåììà 2. Ïóñòü èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ïðåäïîëîæåíèÿ:

à) ôóíêöèÿ h zl ( )  0 � �z rR è l �1 2, ;

á) äëÿ l �1 2, ôóíêöèÿ H z P Z z
l�

�
,

( ) ( ( ) )� � ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâ-

íîé â z, ãäå �( ) ( ) / ( )( ) ( )z d z d z� 2 1 , d z z zl
l

l l r( ) ( ) ( )( ) ( ( ))( ( )) /� �� � � 3

/( ( ))( )1 1� �� l rz , � ( ) ( ) ( , )l
ïð lz F z H� , à Z ïðèíàäëåæèò l-ìó êëàññó;

â) äëÿ l �1 2, âåëè÷èíà al � 0 è m al l
4 �� ïðè ml ��.

Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî h1 è h2 ÿâëÿþòñÿ ýëëèïòè÷åñêè-ñèììåòðè÷íûìè

ôóíêöèÿìè. Åñëè èñêîìàÿ îöåíêà � âûáðàíà ïóòåì ìèíèìèçàöèè îöåíêè ïåðå-

êðåñòíîé ïðîâåðêè ÷àñòîòû îøèáîê, òî êîýôôèöèåíò îøèáî÷íîé êëàññèôèêàöèè

êëàññèôèêàòîðà ýêñòðàïîëÿöèîííîé ãëóáèíû J 2 ( )� ñõîäèòñÿ ê áàéåñîâñêîìó

ðèñêó ïðè min ,{ }m m1 2 ��.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî

| ( ) |
( )

( )

,

( )

,

( )
� � �r

d z

d z
vV

m a

l

m a

i m
l l

i i

2 � � �
�

�
�

�
�

�

�
�

�
�
� �

d z

d z
v

l

i
i i li i ll
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( )
,,
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�

�
�
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�
�
�

��� �� ��
���
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� h z dzl ( ) .

ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2016, òîì 52, ¹ 2 65



Ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî | ( ) |� �r V2 � âåðîÿòíîñòíî ñõîäèòñÿ ê íóëþ ñî-

ãëàñíî òåîðåìå Ëåáåãà î ìàæîðèðóåìîé ñõîäèìîñòè, ãäå ïîêàçàòåëè îãðàíè-

÷åíû ñîîòâåòñòâóþùèìè ôóíêöèÿìè. Ðåçóëüòàò ìîæíî ïîëó÷èòü, èñïîëüçóÿ âûáî-

ðî÷íîå îæèäàíèå è ïîâòîðíî ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Ëåáåãà î ìàæîðèðóåìîé ñõîäèìîñòè.

Ëåììà äîêàçàíà.

Â ïðîâåäåííîì èññëåäîâàíèè èñïîëüçóåì ãàóññîâñêîå ÿäðî, ïðåäïîëàãàÿ,

÷òî ÿäðî � èìååò îãðàíè÷åííóþ ïåðâóþ ïðîèçâîäíóþ. Ðàññìàòðèâàÿ äâóõêëàññî-

âóþ çàäà÷ó, â êîòîðîé d z z z
m a

l
la m

l

m

l r

ml l l l l l,

( ) ( ) ( ) (( ) ( ( ))( ( )) / (� ��� � � �3 1 l rz) ( )) �1 äëÿ

l �1 2, , à � � log ( / )� �2 1 , ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ðåçóëüòèðóþùèé êëàññèôèêà-

òîð J 2 1( )z � , åñëè log log[ ( )] [ ( )]
,

( )

,

( )d z d z
m a m a1 1 2 2

1 2�  �, è J 2 2( )z � â ïðîòèâíîì

ñëó÷àå. Î÷åâèäíî, ÷òî âûáîð a1, a2 è � âëèÿåò íà ïðîèçâîäèòåëüíîñòü êëàññèôè-

êàòîðà J 2 ( )� . Ïîýòîìó ïðè óâåëè÷åíèè ðàçìåðà âûáîðêè, à òàêæå ñîãëàñíî

ïðåäïîëîæåíèÿì à) è á) ÷àñòîòà îøèáîê ðàçâèòîé âåðñèè êëàññèôèêàòîðà ýêñ-

òðàïîëÿöèîííîé ãëóáèíû J 2 ( )� ñõîäèòñÿ ê áàéåñîâñêîìó ðèñêó ïðè óñëîâèè,

÷òî a1 è a2 óäîâëåòâîðÿþò ïðåäïîëîæåíèþ â), à � âûáèðàåòñÿ ïóòåì ìèíèìèçà-

öèè îöåíêè ïåðåêðåñòíîé ïðîâåðêè ÷àñòîòû îøèáîê [4].

Òåîðåìà 1. Ïóñòü � m m a m a
z d z d z( ) ( ) / ( )

,

( )

,

( )�
2 2 1 1

2 1 è �( ) ( ) / ( )( ) ( )z d z d z� 2 1 . Òîã-

äà �G �, ÷òî P G( )� � �1 è sup z W m

P
z z� �

�
� �| ( ) – ( )| 0 ïðè min ,{ }m m1 2 ��, ãäå

i �1 2, , à Z ïðèíàäëåæèò i-ìó êëàññó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì � iai
è � �

� �
	


 �

ia
i i

i
il

il

m

m a

z

a

i

* ( )
( )

�
��

�
�

��

�
�
�

���
�1

1

� äëÿ

i �1 2, . Òàêæå îòìåòèì, ÷òî

sup | ( ( )) ( ( ))| sup | (( ) ( )
z ia m

i
i

i
z ia m

i

i i i i

z z� � � � � �

 �� � ( )) ( ( ))|( )z zia

i
i

� 
� �


 � 
sup | ( ( )) ( ( ))| sup | (( ) * ( ) * (
z ia

i
ia

i
z ia

i
i i i

z z� � � � � � ) ( )( )) ( ( ))|z zi
i� � � .

Èñïîëüçóÿ ïðåäïîëîæåíèå â) ëåììû 2 è ïðèíèìàÿ, ÷òî N� �� 	  �sup� �| ( )| ,

èìååì

sup supz ia m

i
ia

i
z m

i
i i i i

z z N| ( ( )) ( ( ))| | (( ) ( ) ( )� � � � �� � � z z ai P
) ( )| /( )� ��

1
2 0 (1)

ïðè mi ��. Çàìåòèì, ÷òî íåðàâåíñòâî (1) îñíîâàíî íà òîì, ÷òî sup z m

i

i

z| ( )( )� �

� � �� ( ) /( )| ( )i
P iz O m 1 2 è ôóíêöèÿ hi ýëëèïòè÷åñêè-ñèììåòðè÷íàÿ. Èòàê, îòñþäà

èìååì

sup z ia
i

ia
i P

i i
z z| ( ( )) ( ( ))|( ) * ( )� � � �� �0 (2)

ïðè mi ��.

Â ðåçóëüòàòå, èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè ýêñ-

òðàïîëÿöèîííîé ãëóáèíû, êîòîðûå ñëåäóþò èç ýëëèïòè÷åñêîé ñèììåòðè÷íîñòè hi ,

ïîëó÷àåì

sup z ia
i

i
i P

i
z z| ( ( )) ( ( ))|* ( ) ( )� � � �� �0 (3)

ïðè mi ��. Çàìåòèì, ÷òî ñõîäèìîñòü (3) âûïîëíÿåòñÿ, åñëè îñóùåñòâëÿåòñÿ

ïðåäïîëîæåíèå â) ëåììû 2 è èñïîëüçóþòñÿ ñâîéñòâà ÿäåðíûõ îöåíîê ïëîò-

íîñòè [5].
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Â èòîãå, îáúåäèíèâ ñõîäèìîñòè (2) è (3), ïîëó÷èì sup z ia m

i
i i

z| ( ( ))( )� � �

� �� �i
i P

z( ( ))|( ) 0 ïðè mi ��.

Äëÿ âñåõ � 0 ìîæíî íàéòè òàêîå   �� ( ) 0, ÷òî ìíîæåñòâî G � �

� � � �{ }z z z: ( ), ( )( ) ( ) � � 1 2 1 áóäåò èìåòü áîëåå âûñîêóþ âåðîÿòíîñòü, ÷åì 1� �

îòíîñèòåëüíî ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé äâóõ êëàññîâ.

Î÷åâèäíî, ÷òî

sup
z G

m

i r

m

i r

i r
i

i

z

z

z

�

�

�

�

�
�

�

�

�

�( ( ))

( ( ))

( ( ))
( )

( )

( )
3

1

3

1 ( ( ))( )1
0

1�
�

�� i r

P

z

äëÿ i �1 2, . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

sup
z G

m a

i i P
d z d z

i i�
� �

�

| ( ) ( )|
,

( ) ( ) 0

ïðè mi ��. Èòàê, ïîñêîëüêó inf ( )( )
z G

id z� 
�

0 äëÿ i �1 2, , ïîëó÷àåì æåëàå-

ìûé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü vm m
VB� arg min ( )� � � , v � arg min ( )� � � è èìåþò ìåñòî

ïðåäïîëîæåíèÿ ëåììû 2, à òàêæå

� � �m
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ii l i

m a

l
ij
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ij
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ãäå m m m� ( , )1 2 , � �1 1� / , � �2 � , à Z ïðèíàäëåæèò i-ìó êëàññó. Òîãäà v vm

P
�

ïðè min ( , )m m1 2 �� ñ óñëîâèåì, ÷òî v ÿâëÿåòñÿ óíèêàëüíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî sup� � � � �| ( ) ( )|m
VB P

� �0 ïðè min ( , )m m1 2 �

��. Îòìåòèì, ÷òî èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü v vm

P
� , êîòîðàÿ ñëåäóåò èç

sup� � � � �| ( ) ( )|m
VB P

� �0, ïîñêîëüêó �( )� ÿâëÿåòñÿ óíèêàëüíûì ìèíèìóìîì.
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�
�
�

��

�
�
�
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�

� �
�
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m

d z

d z
P

di

ii j i

l
ij

i
ij

i

1

2
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( )
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(( )
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� �

l
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j

m
Z

d Z

i )
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( )

( )
�

�
�
�

��

�
�
�

���
� �

1

,

ãäå Z ïðèíàäëåæèò i-ìó êëàññó.

Äàëåå îïðåäåëèì âåëè÷èíû

G
m

z P Zm i

i

m

( ) | ( ) ( ) |� � � �1
1

1 1 1

1

1 1

� � � �
�
� { } { }� � ,

V
m

z zm m i i

i

m

( ) | ( ) ( ) |� � � � �1
1

1 1 1 1

1

1 1

� � � �
�
� { } { }� � ,

ãäå Z ïðèíàäëåæèò l-ìó êëàññó. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî sup� �
1 1 0| ( )|Gm

ac
� , èñ-

ïîëüçóÿ ëåììó Ãëèâåíêî–Êàíòåëëè.

Äëÿ âñåõ � 0 ïîëó÷àåì òàêîå � �  0, ÷òî

sup� � �
1 1 1 1 12 2| ( / ) ( / )|, ,H H� � � �� � �
 � �  

ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ á) ëåììû 2. Êðîìå òîãî, èñïîëüçóÿ òåîðåìó 1, ïîëó-

÷àåì òàêîå G �, ÷òî P G( )� � �1 äëÿ l �1 2, è Z ïðèíàäëåæèò l-ìó êëàññó.

Äàëåå îïðåäåëÿåì ìíîæåñòâî W z z z z G� � �� �� �  " �{ } { }:| ( ) | / :�1 2 , èñ-

ïîëüçóÿ � � è G �.

Èìååì, ÷òî

V
m

z zm m i i
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:{ }i z Wi1 �
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�

Ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ á) ëåììû 2 è òåîðåìå 1 èìååò ìåñòî àñèìïòîòè÷åñêàÿ

ñõîäèìîñòü

1
2

1
1

1

1 1 1

1

m
z W P Z W P Z Pi

i

m

� �{ }# � # � � � 

�
� � � �� �( ) (| ( ( ) | / ) (Z G1 2#  � �)

ïðè min ,{ }m m1 2 ��.

Êàê ñëåäóåò èç | ( ) | /� � �z � �1 2, � �M 0 1 , ÷òî äëÿ âñåõ m m m� ( , )1 2 , ãäå

min ,{ }m m M1 2 0� , èìååì | ( ) | /� � �m z � �1 2.

Èòàê,

1
0

1
1 1 1 1

1
m

z zm i i

i W z i

| ( ) ( ) |

: ( )

� � � �{ } { }

{ }

� � �  �� ,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî Vm ( )�1 2� �.

Â ðåçóëüòàòå äîêàçàòåëüñòâî äàííîé òåîðåìû èìååò ìåñòî ñ ïðèìåíåíèåì

àíàëîãè÷íûõ ðàññóæäåíèé äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà i � 2 .

Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Çàìåòèì, ÷òî òàêîé æå êëàññèôèêàòîð íà îñíîâå ïîëóïðîñòðàíñòâåííîé ãëó-

áèíû ÿâëÿåòñÿ ñëîæíûì è íåäîñòàòî÷íî ýôôåêòèâíûì ïðè ðàáîòå ñ íóëåâûìè

ãëóáèíàìè. Ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ ìîäèôèêàöèÿ ôóíêöèè ïîëóïðîñòðàíñòâåííîé

ãëóáèíû ïðèíèìàåò òîëüêî äèñêðåòíûå çíà÷åíèÿ, ÷òî ïðèâîäèò ê ïîòåðå èíôîð-

ìàöèè äëÿ íåïðåðûâíûõ ðàñïðåäåëåíèé. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì íåòî÷íûå îöåí-

êè ïëîòíîñòè ñ ïèêàìè â îêðåñòíîñòè ýòèõ äèñêðåòíûõ çíà÷åíèé. Êðîìå òîãî, ñó-

ùåñòâåííîé ïðîáëåìîé ÿâëÿþòñÿ íåðàâåíñòâà â õâîñòå èñõîäíîé îöåíêè ïëîò-

íîñòè hl , ÷òî âûçâàíî íàëè÷èåì îáúåêòîâ ñ íóëåâûìè ãëóáèíàìè. Îòìåòèì, ÷òî

ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ ìîäèôèêàöèÿ ôóíêöèè ýêñòðàïîëÿöèîííîé ãëóáèíû íå èìååò

òàêèõ ïðîáëåì è ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé â z. Ïîýòîìó ðàçâèòàÿ âåðñèÿ

êëàññèôèêàòîðà ýêñòðàïîëÿöèîííîé ãëóáèíû ÷àñòî ïðåâîñõîäèò êëàññèôèêàòîð

ïîëóïðîñòðàíñòâåííîé ãëóáèíû.

Íà ïðàêòèêå íà ìíîæåñòâå äàííûõ íåîáõîäèìî îöåíèâàòü al , îïòèìàëüíûé

àñèìïòîòè÷åñêèé ïîðÿäîê êîòîðûõ îáîñíîâàí â ëåììå 2, ãäå èñïîëüçîâàí ïðî-

ïóñêíîé ìåòîä ïåðåêðåñòíîé ïðîâåðêè äëÿ âûáîðà a a1 2, è �. Äëÿ ñíèæåíèÿ âû-

÷èñëèòåëüíîé ñòîèìîñòè âûáðàíî a w w a1 1 2 2� ( / ) , ïîñêîëüêó ïîëîñû ïðîïóñêà-

íèÿ äîëæíû áûòü ïðîïîðöèîíàëüíû äèñïåðñèÿì ìíîæåñòâ, ãäå wl ( , )l �1 2 ÿâëÿ-

åòñÿ äèñïåðñèîííîé ìåðîé îöåíî÷íûõ ôóíêöèé ãëóáèíû {� �
m

l
l m

l
l

l l

z z( ) ( )( ), ( ),1 2 �

� , ( )( )�
m

l
lm

l l
z }. Äàëåå âû÷èñëèì

d z z z
m a

i
lj ia m

i
lj m

i
lj

r

i i i i i,

( ) * ( ) ( )( ) ( ( ))( ( )) /� �� � � 3 ( ( ))( )1 1� ��
m

i
lj

r

i

z

äëÿ a2 , a w w a1 1 2 2� ( / ) , i l, ,�1 2 è j ml�1, ,� , ãäå � * ñîîòâåòñòâóåò ïðîïóñêíîé

ÿäåðíîé îöåíêå ïëîòíîñòè äëÿ l i� . Ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà �, êîòîðàÿ çàâèñèò

îò a2 , íàéäåíà íà ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòèêàõ log [ ( )]
,

( )d z
m a lj

1 1

1 � log [ ( )]
,

( )d z
m a lj

2 2

2 ,

l �1 2, , j ml�1 2, , ,� , äëÿ ìèíèìèçàöèè ÷àñòîòû îøèáîê ïåðåêðåñòíîé ïðîâåð-

êè. Îòìåòèì, ÷òî âûáîð a2 â äèàïàçîíå çíà÷åíèé îáóñëîâëåí ïîëó÷åíèåì íèç-

êîãî êîýôôèöèåíòà îøèáîê ïåðåêðåñòíîé ïðîâåðêè. Êðîìå òîãî, âûáðàí ìàê-

ñèìàëüíûé îïòèìèçàòîð èç ìíîæåñòâà ìèíèìèçàòîðîâ, èìåþùèõ ìåñòî âñëåä-

ñòâèå ñòóïåí÷àòîé ïðèðîäû ÷àñòîòû îøèáîê ïåðåêðåñòíîé ïðîâåðêè [6].

Äàííûå ðåçóëüòàòû òàêæå ìîæíî ïîëó÷èòü äëÿ ãëóáèííîé êëàññèôèêàöèè

ñ èñïîëüçîâàíèåì ãëóáèíû Ìàõàëàíîáèñà. Ïîñêîëüêó vH ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé

âåëè÷èíîé, êîòîðàÿ çàâèñèò îò èñõîäíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ H , îöåíêà ìèíèìàëüíî-

ãî êîâàðèàíòíîãî îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû ðàçáðîñà � �H H Hv� . Îäíàêî íåçàâè-

ñèìî îò çíà÷åíèÿ vH ôîðìà áàéåñîâñêîãî êëàññèôèêàòîðà àíàëîãè÷íà ëåììå 1.

Äàííûé ìåòîä êëàññèôèêàöèè ìîæíî àäàïòèðîâàòü ê ðàçðàáîòêå ðàçâèòîé âåðñèè

êëàññèôèêàòîðà íà îñíîâå ãëóáèíû Ìàõàëàíîáèñà, à åãî àñèìïòîòè÷åñêóþ îïòè-

ìàëüíîñòü äîêàçàòü íà îñíîâå ëåììû 2.

Äëÿ ìíîãîêëàññîâîé êëàññèôèêàöèè a a aL1 2, , ,� è � � �1 2, , ,� L âûáèðà-

þòñÿ àíàëîãè÷íî, îäíàêî íà ïðàêòèêå âû÷èñëèòåëüíî ñëîæíî ìèíèìèçèðîâàòü

÷àñòîòó îøèáîê ïåðåêðåñòíîé ïðîâåðêè îòíîñèòåëüíî íåñêîëüêèõ ïàðàìåòðîâ.

Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíÿåì
L

2

$

%
&&

'

(
)) áèíàðíûõ êëàññèôèêàöèé, ðàññìàòðèâàÿ ïàðó

êëàññîâ, ãäå ðåçóëüòàòû âñåõ ïîïàðíûõ êëàññèôèêàöèé îáúåäèíÿþòñÿ ñ ïî-

ìîùüþ ìåòîäà ìàæîðèòàðíîãî ãîëîñîâàíèÿ. Çàìåòèì, ÷òî ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ

óñëîâèÿõ ðåãóëÿðíîñòè ìîæíî äîêàçàòü ñîãëàñîâàííîñòü áàéåñîâñêîãî ðèñêà ðàç-
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âèòîé âåðñèè êëàññèôèêàòîðà ýêñòðàïîëÿöèîííîé ãëóáèíû äëÿ ìíîãîêëàññîâûõ

çàäà÷ íà îñíîâå ëåììû 2.

ÌÍÎÃÎÓÐÎÂÍÅÂÎÅ ÑÃËÀÆÈÂÀÍÈÅ ÄËß ÊËÀÑÑÈÔÈÊÀÖÈÈ
ÌÍÎÃÎÌÅÐÍÛÕ ÄÀÍÍÛÕ

Îöåíêà ïàðàìåòðà ñãëàæèâàíèÿ â ÿäåðíûõ îöåíêàõ ïëîòíîñòè ïðîâåäåíà ñ ïî-

ìîùüþ ìåòîäà ïåðåêðåñòíîé ïðîâåðêè äëÿ ðàçâèòîé âåðñèè ãëóáèííîãî êëàñ-

ñèôèêàòîðà. Îäíàêî ïðè ðåøåíèè ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ êëàññèôèêàöèè äîñòà-

òî÷íî ÷àñòî èìååò ìåñòî íåîïðåäåëåííîñòü ìîäåëè ïðè èñïîëüçîâàíèè îäíîé

ïàðû ïîëîñ ïðîïóñêàíèÿ ( , )a a1 2 . Íàðÿäó ñ ïðîáëåìîé âûáîðî÷íîé çàâèñèìîñ-

òè ñóùåñòâåíåí âûáîð ïàðàìåòðà ñãëàæèâàíèÿ, êîòîðûé çàâèñèò îò õàðàêòåð-

íîãî îáúåêòà êëàññèôèêàöèè. Â äàííîì ñëó÷àå îïðåäåëåííûé óðîâåíü ñãëàæè-

âàíèÿ ìîæåò îïðåäåëÿòü ðàçëè÷íîå ïîâåäåíèå â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ ïðîñòðàíñòâà

èçìåðåíèé. Ñëåäîâàòåëüíî, àêòóàëüíà çàäà÷à èññëåäîâàíèÿ ðåçóëüòàòîâ êëàññè-

ôèêàöèè äëÿ ðàçëè÷íûõ ìàñøòàáîâ ñãëàæèâàíèÿ âìåñòî èñïîëüçîâàíèÿ ôèêñè-

ðîâàííîé ïàðû ( , )a a1 2 â îïðåäåëåííîì äèàïàçîíå. Îáúåäèíÿòü äàííûå, êîòî-

ðûå èíäåêñèðîâàíû ïî ïîëîñàì ïðîïóñêàíèÿ, ìîæíî ñ ïîìîùüþ ïðèíÿòèÿ âçâå-

øåííîãî ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ îöåíåííûõ àïîñòåðèîðíûõ âåðîÿòíîñòåé [7].

Îòìåòèì, ÷òî e m a a z� , , ( )
1 2 äàåò îöåíêó p h z p h z1 1 2 2( ) / ( ) , ïîñêîëüêó ýëåìåíò z

îòíîñèòñÿ ê ïåðâîìó êëàññó , åñëè � m a a m a
z d z, , ,

( )( ) [ ( )]
1 2 1 1

1� �log

� � log [ ( )]
,

( )d z
m a2 2

2 0� , ãäå � âûáèðàåòñÿ ïóòåì ìèíèìèçàöèè îøèáêè ïåðå-

êðåñòíîé ïðîâåðêè äëÿ ôèêñèðîâàííûõ ( , )a a1 2 . Èòàê, èìååì �m a a z, , ( | )
1 2

1 �

� 
e em a a m a az z� �, , , ,( ) ( )
/ ( )1 2 1 21 , ÷òî ÿâëÿåòñÿ îöåíåííîé àïîñòåðèîðíîé âåðîÿò-

íîñòüþ êëàññà.

Ïîñêîëüêó � �m a a m a a

a a A

l z q l z*
, , ,

,

( | ) ( | )�
�

� 1 2 1 2

1 2

, ðåçóëüòèðóþùèé êëàññèôèêà-

òîð ôîðìèðóåòñÿ ïóòåì îáúåäèíåíèÿ àïîñòåðèîðíûõ îöåíîê, ïîëó÷åííûõ ïðè

ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ( , )a a1 2 : J 3
1 2

( ) max ( | )
,

*z l z
l

m�
�

arg � . Îòìåòèì, ÷òî qa a1 2, ÿâ-

ëÿåòñÿ âåñîì, ïðèñâîåííûì êëàññèôèêàòîðó, äëÿ êîòîðîãî a1 è a2 — ïîëîñû

ïðîïóñêàíèÿ äâóõ êëàññîâ [8].

Îáúåäèíåíèå àïîñòåðèîðíûõ îöåíîê çàâèñèò îò âåñîâîé ôóíêöèè q è äèàïà-

çîíà ïîëîñ ïðîïóñêàíèÿ A a a a aj g j g� *[ , ] [ , ]
1 1 2 2

. Îäíàêî íåçàâèñèìî îò âûáîðà

âåñîâîé ôóíêöèè ÷àñòîòà îøèáîê J 3 ( )� àñèìïòîòè÷åñêè ñõîäèòñÿ ê áàéåñîâñêî-

ìó ðèñêó, åñëè âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ ãðàíèöû a
l
g è a

l
j îò al óäîâëåòâîðÿþò

ïðåäïîëîæåíèþ â) ëåììû 2 äëÿ l �1 2, .

Òåîðåìà 3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ l �1 2, âåëè÷èíû h1 è h2 ÿâëÿþòñÿ ýëëèï-

òè÷åñêè-ñèììåòðè÷íûìè, ãäå h zl ( )  0 � �z rR , à H z P Z zl� �, ( ) ( ( ) )� � — ðàâ-

íîìåðíî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ â z, ãäå �( ) ( ) / ( )( ) ( )z d z d z� 2 1 ,

d z z z zl
l

l l r l r( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ( ))( ( )) / ( ( ))� �� �� � � �3 11 , � ( ) ( ) ( , )l
np lz F z H� , à Z ïðèíàä-

ëåæèò l-ìó êëàññó. Òàêæå ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ a
l
g è a

l
j èìåþò ìåñòî ñõîäèìîñ-

òè al � 0 è m al l
4 �� ïðè ml ��. Òîãäà êîýôôèöèåíò îøèáî÷íîé

êëàññèôèêàöèè ìíîãîóðîâíåâîãî êëàññèôèêàòîðà ýêñòðàïîëÿöèîííîé ãëóáèíû

J 3 ( )� ñõîäèòñÿ ê áàéåñîâñêîìó ðèñêó ïðè min ,{ }m m1 2 ��.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðåçóëüòàò cëåäóåò èç òåîðåìû Ëåáåãà î ìàæîðèðóåìîé

ñõîäèìîñòè ïðè óñëîâèè, ÷òî äëÿ ôèêñèðîâàííîãî z èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü

� �m z z* ( | ) ( | )1 1� ïðè min ,{ }m m1 2 ��.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñõîäèìîñòü � �m
P

z z* ( | ) ( | )1 1� íå âûïîëíÿåòñÿ. Èòàê,

� � �{ }m m m� � � �( , ):1 2 1 è �0 0 , ÷òî � �� 1 , | ( | ) ( | )|*� � �m z z
�

1 1 0�  . Ïóñòü

{ }Am�
, � � 1 , ÿâëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ äèàïàçîíà ïîëîñû

ïðîïóñêàíèÿ. Ó÷èòûâàÿ òîò ôàêò, ÷òî � m z
�

* ( | )1 ÿâëÿåòñÿ âçâåøåííûì ñðåäíèì

çíà÷åíèåì �m a a z
� , , ( | )

1 2
1 , ìîæíî ïîëó÷èòü òàêóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{ }( , ) ,a a A
m m

m1 2
1� �

�
�� � , ÷òî | ( | ) ( | )|

, ,
� � �

m a a
m m z z

�
� �

1 2

1 1 0�  � �� 1. Îòñþäà

ñëåäóåò, ÷òî ñõîäèìîñòü � �
m a a

P
m m z z

�
� �, ,

( | ) ( | )
1 2

1 1� íå âûïîëíÿåòñÿ. Â ðåçóëüòàòå

èìååò ìåñòî ïðîòèâîðå÷èå, ïîñêîëüêó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîñ ïðîïóñêàíèÿ

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ðåãóëÿðíîñòè, ïðè êîòîðîì äëÿ l �1 2, , èìååò ìåñòî

ñõîäèìîñòü al � 0 è m al l
4 �� ïðè ml ��.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Íà îñíîâå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3 ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî âûáîð âåñîâîé

ôóíêöèè q íå èìååò çíà÷èòåëüíîãî âëèÿíèÿ íà âûáîðî÷íóþ ïðîèçâîäèòåëüíîñòü

êëàññèôèêàòîðà J 3 ( )� . Îäíàêî âûáîð A è q ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì ïðè èñïîëü-

çîâàíèè áåñêîíå÷íîé âûáîðêè. Çàìåòèì, ÷òî âåñ äîëæåí ïîñòåïåííî óìåíüøàòü-

ñÿ ïðè óâåëè÷åíèè ÷àñòîòû îøèáîê ñ èñïîëüçîâàíèåì áîëåå êðóïíûõ âåñîâ äëÿ

êëàññèôèêàòîðîâ, êîòîðûå èìåþò áîëåå íèçêèå ÷àñòîòû îøèáîê [9].

×àñòîòà îøèáîê �a a1 2, îöåíèâàåòñÿ ïðîïóñêíûì ìåòîäîì ïåðåêðåñòíîé ïðî-

âåðêè ñ ïîìîùüþ âåñîâîé ôóíêöèè

q
m m

a a
a a

1 2

1 21

2 1

0
2

0 0 1 2
,

,
exp

( )

( ) / ( )
� �

�

� 


+

,

-
-

.

/

0
0

� �

� �
�[ min , ],�a a p p

1 2 1 2� { } ,

ãäå � �1 � min
,

,
a a

a a
1 2

1 2
.

Â ñëó÷àå, êîãäà ðàçâèòàÿ âåðñèÿ îäíîóðîâíåâîãî êëàññèôèêàòîðà ýêñòðàïî-

ëÿöèîííîé ãëóáèíû èñïîëüçóåòñÿ äëÿ êëàññèôèêàöèè ( )m m1 2
 îáúåêòîâ, â êà-

÷åñòâå îöåíîê äëÿ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ è äèñïåðñèè ýêñïåðèìåíòàëüíîé ÷àñòîòû

îøèáîê ìîæíî ðàññìàòðèâàòü �0 è � �0 0 1 21( ) / ( )� 
m m . Êðîìå òîãî, ÷àñòîòîé

îøèáîê êëàññèôèêàòîðà, êîòîðûé îòíîñèò âñå îáúåêòû ê êëàññó ñ íàèáîëüøåé

àïðèîðíîé âåðîÿòíîñòüþ, ÿâëÿåòñÿ min ,{ }p p1 2 . Çàìåòèì, ÷òî âåñîâàÿ ñõåìà èñ-

ñëåäóåìîãî êëàññèôèêàòîðà äåìîíñòðèðóåò íóëåâîé âåñ, åñëè êëàññèôèêàòîð

ñ ïàðîé ïîëîñ ïðîïóñêàíèÿ ( , )a a1 2 ìåíåå ýôôåêòèâåí ïî ñðàâíåíèþ ñ òðèâèàëü-

íûì êëàññèôèêàòîðîì.

Èñïîëüçîâàëñÿ ìåòîä íà îñíîâå êâàíòèëåé ïàðíûõ ðàññòîÿíèé äëÿ âûáîðà A,

à òàêæå îïðåäåëåíû 500 ðàâíîóäàëåííûõ çíà÷åíèé ( , )a a1 2 â ýòîì èíòåðâàëå, êî-

òîðûé óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ a w w a1 1 2 2� ( / ) , ãäå w1 è w2 îäèíàêîâû. Îòìå-

òèì, ÷òî â ðåçóëüòàòå ïðîâåäåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïîëó÷åíû âûñîêèå ïîêàçàòåëè

âñëåäñòâèå óäà÷íîãî âûáîðà äèàïàçîíà ïîëîñ ïðîïóñêàíèÿ è âåñîâîé ôóíêöèè.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëîæåí è èññëåäîâàí íåïàðàìåòðè÷åñêèé àôôèííî-èíâà-

ðèàíòíûé êëàññèôèêàòîð íà îñíîâå ýêñòðàïîëÿöèîííîé ãëóáèíû, êîòîðûé ÿâ-
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ëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì ê âûáðîñàì è ýêñòðåìàëüíûì çíà÷åíèÿì. Âñëåäñòâèå ñâÿçè

ïðåäëîæåííîãî êëàññèôèêàòîðà ñ ðàññòîÿíèåì Ìàõàëàíîáèñà, à òàêæå íåïðå-

ðûâíîñòè åãî ýêñïåðèìåíòàëüíîé ôîðìû êëàññèôèêàòîð ýêñòðàïîëÿöèîííîé

ãëóáèíû ïðåâîñõîäèò êëàññèôèêàòîðû ïîëóïðîñòðàíñòâåííîé è îðäèíàëüíîé

ãëóáèíû ïðè ðåøåíèè øèðîêîãî ñïåêòðà ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ êëàññèôèêàöèè.

Ïîñêîëüêó êëàññèôèêàòîð ýêñòðàïîëÿöèîííîé ãëóáèíû ÿâëÿåòñÿ ëåãêî ìîäè-

ôèöèðîâàííûì, åãî ìîæíî ïðèìåíÿòü ê ãëîáàëüíîìó êëàññó ïàðàìåòðè÷åñêèõ

ìîäåëåé, òîãäà êàê ëèíåéíûå è êâàäðàòè÷íûå ìåòîäû ñòàòèñòèêè è ìàøèííîãî

îáó÷åíèÿ ýôôåêòèâíî âûïîëíÿþòñÿ òîëüêî ïðè óñëîâèè íîðìàëüíîñòè ðàñïðå-

äåëåíèÿ. Êðîìå òîãî, ïðåäëîæåííûé êëàññèôèêàòîð ïîçâîëÿåò èçáàâèòüñÿ îò

«ïðîêëÿòèÿ ðàçìåðíîñòè», ÷òî êàñàåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðîñòà íåîáõîäèìûõ

ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ â çàâèñèìîñòè îò ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà ïðè

ðåøåíèè çàäà÷ âåðîÿòíîñòíî-ñòàòèñòè÷åñêîãî ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ è êëàññè-

ôèêàöèè. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ðàáîòå ñ íåáîëüøèìè âûáîðêàìè â ïðîñòðàíñòâå

áîëüøîé ðàçìåðíîñòè êëàññèôèêàòîð íà îñíîâå ýêñòðàïîëÿöèîííîé ãëóáèíû

ïðåâîñõîäèò îáû÷íûå íåïàðàìåòðè÷åñêèå ìåòîäû, êîãäà ìíîæåñòâà äàííûõ

ÿâëÿþòñÿ ïî÷òè ýëëèïòè÷åñêèìè. Îòìåòèì, ÷òî ìíîãîóðîâíåâàÿ ñòðóêòóðà

ñãëàæèâàíèÿ ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü ãëîáàëüíûå ñâîéñòâà ôóíêöèé ïëîòíîñòè

è ãðàíèö êëàññà. Â ðåçóëüòàòå íà ïðàêòèêå ïðåäëîæåííûé ìíîãîóðîâíåâûé

ìåòîä ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ãèáêèì âñëåäñòâèå àãðåãàöèè ðåçóëüòàòîâ äëÿ ðàç-

ëè÷íûõ ìàñøòàáîâ ñãëàæèâàíèÿ.
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