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Àííîòàöèÿ. Ïðåäñòàâëåíû òåîðåòè÷åñêèå îñíîâû ìîäèôèöèðîâàííîé ñîâåðøåííîé ôîð-
ìû ñèñòåìû îñòàòî÷íûõ êëàññîâ. Ðàçðàáîòàí ìåòîä ïîäáîðà ñèñòåìû èç òðåõ ìîäóëåé,
êîòîðûå îáðàçóþò ìîäèôèöèðîâàííóþ ñîâåðøåííóþ ôîðìó ñèñòåìû îñòàòî÷íûõ êëàññîâ,
÷òî èñêëþ÷àåò ïîèñê îáðàòíîãî ýëåìåíòà ïî ìîäóëþ è ñóùåñòâåííî óïðîùàåò ïðîöåññ
ïåðåâîäà ÷èñåë èç ñèñòåìû îñòàòî÷íûõ êëàññîâ â äåñÿòè÷íóþ ñèñòåìó ñ÷èñëåíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñèñòåìà îñòàòî÷íûõ êëàññîâ, ñèñòåìà ìîäóëåé, ìîäèôèöèðîâàííàÿ ñî-
âåðøåííàÿ ôîðìà, äèàïàçîí âû÷èñëåíèé, îáðàòíûé ýëåìåíò ïî ìîäóëþ, êèòàéñêàÿ òåîðå-
ìà îá îñòàòêàõ.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ îñíîâíûì òðåáîâàíèåì ê óñòðîéñòâàì âû÷èñëèòåëüíîé òåõ-

íèêè, îáåñïå÷èâàþùèì âûïîëíåíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ îïåðàöèé íàä ìíîãîðàçðÿä-

íûìè ÷èñëàìè [1], ÿâëÿåòñÿ èõ âûñîêîå áûñòðîäåéñòâèå [2]. Â ñîâðåìåííûõ âû-

÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåìàõ íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííîé ÿâëÿåòñÿ äâîè÷íàÿ ñèñòåìà

ñ÷èñëåíèÿ. Îäíàêî åå èñïîëüçîâàíèå èñ÷åðïûâàåò ñâîè âîçìîæíîñòè è íå ìî-

æåò ïðèâåñòè ê ñêà÷êîîáðàçíîìó ïîâûøåíèþ áûñòðîäåéñòâèÿ [3]. Ýòî îáóñëîâ-

ëåíî åå áîëüøîé ðàçðÿäíîñòüþ, íàëè÷èåì ìåæðàçðÿäíûõ ïåðåíîñîâ è ñòðîãî

ïîñëåäîâàòåëüíîé ñòðóêòóðîé [4]. Èçâåñòíî, ÷òî íàèáîëåå ïåðñïåêòèâíûì ìåòî-

äîì ïîâûøåíèÿ áûñòðîäåéñòâèÿ ÿâëÿåòñÿ ðàñïàðàëëåëèâàíèå ïðîöåññà îáðà-

áîòêè èíôîðìàöèè [5]. Ýòèì ñâîéñòâîì îáëàäàþò íåêîòîðûå íåïîçèöèîííûå ñèñ-

òåìû ñ÷èñëåíèÿ, â ÷àñòíîñòè ñèñòåìà îñòàòî÷íûõ êëàññîâ (ÑÎÊ) [6]. Õîòÿ îíà

èìååò îïðåäåëåííûå íåäîñòàòêè (îòñóòñòâèå îïåðàöèé äåëåíèÿ è ñðàâíåíèÿ ÷èñåë,

òðóäíîñòè ïðè îïðåäåëåíèè ïåðåïîëíåíèÿ ðàçðÿäíîé ñåòêè, ñëîæíîñòü ïåðåâîäà

÷èñåë â äåñÿòè÷íóþ ñèñòåìó ñ÷èñëåíèÿ è ò.ï.), îäíàêî ñâîéñòâî ìàëîðàçðÿäíîñòè

ìîäóëåé ÑÎÊ ïîçâîëÿåò ýôôåêòèâíî âûïîëíÿòü îïåðàöèè ñëîæåíèÿ, âû÷èòàíèÿ,

óìíîæåíèÿ, âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü íàä áîëüøèìè ÷èñëàìè [7], ÷òî ÿâëÿåòñÿ âàæ-

íûì, â ÷àñòíîñòè îòíîñèòåëüíî çàäà÷ àñèììåòðè÷íîé êðèïòîãðàôèè [8].

ÒÅÎÐÅÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÎÑÍÎÂÛ ÑÈÑÒÅÌÛ ÎÑÒÀÒÎ×ÍÛÕ ÊËÀÑÑÎÂ

Äåñÿòè÷íîìó ÷èñëó N â ÑÎÊ ñîîòâåòñòâóþò íàèìåíüøèå íåîòðèöàòåëüíûå

îñòàòêè bi ýòîãî ÷èñëà â ñèñòåìå âçàèìíî ïðîñòûõ ìîäóëåé ð³ , ò.å.

b N pi i� mod [7]. Ïðè ýòîì äèàïàçîí âû÷èñëåíèé äîëæåí íàõîäèòüñÿ â ïðåäå-

ëàõ 0 1� � �N P , ãäå P pi

i

n

�
�

�
1

.

Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå â äåñÿòè÷íóþ ñèñòåìó ñ÷èñëåíèÿ ïðîèñõîäèò ñî-

ãëàñíî êèòàéñêîé òåîðåìå îá îñòàòêàõ [9]:
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ãäå B M mi i i� , M P pi i� / , áàçèñíûå ÷èñëà mi íàõîäÿòñÿ èç âûðàæåíèÿ

( modM m pi i i) �1.
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Íåîáõîäèìîñòü âû÷èñëåíèÿ áàçèñíûõ ÷èñåë m M pi i i� �1 mod ñóùåñòâåííî

óâåëè÷èâàåò ñëîæíîñòü ïåðåâîäà ÷èñåë èç ÑÎÊ â äåñÿòè÷íóþ ñèñòåìó. Óïðîùå-

íèå ýòîé çàäà÷è ïðîèñõîäèò â ñîâåðøåííîé ôîðìå ÑÎÊ (ÑÔ ÑÎÊ) [6], êîãäà ìî-

äóëè ði ïîäáèðàþòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âñå mi ñòàëè ðàâíû åäèíèöå çà ñ÷åò

èñêëþ÷åíèÿ îïåðàöèé ïîèñêà îáðàòíîãî ýëåìåíòà ïî ìîäóëþ è óìíîæåíèÿ íà áà-

çèñíûå ÷èñëà mi . Â ðàáîòàõ [10, 11] áûëà ðàçâèòà òåîðèÿ CÔ ÑOÊ è ïðåäëîæåí

ìåòîä äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìû ìîäóëåé. Â [12] îïèñàíû

óñëîâèÿ äëÿ àíàëèòè÷åñêîãî âû÷èñëåíèÿ áàçèñíûõ ÷èñåë. Îäíàêî â ñëó÷àå îãðà-

íè÷åííîãî êîëè÷åñòâà ìîäóëåé èëè íåîáõîäèìîñòè èñïîëüçîâàíèÿ ìîäóëåé, êî-

òîðûå ìàëî îòëè÷àþòñÿ îäèí îò äðóãîãî, ýòè ìåòîäû íåïðèìåíèìû. Â ðàáî-

òå [13] ïðåäëîæåíà ìîäèôèöèðîâàííàÿ ÑÔ ÑÎÊ (ÌÑÔ ÑÎÊ), â êîòîðîé mi � 1,

÷òî òàêæå èñêëþ÷àåò íåîáõîäèìîñòü ïîèñêà îáðàòíîãî ýëåìåíòà ïî ìîäóëþ è

óìíîæåíèÿ íà áàçèñíûå ÷èñëà. Îäíàêî òåîðåòè÷åñêèå ìåòîäû ðàñ÷åòà ñèñòåìû

ìîäóëåé, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ÌÑÔ ÑÎÊ, îòñóòñòâóþò.

Èñõîäÿ èç âûøåñêàçàííîãî, öåëü íàñòîÿùåé ñòàòüè — ðàçâèòèå òåîðèè è ìå-

òîäîâ íàõîæäåíèÿ ñèñòåìû ìîäóëåé äëÿ ÌÑÔ ÑÎÊ.

ÐÀÇÐÀÁÎÒÊÀ ÒÅÎÐÅÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÎÑÍÎÂ ÏÎÈÑÊÀ ÌÎÄÓËÅÉ ÌÑÔ ÑÎÊ

Äëÿ óïðîùåíèÿ îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì òðåõ âçàèìíî ïðîñòûõ ìîäóëåé:

p1, p2 , p3 . Ñîãëàñíî ñâîéñòâàì ÌÑÔ ÑÎÊ çàïèøåì ñèñòåìó êîíãðóýíöèé:
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(2)

Îáîçíà÷èì ðàçíîñòü p p a2 1� � è ïðåäñòàâèì ìîäóëè â âèäå p an b1 � � ,

p a n b2 1� � �( ) , ãäå n �1 2 3, , , ... ; ÷èñëà a è b ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî ïðîñòûìè.

Èòàê, íåîáõîäèìî îòûñêàòü ìîäóëü p3 , êîòîðûé áóäåò óäîâëåòâîðÿòü ñèñòå-

ìå (2). Ðåøåíèå ñèñòåìû (2) â îáùåì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêèì,

ïîýòîìó â öåëÿõ óïðîùåíèÿ ðàñêðûòèÿ ñóòè ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà èñïîëüçóåì

÷èñëåííûå ðàñ÷åòû.

Ïóñòü a � 5, b � 2 . Òîãäà p n1 5 2� � , p n2 5 3� � . Ïåðâûå äâà óðàâíåíèÿ ñèñ-

òåìû (2) èìåþò âèä
5 5 2 1

5 5 3 1
3

3
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mod
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(3)

Îáðàòíûå ýëåìåíòû  ��5 5 21 mod ( )n è  ��5 5 31 mod ( )n ìîæíî íàéòè èç àë-

ãîðèòìà Åâêëèäà [14] :

5 2 5 1 3n n� � � �( ) ,

5 3 1 2� � � ,

3 2 1 1� � �

è åãî ñëåäñòâèÿ

1 3 1 2 3 1 5 1 3 1 5 2 3 1 5 2 5 2� � � � � � � � � � � � � � � � � � � �( ) (( )n

� � � � � � � � �5 1 2 5 2 5 2 1 1( )) ( ) ( )n n n .

(Ïðèâîäèòñÿ ïðèìåð ðàñ÷åòà òîëüêî äëÿ îäíîãî èç óðàâíåíèé ñèñòåìû (3).)

Èòàê, 5 5 2 2 1 5 2 3 11� � � � � � � �mod mod( ) ( ) ( )n n n n . Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïî-

êàçàòü, ÷òî 5 5 3 2 1 5 3 3 21� � � � � � � �mod ) mod( ( ) ( )n n n n .

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå îáðàòíûé ýëåìåíò áîëåå óäîáíî íà-

õîäèòü ñïîñîáîì, îïèñàííûì â [15]. Ê åäèíèöå ñëåäóåò äîáàâëÿòü ìîäóëü, ïîêà
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ðåçóëüòàò íè ñòàíåò êðàòíûì 5, ò.å. äîáàâèâ ê åäèíèöå òðè ìîäóëÿ ( )5 2n � , ïîëó-

÷èì ( )15 6 1n � � . Ïîñëå åãî äåëåíèÿ íà 5 èìååì îáðàòíûé ýëåìåíò: ( )3 1n � .

Àíàëîãè÷íàÿ ïðîöåäóðà äëÿ âòîðîãî ìîäóëÿ: 1 3 5 3 15 10� � � � �( )n n , îáðàòíûé

ýëåìåíò áóäåò ðàâåí ( )3 2n � .

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì ñèñòåìà (3) òðàíñôîðìèðóåòñÿ â ñèñòåìó, óäîáíóþ

äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ êèòàéñêîé òåîðåìû îá îñòàòêàõ, ïðè÷åì íåîáõîäèìî ðàññìîò-

ðåòü ÷åòûðå ðàçíûõ ñëó÷àÿ, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò êàæäîìó îñòàòêó èç êàæäîãî

óðàâíåíèÿ:

p n n n

p n n n

3

3

5 2 3 1 2 1

5 3 3 2 2 1

mod èëè

mod èëè
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( ) .
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��
(4)

Èñõîäÿ èç (4), íåîáõîäèìî íàéòè ÷èñëî, êîòîðîå ïðè äåëåíèè íà ( )5 2n � äàåò

îñòàòîê ( )3 1n � èëè ( )2 1n � , à ïðè äåëåíèè íà ( )5 3n � — îñòàòîê ( )3 2n � ëèáî

( )2 1n � . Äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ êèòàéñêîé òåîðåìû îá îñòàòêàõ ñíîâà íåîáõîäèìî

ðàññìîòðåòü àëãîðèòì Åâêëèäà:

5 3 5 2 5n n� � � �( ) ,

5 2 5 1 3n n� � � � �( ) ,

5 3 1 2� � � ,

3 2 1 1� � �

è åãî ñëåäñòâèÿ:

1 3 1 2 3 1 5 1 3 1 5 2 3 1 5 2 5 2 5 1� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �( ) (( ) ( )n n ) �

� � � � � � � � � � � � � � �2 5 2 5 2 1 2 5 2 2 1 5 3 5 2( ) ( ) ( ) ( )(( ) ( ))n n n n n n

� � � � � � � � � � � � � �2 5 2 2 1 5 3 2 1 5 2 2 1 5 3( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )n n n n n n n ( )( )2 1 5 2n n� � .

Äëÿ íàõîæäåíèÿ âîçìîæíîãî çíà÷åíèÿ ìîäóëÿ p3 íåîáõîäèìî ïðîàíàëèçè-

ðîâàòü êàæäûé èç ÷åòûðåõ ñëó÷àåâ:

1) ( ( )( )( ) ( )( )( )) (( )� � � � � � � � �2 1 5 3 3 1 2 1 5 2 3 2 5 3n n n n n n nmod ( ))5 2n � �

� � � � � � � �( ) ( )30 6 7 25 5 6 5 12 2 2n n n n n nmod ;

2) ( ( ) ( ) ( ) ( )) (( )( ))� � � � � � � � �2 1 5 3 2 1 5 2 5 3 5 22 2n n n n n nmod

� � � � � � � �( ) ( )20 4 5 25 5 6 20 4 52 2 2n n n n n nmod ;

3) ( ( )( )( ) ( )( )( )) (( )� � � � � � � � �2 1 5 3 2 1 2 1 5 2 3 2 5 3n n n n n n nmod ( ))5 2n � �

� � � � � � � � � �( ) ( )10 31 3 7 25 5 6 10 6 2 13 2 2 3 2n n n n n n n nmod ;

4) ( ( )( )( ) ( )( )( )) (( )� � � � � � � � �2 1 5 3 3 1 2 1 5 2 2 1 5 3n n n n n n nmod ( ))5 2n � �

� � � � � � � � � � � �( ) ( ) ( )10 19 7 5 25 5 6 10 6 2 13 2 2 3 2n n n n n n n nmod .
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Ò à á ë è ö à 1

b

Âûðàæåíèå äëÿ íàõîæäåíèÿ ñèñòåìû ìîäóëåé pn è äèàïàçîíà P

p1 p2 p3 P

1 5 1n � 5 4n � 5 3 12n n� � 125 150 27 44 3n n n� � �

2 5 2n � 5 3n � 5 12n n� � 125 50 50 11 64 3 2n n n n� � � �

3 5 3n � 5 2n � 5 12n n� � 125 50 50 11 64 3 2n n n n� � � �

4 5 4n � 5 1n � 5 3 12n n� � 125 150 27 44 3n n n� � �



Äàëåå íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü âûïîë-

íåíèå òðåòüåãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (2). Íå-

ïîñðåäñòâåííîé ïîäñòàíîâêîé ìîæíî óáå-

äèòüñÿ, ÷òî äàííîå óñëîâèå óäîâëåòâîðÿåò

ðåçóëüòàòó, ïîëó÷åííîìó òîëüêî â ïåðâîì

ñëó÷àå:

( ) ( )25 5 6 5 1 12 2n n n n� � � � � �mod .

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ðàññ÷èòàòü

ìîäóëü p3 äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ b.

Â òàáë. 1 ïðåäñòàâëåíû àíàëèòè÷åñêèå

âûðàæåíèÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ ñèñòåìû

ìîäóëåé ÌÑÔ ÑÎÊ è äèàïàçîíà âîç-

ìîæíûõ âû÷èñëåíèé ïðè ðàçíûõ b è n .

Íà ðèñ. 1 ïðèâåäåíû ãðàôèêè çàâè-

ñèìîñòè ìîäóëåé p1, p2 , p3 îò n ïðè

b � 2 . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñîãëàñíî

òàáë. 1 ãðàôèêè äëÿ ð1 è p2 ïàðàëëåëü-

íû è âîçðàñòàþò ëèíåéíî, à äëÿ p3 âîç-

ðàñòàåò ïàðàáîëè÷åñêè. Ñëåäóåò îòìå-

òèòü, ÷òî ïðè îñòàëüíûõ çíà÷åíèÿõ b

õàðàêòåð ãðàôèêîâ íå èçìåíÿåòñÿ.

Íà ðèñ. 2 ïîêàçàí ãðàôèê çàâèñèìîñòè äèàïàçîíà âû÷èñëåíèé Ð îò n ïðè ðàç-

íûõ âîçìîæíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà b. Äèàïàçîí âû÷èñëåíèé ñîãëàñíî òàáë. 1

âîçðàñòàåò ïðîïîðöèîíàëüíî n4 , ïðè÷åì òåì èíòåíñèâíåå, ÷åì ìåíüøå b.

Â òàáë. 2 äàíû ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ ìîäóëåé p1, p2 , p3 è Ð ïðè à � 5 äëÿ ðàç-

íûõ âåëè÷èí ïàðàìåòðîâ n è b.

Èç ðèñ. 1 è òàáë. 2 âèäíî, ÷òî ïðè n �1ìåæäó ìîäóëÿìè ñïðàâåäëèâî ñîîòíî-

øåíèå p p p1 3 2� � , â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ìîäóëü ð3 ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøèì. Êðî-

ìå òîãî, ïðè ïîñòîÿííîé n è èçìåíåíèè b íà åäèíèöó çíà÷åíèå ìîäóëÿ ð3 èçìå-

íÿåòñÿ íà âåëè÷èíó 2n, ÷òî ñëåäóåò òàêæå èç äàííûõ òàáë. 1.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Èñõîäÿ èç âûøåñêàçàííîãî ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ÌÑÔ ÑÎÊ ÿâëÿåòñÿ

ïåðñïåêòèâíîé äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ â ñîâðåìåííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåìàõ,

îñîáåííî ïðè âûïîëíåíèè àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé íàä ìíîãîðàçðÿäíûìè

÷èñëàìè. Âïåðâûå ðàçðàáîòàí ìåòîä ïîäáîðà ñèñòåìû èç òðåõ ìîäóëåé, êîòî-

54 ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2016, òîì 52, ¹ 2

Ðèñ. 2. Ãðàôèêè çàâèñèìîñòè äèàïàçîíà âû÷èñ-
ëåíèé P îò ïàðàìåòðà n ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ b

P � 104

n

b1 1�
b2 2�
b3 3�
b4 4�

Ò à á ë è ö à 2

Çíà÷åíèå
ïàðàìåòðà

×èñëåííûå çíà÷åíèÿ
ìîäóëåé pn è äèàïàçîíà P

n b p1 p2 p3 P

1

3 2 7 3 42

2 3 8 5 120

1 4 9 7 252

2

4 6 11 13 858

3 7 12 17 1428

2 8 13 21 2184

1 9 14 25 3150

3

4 11 16 35 6160

3 12 17 41 8364

2 13 18 47 10998

1 14 19 53 14098

4

4 16 21 67 22512

3 17 22 75 28050

2 18 23 83 34362

1 19 24 91 41496

Ðèñ. 1. Ãðàôèêè çàâèñèìîñòè ìîäóëåé p1 , p2 ,
p3 îò n ïðè b � 2

n

p n1 ( )

p n3 ( )

p

p n2 ( )



ðûå îáðàçóþò ÌÑÔ ÑÎÊ, ÷òî èñêëþ÷àåò ïîèñê îáðàòíîãî ýëåìåíòà è ñóùåñò-

âåííî óìåíüøèòü êîëè÷åñòâî îïåðàöèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ ïåðåâîäà ÷èñåë èç

ÑÎÊ â äåñÿòè÷íóþ ñèñòåìó èñ÷èñëåíèÿ.
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