
Ôèçèêà íèçêèõ òåìïåðàòóð, 2003, ò. 29, ¹ 8, ñ. 900–905

Òåðìîäèíàìèêà îäíîìåðíîãî îáîáùåííîãî

âèãíåðîâñêîãî êðèñòàëëà

Â.Â. Ñëàâèí

Ôèçèêî-òåõíè÷åñêèé èíñòèòóò íèçêèõ òåìïåðàòóð èì. Á.È. Âåðêèíà ÍÀÍ Óêðàèíû
ïð. Ëåíèíà 47, ã. Õàðüêîâ, 61103, Óêðàèíà

Å-mail:slavin@ilt.kharkov.ua

Ñòàòüÿ ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 5 ôåâðàëÿ 2003 ã., ïîñëå ïåðåðàáîòêè 4 ìàðòà 2003 ã.

Èçó÷åíû òåðìîäèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè îäíîìåðíîãî îáîáùåííîãî âèãíåðîâñêîãî êðè-
ñòàëëà ïðè ïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèÿõ òåìïåðàòóðû, êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö è õàðàêòåðå ïîòåíöèà-
ëà ïàðíîãî ìåæ÷àñòè÷íîãî îòòàëêèâàíèÿ. Ïðåäëîæåí ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé âû÷èñëÿòü ñòàòèñòè-
÷åñêóþ ñóììó ñèñòåìû ñ ó÷åòîì âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ïðîèçâîëüíûì ÷èñëîì ñîñåäíèõ ÷àñòèö.
Ïîêàçàíî, ÷òî óâåëè÷åíèå ýòîãî ÷èñëà ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ âñå áîëåå è áîëåå ìåëêèõ ñòóïå-
íåé â íèçêîòåìïåðàòóðíîé çàâèñèìîñòè êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö îò õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà. Ýòè
ñòóïåíè ÿâëÿþòñÿ îñòàòêàìè çàâèñèìîñòè òèïà «÷åðòîâà ëåñòíèöà», êîòîðàÿ õàðàêòåðíà äëÿ
äàííîãî ñîðòà ñèñòåì ïðè íóëå òåìïåðàòóð.

Âèâ÷åíî òåðìîäèíàì³÷í³ õàðàêòåðèñòèêè îäíîâèì³ðíîãî óçàãàëüíåíîãî â³ãíåð³âñüêîãî êðè-
ñòàëó ïðè äîâ³ëüíèõ çíà÷åííÿõ òåìïåðàòóðè, êîíöåíòðàö³¿ ÷àñòèíîê ³ õàðàêòåð³ ïîòåíö³àëó
ïàðíîãî ì³æ÷àñòèíêîâîãî â³äøòîâõóâàííÿ. Çàïðîïîíîâàíî ìåòîä, ùî äîçâîëÿº îá÷èñëþâàòè
ñòàòèñòè÷íó ñóìó ñèñòåìè ç óðàõóâàííÿì âçàºìîä³¿ ì³æ äîâ³ëüíèì ÷èñëîì ñóñ³äí³õ ÷àñòèíîê.
Ïîêàçàíî, ùî çá³ëüøåííÿ öüîãî ÷èñëà ÷àñòèíîê ïðèâîäèòü äî ïîÿâè óñå á³ëüø i á³ëüø äð³áíèõ
ñòóï³íåé ó íèçüêîòåìïåðàòóðí³é çàëåæíîñò³ êîíöåíòðàö³¿ ÷àñòèíîê â³ä õ³ì³÷íîãî ïîòåíö³àëó. Ö³
ñòóï³í³ º çàëèøêàìè çàëåæíîñò³ òèïó «÷îðòîâè ñõîäè», ÿêà õàðàêòåðíà äëÿ äàíîãî ñîðòó ñèñòåì
ïðè íóë³ òåìïåðàòóð.

PACS: 05.10.–a, 05.20.–y

1. Ââåäåíèå

Â ïîñëåäíåå ãîäû óçêîçîííûå íèçêîðàçìåðíûå
ïðîâîäíèêè c äàëüíîäåéñòâóþùèì ïîòåíöèàëîì ìåæ-
÷àñòè÷íîãî îòòàëêèâàíèÿ ïðèâëåêàþò ê ñåáå ïîâûøåí-
íûé èíòåðåñ. Ýòîò èíòåðåñ âî ìíîãîì îáóñëîâëåí
äîñòèæåíèÿìè â îáëàñòè òåõíîëîãèé ñîçäàíèÿ ìíîãî-
ñëîéíûõ ñòðóêòóð íà îñíîâå ìåòàëëîîêñèäîâ (âêëþ-
÷àÿ âûñîêîòåìïåðàòóðíûå ñâåðõïðîâîäíèêè), à òàêæå
îäíî- è äâóìåðíûõ èñêóññòâåííûõ ïðîâîäÿùèõ ñèñ-
òåì — ñâåðõðåøåòîê.

Â ðàáîòàõ [1,2] ïîêàçàíî, ÷òî åñëè øèðèíà çîíû
t ˆU U( ∼ ( )a/R E — õàðàêòåðíîå èçìåíåíèå ýíåð-
ãèè äàëüíîäåéñòâóþùåãî ïîòåíöèàëà ìåæýëåêòðîí-
íîãî îòòàëêèâàíèÿ ïðè ýëåêòðîííîì ïðûæêå, a —
ìåæàòîìíîå ðàññòîÿíèå ïîäëîæêè, R — ñðåäíåå
ðàññòîÿíèå ìåæäó ýëåêòðîíàìè è E — êóëîíîâñêàÿ
ýíåðãèÿ íà ýëåêòðîí), òî ïðîèñõîäèò ïîëíîå ðàçðó-
øåíèå áëîõîâñêèõ ñîñòîÿíèé è ýëåêòðîíû ñòàíîâÿò-

ñÿ ëîêàëèçîâàííûìè â ïðåäåëàõ êâàíòîâûõ ëîâó-
øåê àòîìíîãî ðàçìåðà. Ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå
íà òîò ôàêò, ÷òî â ñèëó äèíàìè÷åñêîé ïðèðîäû ëî-
êàëèçàöèè äàííîå ñîñòîÿíèå, ïîëó÷èâøåå íàçâàíèå
«çàìîðîæåííîé ýëåêòðîííîé ôàçû» (ÇÝÔ), êà÷åñò-
âåííî îòëè÷àåòñÿ îò âèãíåðîâñêîãî êðèñòàëëà
[1,3,4]. Íàïðèìåð, íàãðåâ ÇÝÔ íå ïðèâîäèò ê äåëî-
êàëèçàöèè ýëåêòðîíîâ, è, ñëåäîâàòåëüíî, â îòëè-
÷èå îò âèãíåðîâñêîãî êðèñòàëëà ÇÝÔ íå ïðåâðà-
ùàåòñÿ â ôåðìè-æèäêîñòü íè ïðè êàêîé òåìïåðàòóðå
(çäåñü è äàëåå äëÿ êðàòêîñòè ïîä òåðìèíîì ÇÝÔ ìû
áóäåì ïîäðàçóìåâàòü ñèñòåìó, íàõîäÿùóþñÿ â ñî-
ñòîÿíèè çàìîðîæåííîé ýëåêòðîííîé ôàçû). Ïîâå-
äåíèå ÇÝÔ ïðè íå ñëèøêîì ìàëîì îòíîøåíèè t/U
îêàçûâàåòñÿ âåñüìà ñëîæíûì [5], â ñâÿçè ñ ÷åì íå-
îáõîäèìî ïðîâåñòè öåëûé ðÿä äîïîëíèòåëüíûõ èñ-
ñëåäîâàíèé, ÷òîáû ïîñòðîèòü ïîñëåäîâàòåëüíóþ
òåðìîäèíàìèêó è îïèñàòü êèíåòèêó äàííûõ ñèñòåì.
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Ïðåäñòàâëÿåòñÿ ëîãè÷íûì íà÷àòü èçó÷åíèå òåð-
ìîäèíàìèêè ÇÝÔ, ïðåíåáðåãàÿ âñåìè äèíàìè÷åñêè-
ìè ýôôåêòàìè, ïîðîæäåííûìè êîíå÷íîñòüþ øè-
ðèí çîí (ò.å. t = 0). Îñíîâíîå ñîñòîÿíèå òàêèõ
ñèñòåì, íàçâàííûõ Õàááàðäîì «îáîáùåííûì âèãíå-
ðîâñêèì êðèñòàëëîì», âïåðâûå áûëî ðàññìîòðåíî â
[6]. Òåðìîäèíàìèêà îäíîìåðíîãî îáîáùåííîãî âèã-
íåðîâñêîãî êðèñòàëëà â ðàìêàõ ìîäåëè, ïðåíåáðå-
ãàþùåé äèíàìè÷åñêèìè ýôôåêòàìè, ïîðîæäåííûìè
êîíå÷íîñòüþ øèðèí çîí, ïîñòðîåíà â [5]. Â ýòîé ìî-
äåëè áûëî ââåäåíî óïðîùàþùåå ïðåäïîëîæåíèå,
÷òî ïîòåíöèàë ïàðíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ óáûâàåò íà-
ñòîëüêî áûñòðî, ÷òî ìîæíî ïðåíåáðå÷ü âçàèìîäåé-
ñòâèÿìè ìåæäó ÷àñòèöàìè, ñëåäóþùèìè çà áëèæàé-
øèìè. Òåì íå ìåíåå òåðìîäèíàìèêà, ïîñòðîåííàÿ â
ðàìêàõ äàæå ýòîé óïðîùåííîé ìîäåëè, äåìîíñòðè-
ðóåò ðÿä âåñüìà èíòåðåñíûõ ñâîéñòâ. Òàê, íàïðè-
ìåð, áûëî ïîêàçàíî, ÷òî íèçêîòåìïåðàòóðíàÿ çàâè-
ñèìîñòü êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö � îò äàâëåíèÿ P
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàáîð ñòóïåíåé, ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ êîíöåíòðàöèÿì âèäà � � �1 1 2 3/q q, , , ...

.
Ýòè

ñòóïåíè ÿâëÿþòñÿ îñòàòêàìè «÷åðòîâîé ëåñòíèöû»,
êîòîðàÿ õàðàêòåðèçóåò çàâèñèìîñòü �( )P ïðè íóëå
òåìïåðàòóð. Êàæäîé ñòóïåíè ñîîòâåòñòâóåò ýëåê-
òðîííûé «êðèñòàëë» c ïåðèîäîì q. Ïðè êîíå÷íîé
òåìïåðàòóðå â «êðèñòàëëå» îáðàçóþòñÿ äåôåêòû —
ïàðû ÷àñòèö ñ ìåæ÷àñòè÷íûì ðàññòîÿíèåì, îòëè÷-
íûì îò q. Êîíöåíòðàöèÿ äåôåêòîâ �def � �N /N ( �N
— ÷èñëî ïàð ÷àñòèö ñ ìåæ÷àñòè÷íûì ðàññòîÿíèåì,
îòëè÷íûì îò q; N — ÷èñëî ïàð ÷àñòèö ñ ìåæ÷àñòè÷-
íûì ðàññòîÿíèåì, ðàâíûì q) ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëà
âáëèçè ñåðåäèí ñòóïåíåé è îêàçûâàåòñÿ áëèçêîé ê
åäèíèöå âáëèçè ãðàíèö èíòåðâàëîâ, ïîëíîñòüþ ðàç-
ðóøàÿ äàííûé ýëåêòðîííûé «êðèñòàëë».

Îäíàêî îñòàâàëñÿ îòêðûòûì âîïðîñ î âëèÿíèè
ñòðóêòóðû ïàðíîãî ïîòåíöèàëà íà òåðìîäèíàìè÷å-
ñêèå ñâîéñòâà ñèñòåìû. Öåëüþ äàííîé ñòàòüè êàê
ðàç ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèå ðàññìîòðåíèÿ, ïðîâåäåííî-
ãî â [5], íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî õàðàêòåðà ïàðíî-
ãî ïîòåíöèàëà âçàèìíîãî îòòàëêèâàíèÿ ÷àñòèö.

2. Ìîäåëü

Ãàìèëüòîíèàí ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû èìååò âèä
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ãäå äèñêðåòíàÿ íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ
l m Nm( ,..., )� 1 — êîîðäèíàòà m-ãî ýëåêòðîíà, èç-
ìåðåííàÿ â åäèíèöàõ a; N — îáùåå ÷èñëî ýëåêòðî-
íîâ; � ( )x — äàëüíîäåéñòâóþùèé ïàðíûé ïîòåíöè-
àë ìåæ÷àñòè÷íîãî îòòàëêèâàíèÿ. Ýòîò ïîòåíöèàë
ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé ôóíêöèåé íåïðåðûâíîãî àðãó-

ìåíòà x, êîòîðàÿ óáûâàåò áûñòðåå, ÷åì x�1, íî â
îñòàëüíîì ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíîé. Äëÿ íà÷àëà íå-
îáõîäèìî èññëåäîâàòü îñîáåííîñòè îñíîâíîãî ñî-
ñòîÿíèÿ ãàìèëüòîíèàíà (1). Òàêàÿ ðàáîòà âïåðâûå
áûëà ïðîäåëàíà Õàááàðäîì [6], ïðåäëîæèâøèì
ñòðîãóþ ïðîöåäóðó ïîñòðîåíèÿ êîíôèãóðàöèè îñ-
íîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû. Êàê ïîçäíåå ïîêàçàë
Ñèíàé â [7], àëãîðèòì Õàááàðäà ìîæåò áûòü îïè-
ñàí ïðîñòîé ôîðìóëîé:

l ii � 	


��


��
1
�

� . (2)

Çäåñü � � N/N0 — ýëåêòðîííàÿ ïëîòíîñòü (ôàêòîð
çàïîëíåíèÿ), N0 — îáùåå ÷èñëî óçëîâ ðåøåòêè
(N0 — äëèíà îäíîìåðíîé ñèñòåìû L, èçìåðåííàÿ â
åäèíèöàõ a), 1/� èìååò ñìûñë ñðåäíåãî ìåæýëåê-
òðîííîãî ðàññòîÿíèÿ; [...] îçíà÷àåò öåëóþ ÷àñòü
÷èñëà è � — ïðîèçâîëüíàÿ âåëè÷èíà (íà÷àëüíàÿ
ôàçà). Äàëåå ìû áóäåì èçó÷àòü îáû÷íûé òåðìîäè-
íàìè÷åñêèé ïðåäåë (ò.å. N N, 0 � � òàê, ÷òî êîí-
öåíòðàöèÿ � îñòàåòñÿ êîíå÷íîé).

Íà÷íåì ñ ïåðå÷èñëåíèÿ íàèáîëåå âàæíûõ ñâîéñòâ
îáîáùåííîãî âèãíåðîâñêîãî êðèñòàëëà [7].

— Ïðè äàííîì õèìè÷åñêîì ïîòåíöèàëå � «âûæè-
âàþò» òîëüêî ðàöèîíàëüíûå çíà÷åíèÿ � � p/q
(p, q— öåëûå).

— Òàêîé «êðèñòàëë» ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåðèî-
äè÷åñêóþ ýëåêòðîííóþ ñòðóêòóðó ñ p ÷àñòèöàìè íà
ÿ÷åéêó è äëèíîé ïåðèîäà, ðàâíîé q.

— Ïîñëåäíåå ïðèâîäèò ê äîâîëüíî ñïåöèôè÷å-
ñêîé çàâèñèìîñòè � îò � — òàê íàçûâàåìîé «÷åðòî-
âîé ëåñòíèöå» — õîðîøî ðàçâèòîé ôðàêòàëüíîé
ñòðóêòóðå [6–8], â êîòîðîé êàæäîìó ðàöèîíàëüíîìó
çíà÷åíèþ � � p/q ñîîòâåòñòâóåò êîíå÷íûé èíòåðâàë
�� õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà �, â ïðåäåëàõ êîòîðîãî
� ïîñòîÿííà.

Ñëåäóÿ àðãóìåíòàöèè, ïðèâåäåííîé â [8], íàõîäèì

� �� �� q q( ), (3)
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1
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Ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ (� d p/q( ) è � i p/q( ))
� �( )-èíòåðâàëîâ «÷åðòîâîé ëåñòíèöû» ÿâëÿþòñÿ èç-
ìåíåíèÿìè ýíåðãèè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ, âîçíèêàþ-
ùèìè ïðè óìåíüøåíèè è óâåëè÷åíèè N íà îäíó ÷àñ-
òèöó ñîîòâåòñòâåííî. Îñíîâíîå ñîñòîÿíèå è åãî
ïðîñòðàíñòâåííàÿ ñòðóêòóðà èìåþò óíèâåðñàëüíóþ
ïðèðîäó äëÿ âñåõ ôèçè÷åñêè ðàçóìíûõ ïàðíûõ
ïîòåíöèàëîâ � ( )x � 0.

Êàê áóäåò âèäíî èç äàëüíåéøåãî ðàññìîòðåíèÿ,
áîëåå óäîáíûìè òåðìîäèíàìè÷åñêèìè ïåðåìåííûìè

Òåðìîäèíàìèêà îäíîìåðíîãî îáîáùåííîãî âèãíåðîâñêîãî êðèñòàëëà
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äëÿ íàøåãî àíàëèçà ÿâëÿþòñÿ íå òåìïåðàòóðà T è �,
à T è P. Â [5] ïîêàçàíî, ÷òî çàâèñèìîñòü � îò P ïðè
T = 0 òàêæå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé «÷åðòîâó ëåñòíè-
öó», êîòîðàÿ îòëè÷àåòñÿ îò � �( ) òîëüêî øèðèíàìè
«ñòóïåíåé» �P. Êîíå÷íûå òî÷êè ýòîé «÷åðòîâîé ëå-
ñòíèöû» — P p/qd ( ) è P p/qi ( ) — ñîîòâåòñòâóþò èç-
ìåíåíèþ ýíåðãèè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ïðè óìåíü-
øåíèè èëè óâåëè÷åíèè äëèíû ñèñòåìû L íà îäèí
øàã ïðè ôèêñèðîâàííîì N (P èçìåðÿåòñÿ â ýíåðãå-
òè÷åñêèõ åäèíèöàõ, P Pi d� ):

� � �P p q p q/� �� � ( ). (5)

Ðàññìîòðèì èçìåíåíèÿ ýíåðãèè E(N,L) �� �
� �N/L p/q), êîãäà N è L óìåíüøàþòñÿ èëè óâåëè-
÷èâàþòñÿ, èçìåíÿÿ ÷èñëî ýëåêòðîíîâ íà ÿ÷åéêó p
èëè ïåðèîä òàêîãî êðèñòàëëà íà q ñîîòâåòñòâåííî.
Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå îïðåäåëåíèÿ êîíå÷íûõ òî-
÷åê ñòóïåíåê «÷åðòîâîé ëåñòíèöû» P Pi d( ), ( )� � ,
èìååì

E N L q E N L qPd( , ) ( , ) ,� � 	

E N L q E N L qPi( , ) ( , )	 � � . (6)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýíåðãèè E N L q( , )� ìîãóò âû-
ðàæàòüñÿ â òåðìèíàõ êîíå÷íûõ òî÷åê � �( ) «÷åðòî-
âîé ëåñòíèöû» — � �i ( ), � �d ( ):

E N L q E N p L q p i( , ) ( , ) ,� � � � 	 �

E N L q E N p L q p d( , ) ( , )	 � 	 	 � � . (7)

Îäíîâðåìåííîå óâåëè÷åíèå (óìåíüøåíèå) N íà p
è L íà q ýêâèâàëåíòíî äîáàâëåíèþ (óäàëåíèþ) îäíîé
ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè «êðèñòàëëà». Ñëåäîâàòåëüíî,

E N pL q E N L u( ) ( , ) ( )� � � � � , (8)

ãäå u ( )� — ýíåðãèÿ íà ÿ÷åéêó îáîáùåííîãî âèãíå-
ðîâñêîãî êðèñòàëëà.

Îáúåäèíÿÿ (6), (7) è (8), ìîæíî ëåãêî ïîêàçàòü,
÷òî

�� �i d d ip P P q� � �) ( ) .

Ýòî ðàâåíñòâî — òà æå ôîðìóëà (5), ïîñêîëüêó
� �� � �� � � �i d d iP P P, .

Ñëåäóåò îñîáî âûäåëèòü îäíî ïðèìå÷àòåëüíîå
ñâîéñòâî âûðàæåíèé (3) è (5): èíòåðâàëû ñòóïåíåê
«÷åðòîâîé ëåñòíèöû» �� è �P ïðîïîðöèîíàëüíû âå-
ëè÷èíå �� (4), êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ýëåêòðîí-ýëåê-
òðîííûì âçàèìîäåéñòâèåì íà ðàññòîÿíèÿõ ‰ q, íå-
çàâèñèìî îò êîëè÷åñòâà ýëåêòðîíîâ p íà ÿ÷åéêó.
Òàêèì îáðàçîì, �� è �P ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè

q � � êàê � ��2 2( ) .x / x x q� Ñëåäîâàòåëüíî, ÷åì
áîëüøå «èððàöèîíàëüíûé» êîýôôèöèåíò p/q, òåì
ìåíüøå äëèíû èíòåðâàëîâ (3), (5). Ýòî íàâîäèò íà
ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî ïðè êîíå÷íûõ òåìïåðàòóðàõ âñå
ïðîñòðàíñòâåííûå ñòðóêòóðû îáîáùåííîãî âèãíå-
ðîâñêîãî êðèñòàëëà ñ ïåðèîäîì q, óäîâëåòâîðÿþùèå
óñëîâèþ �( )q T�� , ëèøü ñëåãêà âîçìóùàþòñÿ òåð-
ìè÷åñêèìè êîëåáàíèÿìè. È íàîáîðîò, åñëè q óäîâ-
ëåòâîðÿåò óñëîâèþ �( )q ˆ T, òî ñîîòâåòñòâóþùèå
ñòðóêòóðû, ïî ñóùåñòâó, óíè÷òîæàþòñÿ, ñãëàæèâàÿ
èíòåðâàëû «÷åðòîâîé ëåñòíèöû» �P q( ) è ��� �q *.

3. Òåðìîäèíàìè÷åñêèé ïîòåíöèàë

Â îñíîâå ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà ïîñòðîåíèÿ òåð-
ìîäèíàìèêè ëåæèò âûâîä ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøå-
íèé äëÿ ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû ðàññìàòðèâàåìîé
ñèñòåìû. Ïðè âûâîäå ìû áóäåì ó÷èòûâàòü âçàèìî-
äåéñòâèÿ ìåæäó K (K = 1, 2, 3,...) áëèæàéøèìè ñî-
ñåäÿìè. K = 1 ñîîòâåòñòâóåò ïðèáëèæåíèþ áëèæàé-
øèõ ñîñåäåé, ðàññìîòðåííîìó â [5]; ïðè K = 2
ó÷èòûâàþòñÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó áëèæàéøèìè
ñîñåäÿìè è ñëåäóþøèìè çà íèìè è ò.ä. Ââåäåì ÷àñ-
òè÷íóþ ñòàòèñòè÷åñêóþ ñóììó îäíîìåðíîé ðåøå-
òî÷íîé ñèñòåìû èç N ÷àñòèö è L óçëîâ, â êîòîðîé
ïîñëåäíèé óçåë çàíÿò ÷àñòèöåé. Êðîìå òîãî, ïóñòü
i1, i2, iK-1 — êîîðäèíàòû ïîñëåäíèõ K – 1 ÷àñòèö.
Îáîçíà÷èì òàêóþ ñòàòèñòè÷åñêóþ ñóììó S (N, i1,
i2, iK-1, L). Î÷åâèäíî, ÷òî ïîëíàÿ ñòàòèñòè÷åñêàÿ
ñóììà ñèñòåìû Z(N, L) ðàâíà
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L
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(9)

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñòàòèñòè÷åñêóþ ñóììó îäíî-
ìåðíîé ñèñòåìû èç N ÷àñòèö è L+1 óçëîâ. Î÷åâèä-
íî, ÷òî åñëè äîáàâëåííûé óçåë íå áóäåò çàíÿò ÷àñòè-
öåé, òî Z N L Z N L( , ) ( , )	 �1 . Åñëè æå îäíà èç
÷àñòèö çàéìåò L+1 óçåë, òî
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Cëåäîâàòåëüíî,
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Â.Â. Ñëàâèí

* Äåéñòâèòåëüíî, âî Ââåäåíèè óæå óêàçûâàëîñü, ÷òî â ñëó÷àå äîñòàòî÷íî áûñòðîãî óáûâàíèÿ ïîòåíöèàëà ïàðíîãî
âçàèìîäåéñòâèÿ íèçêîòåìïåðàòóðíàÿ çàâèñèìîñòü �( )P èìååò âèä ñòóïåíåé, ñîîòâåòñòâóþùèõ êîíöåíòðàöèÿì
� � �1 1 2/q q, , ... [5].
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
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Îáúåäèíÿÿ (11) ñ (12), ïîëó÷àåì
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Ýòî è åñòü êîíå÷íîå ðåêóððåíòíîå âûðàæåíèå,
ñâÿçûâàþùåå ÷àñòè÷íóþ ñòàòèñòè÷åñêóþ ñóììó ñèñ-
òåìû èç N ÷àñòèö ñ òàêîâîé äëÿ ñèñòåìû èç N – 1
÷àñòèö. Äëÿ âû÷èñëåíèé íàì íåîáõîäèìî äîïîëíèòü
(13) «íà÷àëüíûì óñëîâèåì» — âûðàæåíèåì äëÿ
S i i i( , , , ..., )K K	 1 1 2 . Î÷åâèäíî, ÷òî
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Çäåñü E i i i( , ,...,1 2 K ) — ñóììà ïàðíûõ ýíåðãèé K
÷àñòèö ñ êîîðäèíàòàìè i i i1 2, ,..., K .

Ðàññìîòðèì âåñüìà èíòåðåñíûå ñëó÷àè K � 1 è
K � 2. Êàê óæå óêàçûâàëîñü, K � 1 ñîîòâåòñòâóåò ó÷å-
òó âçàèìîäåéñòâèÿ òîëüêî ìåæäó áëèæàéøèìè ñîñå-
äÿìè, à ïðè K � 2 ó÷èòûâàþòñÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæ-
äó áëèæàéøèìè è ñëåäóþùèìè çà íèìè ñîñåäÿìè.

Â ïåðâîì ñëó÷àå âûðàæåíèÿ (9) è (13) ïðèîáðå-
òàþò ïðîñòîé âèä:
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Çäåñü S(N, i) — ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììà ñèñòåìû
èç N ÷àñòèö è i óçëîâ, â êîòîðîé ïîñëåäíèé (i-é)
óçåë çàíÿò ÷àñòèöåé.

Ïðîèçâåäåì â (16) äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå
Ëàïëàñà, ââåäÿ ïàðàìåòð # � P/T:
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Èñïîëüçóÿ òåîðåìó î ïðåîáðàçîâàíèè Ëàïëàñà
äëÿ ñâåðòêè [9], ïîëó÷àåì
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Êàê è îæèäàëîñü, (17) ñîâïàäàåò ñ âûðàæåíèåì äëÿ
òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà, ïîëó÷åííûì â [5]
ïðè ó÷åòå âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó áëèæàéøèìè
ñîñåäÿìè.

Â ñëó÷àå K � 2 âûðàæåíèå (9) ïðèîáðåòàåò âèä
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Çäåñü S(N, j, i) — ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììà ñèñòåìû
èç N ÷àñòèö è i óçëîâ, â êîòîðîé ïîñëåäíèé (i-é)
óçåë çàíÿò ÷àñòèöåé, à ïðåäïîñëåäíÿÿ ÷àñòèöà

Òåðìîäèíàìèêà îäíîìåðíîãî îáîáùåííîãî âèãíåðîâñêîãî êðèñòàëëà
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èìååò êîîðäèíàòó j (ñì. ðèñ. 1). Â ýòîì ñëó÷àå
âûðàæåíèÿ (13) è (14) ïðåîáðàçóþòñÿ ê âèäó
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Ðàñ÷åò òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà F N L T( , , )
ïðè ïîìîùè (9), (19) è (20) ïðîâîäèëñÿ íà êîìïüþòå-
ðå ïðè N, L ‰ 100. Îêàçàëîñü, ÷òî òàêèõ çíà÷åíèé
äëèíû ñèñòåìû è ÷èñëà ÷àñòèö äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ýô-
ôåêòû, ñâÿçàííûå ñ êîíå÷íîñòüþ ðàçìåðîâ ñèñòåìû,

ñòàëè ïðåíåáðåæèìî ìàëûìè. Çàâèñèìîñòü ñòðîèëàñü
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Òåðìîäèíàìè÷åñêèé ïîòåíöèàë
F (N, L, T) âû÷èñëÿëñÿ ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ N,
L. Äëÿ êàæäîé ïàðû N, L âû÷èñëÿëèñü
P N/L F N L T( ) ( , , )� � � F N L T( , , )	 1 è P N/L( )	 �
� � �F N L T( , , )1 F N L T( , , ), êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ãðà-
íèöàìè èíòåðâàëà «÷åðòîâîé ëåñòíèöû», ñîîòâåòñò-
âóþùåé êîíöåíòðàöèè � � N/L. Ðåçóëüòàòû âû÷èñ-
ëåíèÿ �( )P , ïðîâåäåííûå äëÿ K � 1 è K � 2 ñ
ïîìîùüþ (17), (19) è (20), ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 2.
Âèäíî, ÷òî ó÷åò âçàèìîäåéñòâèÿ «÷åðåç îäèí» ïðèâî-
äèò ê ïîÿâëåíèþ íîâûõ, áîëåå ñëàáûõ ñòóïåíåé, ñî-
îòâåòñòâóþùèõ êîíöåíòðàöèÿì ÷àñòèö òèïà 2/(2i+1),
ãäå i = 1, 2, 3,... Øèðèíû ýòèõ ñòóïåíåé ïðîïîðöèî-
íàëüíû �� 	� ( )2 1i [7] è, ñëåäîâàòåëüíî, ìíîãî ìåíüøå
øèðèí ñòóïåíåé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåêòðîííûì êðè-
ñòàëëàì ñ áëèçêèìè êîíöåíòðàöèÿìè, íî ïðèíàäëåæà-
ùèõ êëàññó � � 1/i. Ýòîò ôàêò èìååò äîñòàòî÷íî íà-
ãëÿäíîå ôèçè÷åñêîå îáúÿñíåíèå. Èçó÷àåìóþ ñèñòåìó
óäîáíî ðàññìàòðèâàòü êàê íàáîð ïàð ñîñåäíèõ ýëåêòðî-
íîâ, íàõîäÿùèõñÿ íà ðàññòîÿíèè l = 1, 2, 3,... äðóã îò
äðóãà. Áóäåì íàçûâàòü òàêèå ïàðû l-ïàðàìè. Â ïðèáëè-
æåíèè áëèæàéøèõ ñîñåäåé ðàñïîëîæåíèå l-ïàð âíóòðè
ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè, ñîäåðæàùåé äâå è áîëåå ÷àñòè-
öû, ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåííûì. Íàïðèìåð, êîíôèãóðàöèè
ñ � � 2 7/ â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè ñîîòâåòñòâóåò ðàñïîëî-
æåíèå l-ïàð âèäà 3–4–3–4–... Â ïðèáëèæåíèè áëè-
æàéøèõ ñîñåäåé ýòà êîíôèãóðàöèÿ ýêâèâàëåíòíà
3–3–4–4–... Ó÷åò âçàèìîäåéñòâèÿ «÷åðåç îäèí» ñíèìà-
åò âûðîæäåíèå. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ êîíôèãóðàöèè
3–4–3–4–... ýíåðãèÿ ñèñòåìû íà ÿ÷åéêó ðàâíà
2 3 4 7( ( ) ( ) ( ))� � �	 	 , â òî âðåìÿ êàê äëÿ
êîíôèãóðàöèè 3–3–4–4–… ýòà ýíåðãèÿ ðàâíà
2 3 4 6 8( ( ) ( )) ( ) ( )� � � �	 	 	 . Â ñèëó ñâîéñòâ ïàðíîãî
ïîòåíöèàëà, î êîòîðûõ ïîäðîáíî ãîâîðèëîñü âûøå,
2 7 6 8� � �( ) ( ) ( )� 	 . Òàêèì îáðàçîì, âçàèìîäåéñòâèå
«÷åðåç îäèí» êàê áû ñòàáèëèçèðóåò ýëåêòðîííûå
«êðèñòàëëû» ñ äâóìÿ ÷àñòèöàìè íà ýëåìåíòàðíóþ
ÿ÷åéêó. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýôôåêòèâíàÿ ýíåðãèÿ âû-
ðîæäåíèÿ ~E ∼ 2 7 6 8� � �( ) ( ( ) ( ))� 	 ìíîãî ìåíüøå
ýíåðãèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåêòðîííûì «êðèñòàë-
ëàì», ñîäåðæàùèì îäíó ÷àñòèöó íà ÿ÷åéêó è èìåþ-
ùèì áëèæàéøèå êîíöåíòðàöèè (äëÿ � � 1 3/ è � � 1 4/
ýòî � ( )3 è � ( )4 ñîîòâåòñòâåííî). Äàííàÿ èåðàðõèÿ
ýíåðãèé è îòðàæàåòñÿ â çàâèñèìîñòè �( )P â âèäå ìàëî-
ãî ó÷àñòêà, ñîîòâåòñòâóþùåãî � � 2 7/ , ìåæäó ìîùíû-
ìè îòðåçêàìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè � � 1 3/ è � � 1 4/ .
Î÷åâèäíî, ÷òî ó÷åò âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ñëåäóþùè-
ìè ñîñåäÿìè ïðèâîäèò ê ñòàáèëèçàöèè ñòðóêòóð ñ òðå-
ìÿ ÷àñòèöàìè íà ÿ÷åéêó è ò.ä.

4. Çàêëþ÷åíèå

Ïðåäëîæåí ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé âû÷èñëÿòü
òåðìîäèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè îäíîìåðíîãî

904 Ôèçèêà íèçêèõ òåìïåðàòóð, 2003, ò. 29, ¹ 8

Â.Â. Ñëàâèí

� (i m)

m j i

� (i j )

S(N 1, m, j )

Ðèñ. 1. ×àñòè÷íàÿ ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììà S(N,j,i) ñèñòå-
ìû èç N ÷àñòèö è i óçëîâ, â êîòîðîé ïîñëåäíèé (i-é)
óçåë çàíÿò ÷àñòèöåé, à ïðåäïîñëåäíÿÿ ÷àñòèöà èìååò
êîîðäèíàòó j.
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Ðèñ. 2. Çàâèñèìîñòü � (P), ðàññ÷èòàííàÿ ïðè ïîìîùè (19)
è (20). Ïóíêòèðíîé ëèíèåé îòîáðàæåíà àíàëîãè÷íàÿ çàâèñè-
ìîñòü, ïîëó÷åííàÿ â ïðèáëèæåíèè áëèæàéøèõ ñîñåäåé (17).



îáîáùåííîãî âèãíåðîâñêîãî êðèñòàëëà ïðè ïðîèç-
âîëüíûõ çíà÷åíèÿõ òåìïåðàòóðû, êîíöåíòðàöèè
÷àñòèö è õàðàêòåðå ïîòåíöèàëà ïàðíîãî ìåæ÷àñòè÷-
íîãî îòòàëêèâàíèÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè êîíå÷íîé
òåìïåðàòóðå îñíîâíóþ ðîëü â ôîðìèðîâàíèè òåðìî-
äèíàìèêè èçó÷àåìîé ñèñòåìû ïðè P/T >> 1 èãðàþò
ýëåêòðîííûå «êðèñòàëëû» ñ � � 1/i , i = 1, 2, 3,....
Ó÷åò âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ñîñåäÿìè, ñëåäóþùèìè
çà áëèæàéøèìè, ïðèâîäèò ê ñëàáîé ìîäèôèêàöèè
çàâèñèìîñòåé �( )P è � �( ) áëàãîäàðÿ ïîÿâëåíèþ áî-
ëåå «òîíêèõ» äåòàëåé â çàâèñèìîñòè �( )P , êîòîðûå
ñîîòâåòñòâóþò ýëåêòðîííûì «êðèñòàëëàì» ñ ôàêòî-
ðîì çàïîëíåíèÿ âèäà 2/(2i + 1), ãäå i = 1, 2, 3,...

Â çàêëþ÷åíèå àâòîð âûðàæàåò èñêðåííþþ áëàãî-
äàðíîñòü À.À. Ñëóöêèíó çà ïëîäîòâîðíûå îáñóæäå-
íèÿ â ïðîöåññå íàïèñàíèÿ ñòàòüè.
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Thermodynamics of one-dimensional
generalized Wigner lattice

V.V. Slavin

The thermodynamic characteristics of General-
ized Wiggner Lattice has been studied at arbitrary
temperature, particle concentration and structure
of interparticle repulsion potential. The method of
big sum calculation taking into account the inter-
actions among an arbitrary number of nearby par-
ticles is proposed. It is shown that the increase of
this number leads to the appearance of more and
more fine stairs in the low-temperature dependence
of filling factor on chemical potential. These stairs
are remnans of the «devil staircase» which charac-
terizes a zero temperature dependence for such a
kind of systems.
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