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Рассчитываются и анализируются спектры зависимости коэффициента прохождения Т от энергии ква-
зичастиц Е одной из разновидностей сверхрешеток (СР) Фибоначчи, созданных на основе графена. СР 
построена из креслообразных графеновых нанолент (ГНЛ), а квазипериодичность образуется благодаря 
тому, что в качестве отдельных элементов сверхрешетки использованы металлоподобные (МКГНЛ) и 
полупроводниковые (ППКГНЛ) ленты, размещенные вдоль оси выращивания решетки в соответствии с 
последовательностью чисел Фибоначчи. Показано, что различия в значениях поперечно квантованного 
квазиимпульса электронов в МКГНЛ и ППКГНЛ вполне достаточно для образования эффективной ква-
зипериодической модуляции в рассматриваемой структуре (дополнительных факторов не требуется) и 
определен оптимальный для этого диапазон ширин нанолент. Проанализирована зависимость спектраль-
ных свойств изучаемой структуры от геометрических параметров сверхрешетки, а также от внешнего 
электростатического потенциала. Обращено внимание, в частности, на то, что в каждой генерации Фибо-
наччи существует дираковская сверхрешеточная запрещенная зона. Результаты работы могут быть по-
лезны при определении оптимальных параметров устройств наноэлектроники на основе графена. 

Розраховуються та аналізуються спектри залежності коефіцієнта проходження Т від енергії квазічас-
тинок Е одного з різновидів надграток (НГ) Фібоначчі, створених на основі графену. НГ побудована із 
кріслоподібних графенових нанострічок (ГНC), а квазіперіодичність утворюється завдяки тому, що як 
окремі елементи надгратки використані металоподібні (МКГНC) й напівпровідникові (НПКГНС) стріч-
ки, розміщені уздовж осі вирощування гратки відповідно до послідовності чисел Фібоначчі. Показано, 
що відмінності в значеннях поперечно квантованого квазіімпульсу електронів в МКГНС і НПКГНС ціл-
ком достатньо для утворення ефективної квазіперіодичної модуляції в даній структурі (додаткових фак-
торів не потрібно) і визначено оптимальний для цього діапазон ширин нанострічок. Проаналізована за-
лежність спектральних властивостей структури, що вивчається, від геометричних параметрів надгратки, 
а також від зовнішнього електростатичного потенціалу. Звернуто увагу, зокрема, на те, що в кожній ге-
нерації Фібоначчі існує діраківська надграткова заборонена зона. Результати роботи можуть бути корис-
ні для визначення оптимальних параметрів пристроїв наноелектроніки на основі графену. 

PACS: 73.21.Сd Сверхрешетки; 
72.63.–b Электронный транспорт в наноразмерных материалах и структурах. 

Ключевые слова: графен, сверхрешетка Фибоначчи, наноленты, энергетические спектры. 
 

 
Введение 

В последние годы большое внимание уделяется 
исследованию графена и структур на его основе. Это 
объясняется нетривиальными свойствами графена, та-
кими как линейный закон дисперсии для квазичастиц, 

поведение которых при низких энергиях описывается 
уравнением, аналогичным уравнению Дирака–Вейля, 
необычный квантовый эффект Холла, свойство кираль-
ности, клейновское туннелирование, высокая подвиж-
ность, баллистический транспорт, необычные качества 
в сверхпроводящем состоянии (в частности, наличие 
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зеркального андреевского отражения) и т.д. [1–6]. Сле-
дует также иметь в виду, что графен — перспектив-
ный материал в современной электронике с точки зре-
ния замены кремниевой технологии, развитие кото-
рой достигло своего предела, на графеновую. Одно из 
приоритетных направлений в графеновой тематике — 
изучение различных возможностей регулирования транс-
портных свойств структур на основе графена. Дости-
жению этой цели служит, в частности, использование 
графеновых нанолент (см., например, [7,8]). Заинтере-
сованность в исследовании графеновых нанолент свя-
зана прежде всего с тем, что с их помощью можно соз-
давать запрещенную энергетическую зону; такой зоны 
нет в обычном графене, а ее наличие необходимо для 
функционирования графеновых структур в качестве 
устройств транзисторного типа. 

В то же время с целью регулирования спектральных 
свойств хорошо зарекомендовали себя полупроводни-
ковые сверхрешетки (СР) (см., например, [8]). В лите-
ратуре широко освещались исследования графеновых 
СР разного типа: строго периодических, неупорядочен-
ных, решеток с дефектами и т.д. [9–22]. Особое место 
среди графеновых СР занимают квазипериодические 
структуры, например СР Фибоначчи, Тью–Морса и дру-
гие. Это связано с их необычными свойствами, такими 
как самоподобие, канторовая природа энергетического 
спектра и др. (см., например, [23–27]). Спектры графе-
новых сверхрешеток характеризуются, в частности, на-
личием ряда запрещенных зон, среди которых выделя-
ется так называемая дираковская сверхрешеточная зона, 
имеющая определенные оригинальные свойства [11,12]. 

В данной работе изучаются спектральные свойства 
креслообразных графеновых нанолент, которые (спек-
тры) образуются под влиянием квазипериодического 
фактора. Показано, что таким квазипериодическим фак-
тором может быть использование металлоподобных и 
полупроводниковых лент в качестве различных эле-
ментов сверхрешетки. Остановимся на сверхрешетках 
Фибоначчи, так как они являются наиболее изученной, 
классической квазипериодической структурой, которой 
посвящено большинство работ квазипериодической 
тематики. Поскольку цель данной работы — выявление 
основных спектральных свойств сверхрешеток Фибо-
наччи, построенных на основе креслообразных графе-
новых нанолент, расчеты проводятся в простой моде-
ли — без учета наличия дефектов, границ, более точно-
го закона дисперсии, взаимодействия электронов и т.д. 

Изучаемая модель и метод расчета 

Рассмотрим графеновую сверхрешетку, составлен-
ную из двух различных элементов m и s, которые рас-
положены вдоль оси 0х, направленной вдоль цепи СР. 
Элементы m и s созданы из графеновых нанолент та-
кой ширины (линейный размер вдоль оси 0у) Lm, Ls, 

которая обеспечивает образование металлоподобных (m) 
и полупроводниковых (s) нанолент. К областям лент m 
и s (шириной dm и ds — линейный размер вдоль оси 0x) 
подается электростатический потенциал Um и Us. 

Сверхрешетка строится согласно правилу образова-
ния высших секвенций Фибоначчи: m s→ , s ms→ , 
так что, например, для четвертого поколения имеем: 
R4 = msmms. Рассмотрим две разновидности таких сверх-
решеток: в одной из них участки с МКГРН и ППКГРН с 
приложенными к ним ненулевыми потенциалами Um и 
Us (потенциальные барьеры) непосредственно грани-
чат друг с другом, во втором между этими участками 
размещены квантовые ямы шириной w, т.е. области с 
фиксированным нулевым потенциалом (U = 0). Как бу-
дет видно далее, спектры этих двух разновидностей СР 
имеют определенные существенные различия. Схема-
тически изучаемая структура представлена на рис. 1. 
Областям 1, 3 на рис. 1(а) отвечают элементы СР m и s; 
к ним приложены потенциалы Um и Us, между ними 
может находиться область 2 с нулевым электростати-
ческим потенциалом (U = 0, квантовая яма по отноше-
нию к барьерным областям с потенциалами Um и Us) и 
шириной w. На рис. 1(б) схематически показана СР, 
сформированная из элементов m, s для третьей генера-
ции Фибоначчи, для случая w = 0. 

Волновые функции квазичастиц в рассматриваемой 
структуре находятся из безмассового уравнения Дира-
ка–Вейля: 
 ( ) (, Î)F U x E  + Ψ = Ψσ pv , (1) 

где Fv  — скорость Ферми, ,( )х ур р=р  — оператор 
импульса, ( , )х у= σ σσ , ,хσ  уσ  — матрицы Паули для 

Рис. 1. (а) Схематическое изображение элементов изучаемой 
сверхрешетки. Областям 1, 3 соответствуют металлоподоб-
ные (m) и полупроводниковые (s) наноленты, к которым 
приложены потенциалы Um, Us. Между ними находится по-
лоса графена с нулевым потенциалом (область 2). (б) Распо-
ложение элементов m, s вдоль оси 0x в третьей генерации 
Фибоначчи для сверхрешетки с w = 0. 
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псевдоспина, Î — единичная двумерная матрица. Бу-
дем нумеровать различные области СР символом 
(j = 1, 2, 3...) и считать, что внутри барьера электроста-
тический потенциал постоянен, т.е. барьеры прямо-
угольные. Учитывая трансляционную инвариантность 
решения относительно оси 0у и представляя его как 
сумму плоских волн, движущихся в прямом и обрат-
ном направлениях вдоль оси 0х, решение уравнения (1) 
для рассматриваемой структуры можно записать в виде 

 
, , ,

, , , , ,

( ) e e ;

( ) e e

j j

j j

iq x iq x
A n j n j n

iq x iq x
B n j n j n j n j n

x a b

x a g b g

−

−+ −

Ψ = +

Ψ = +
 (2) 

(в этой и последующих формулах приняты единицы 
измерения 1Fћ = =v ), верхняя строка относится к гра-
феновой подрешетке А, нижняя — к В, индекс n обо-
значает номер моды, которая соответствует размерно-
му квантованию поперечного квазиимпульса knj, закон 
дисперсии квазиэлектронов имеет вид 

 2 2E U q kj j jn= + + ,  (3) 

величины ,j ng±  равны 

 ,
j nj

j n
j

q ik
g

E U
± ± +

=
−

.  (4) 

Для металлоподобных графеновых нанолент 

 ,n m
m

nk
L
π

= ,  (5) 

n — целое число, для полупроводниковых 

 ;

1
3

n s
s

n
k =

L

 + π 
  .  (6) 

Существенная разница в значениях поперечного 
квазиимпульса для металлоподобных и полупроводни-
ковых элементов решетки (для начальных мод) позво-
ляет предположить, что эта разница может обеспечить 
эффективную квазипериодическую модуляцию в рас-
сматриваемой системе. 

Коэффициент трансмиссии квазиэлектронов сквозь 
решетку Тn можно найти с помощью метода трансфер-
ных матриц, используя технику помодового сшивания 
собственных функций на границах барьер–яма. Как 
следует, например, из работы [12], трансферную мат-
рицу, связывающую волновые функции в точках х и 
х х+ ∆  (в частности, 0х = , mх х d+ ∆ = ) можно записать 
в виде 

 
cos ( ) sin ( )

M
sin ( ) cos ( )

j j
j

j j

q x i q x

i q x q x

∆ ∆ 
=   ∆ ∆ 

. (7) 

Далее, согласно работе [28], можно предположить, 
что помодовое сшивание волновых функций не пере-
мешивает отдельные моды. Тогда для каждой моды n 
для коэффициента прохождения квазиэлектронов 

2| |n nT t=  можно получить 

 
22, 11, 12, 21,

2
n

n n n n
t

R R R R
=

+ − −
 (8) 

(вывод выражения для коэффициента прохождения 
приведен в работе [12]). Матрица R выражается через 
произведение матриц Mj следующим образом: 

1
R M

N

j
j=

=∏ , 

где N — общее число элементов в сверхрешетке. Об-
ласти энергий, для которых Тn ≈ 1, образуют разре-
шенные зоны, а запрещенным зонам соответствуют 
значения Тn << 1. 

Полученные результаты 

На рис. 2 изображена зависимость величины log Т1 
от энергии Е для четвертой генерации Фибоначчи рас-
сматриваемой СР на основе креслообразных графено-
вых нанолент с параметрами Lm ≈ 36,9 нм, Ls ≈ 35,18 нм, 
dm ≈ 16,24 нм, ds ≈ 15,74 нм, w ≈ 32,48 нм, внешний 
потенциал равен нулю, n = 1, т.е. представлен спектр 
для первой моды (для удобства геометрические разме-
ры приводятся в нанометрах, а энергия — в электрон-
вольтах). В спектре наблюдается четкая тенденция к 
группированию спектральных зон в отдельные ячейки, 
и в целом спектр имеет выраженный периодический 
характер. Заметим, что плотность спектральных линий 
(например, максимумов) в данном фиксированном ин-
тервале энергий возрастает с увеличением ширин эле-

Рис. 2. Зависимость коэффициента трансмиссии Т от энергии 
Е для четвертой генерации Фибоначчи рассматриваемых 
сверхрешеток. 
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ментов m или s. С ростом энергии происходит сужение 
запрещенных зон, так что коэффициент трансмиссии 
асимптотически стремится к единице. Это сужение, 
однако, не является монотонным, а «угасание спектра» 
имеет волнообразный характер, в чем, в частности, 
проявляется свойство самоподобия спектров Фибоначчи 
в данной системе (как, например, в работе [18]). 

Итак, в спектрах существуют отдельные участки, 
структура которых периодически повторяется по всей 
шкале энергии — условно каждый из этих фрагментов 
спектра можно считать его периодом. В спектре можно 
выделить периоды меньшей и большей величины и для 
анализа выбрать один из периодов. Спектры, анало-
гичные представленному на рис. 2, реализуются и для 
других секвенций Фибоначчи. Количество зон в каж-
дом периоде, ширина каждой из них существенно за-
висит, с одной стороны, от параметров СР, с другой — 
от номера итерации Фибоначчи. 

Хорошо известно, что спектральные свойства сверх-
решеток удобно регулировать с помощью внешнего 
электростатического потенциала U. Будем считать, что 
такой потенциал различной величины приложен как к 
элементам СР m: Um, так и к элементам s: Us. Известно 
также, что широкие щели (и их наибольшее количест-
во) образуются в сверхрешетках в окрестности потолка 
потенциального барьера U. Это, в частности, подтвер-
ждается и для рассматриваемой в данной работе сис-
темы, о чем свидетельствует рис. 3, на котором изо-
бражен трансмиссионный спектр для 4-й генерации 
Фибоначчи со значениями потенциалов Um = 0,4 эВ, 
Us = 1,6 эВ, остальные параметры 36,9mL ≈  нм, Ls ≈ 
≈ 35,18 нм, 16,24md ≈  нм, 15,74sd ≈  нм, w = dm, n = 1. 
Мы приняли значения Us и Um, существенно отличаю-
щиеся друг от друга, — в этом случае образуются две 
группы спектральных линий, скапливающиеся около 
взятых значений электростатического потенциала. При 
сближении значений Us и Um указанные группы спек-
тральных линий тоже сближаются и, в конце концов, 
перекрываются; при этом запрещенные зоны расши-
ряются. 

Спектры высших поколений Фибоначчи сильно 
фрагментированы, степень фрагментации заметно воз-

растает с увеличением геометрических параметров ре-
шетки ds, dm. С ростом номера секвенции Фибоначчи 
количество щелей растет, и их суммарная ширина тоже 
увеличивается. 

На рис. 4 приведена след-карта спектров разновид-
ности рассматриваемых СР с w = 0 для начальных ге-
нераций Фибоначчи в интервале энергии, равном ми-
нимальному периоду CD, для следующих параметров: 

29,5 нмmL ≈ , 24,1 нмsL ≈ , 16, м4 н2md ≈ , 15,  нм74sd ≈
, внешний потенциал U = 0,5 эВ, n = 1. Сплошным от-
резкам линий отвечают зоны разрешенных энергий, 
между ними находятся запрещенные зоны, у верти-
кальной оси указаны номера генераций Фибоначчи. 

Видно, что спектры имеют четко выраженный фрак-
тальный характер. Расщепление разрешенных зон, на-
чиная с третьего поколения, происходит в соответст-
вии со свойством самоподобия спектров Фибоначчи. 
Заметим, что независимо от значений Ls, Lm в спектрах 
существуют участки с одинаковыми запрещенными зна-
чениями энергии во всех поколениях. Количество зон в 
минимальном энергетическом периоде CD подчиняет-
ся правилу Фибоначчи: 1 2 N N Nz z z− −= + , где Nz  — 
количество зон в N-й секвенции. Для параметров рис. 4 
последовательность чисел zN для начальных поколений 
такова: 2, 6, 8, 14... Подчиненность числа зон правилу 
Фибоначчи свойственна и большим периодам спектров, 
но со своим набором значений zN для каждого данного 
периода. 

Известно, что в спектре графеновой сверхрешетки 
может образоваться специфическая дираковская сверх-
решеточная щель (см., например, [11,12]). Она имеет 
особое значение, в частности, из-за того, что является 
нечувствительной к неупорядоченности геометрических 
параметров решетки [12,13]. Положение середины этой 
щели можно найти, воспользовавшись условием 

 1cos ( ) Tr (M )
2N Nkl = , (9) 

где k — блоховский квазиимпульс, lN — период решет-
ки для N-й генерации Фибоначчи, MN — матрица, рав-
ная произведению трансферных матриц, соответству-
ющих элементам СР, образующих данную генерацию, 

Рис. 3. Зависимость коэффициента трансмиссии Т от энергии 
Е для четвертой секвенции Фибоначчи в случае разных зна-
чений потенциалов Um и Us. 
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Рис. 4. След-карта начальных итераций Фибоначчи для СР со 
значением w = 0. 
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например, для третьего поколения M3 = MmMsMm. 
(см. [12]). Для произвольной генерации Фибоначчи N 
из формулы (9) можно получить для 

NDЕ  

 
N

m N m s s
D

N m s

U δ d +U d
E =

δ d + d
, (10) 

где /N m sδ = N N , ,m sN N   — количество соответствую-
щих элементов в данной генерации. Если ,s mU U U≈ =  

s md d≈ , то величина 
NDЕ  не зависит от N и равна U. 

Очевидно, что, поскольку с ростом N величина δN стре-
мится к определенному постоянному значению, вели-
чина 

NDЕ  может заметно зависеть от номера генера-
ции только для начальных секвенций, а для высших 
генераций 

NDЕ  практически не зависит от N. Для па-
раметров рис. 4 величина 0,5 эВDЕ U≈ = . Характерным 
признаком сверхрешеточной дираковской зоны явля-
ется то, что ее положение нечувствительно к периоду 
решетки. Это утверждение справедливо для обоих рас-
сматриваемых в данной работе видов сверхрешеток: 
с w = 0 и w ≠ 0. Рисунок 5, на котором изображен 
спектр четвертого поколения Фибоначчи, показывает, 
что при изменении периода дираковская щель остается 
на месте, а другие (брэгговские) сдвигаются; сплошной 
линии соответствует значение периода решетки (dm+w), 
равное 48,1 нм, пунктирной — 32,1 нм, Lm ≈ 36,9 нм, 
Ls ≈ 35,2 нм. 

Кратко проанализируем некоторые особенности 
спектров рассматриваемых сверхрешеток с фиксиро-
ванными квантовыми ямами, т.е. таких, в которых ме-
жду элементами m и s (к ним приложены потенциалы 
Um и Us соответственно) существует область с нулевым 
потенциалом — квантовая яма с конечной шириной w 
≠ 0. Заметим, что в этих СР образуются резонансные 
состояния трех типов: барьерные, «ямные» и смешан-
ные [21,22]. В таком случае в полученные выше ре-
зультаты следует внести некоторые поправки. Так, в 
данном фиксированном энергетическом интервале (на-
пример, в данном периоде спектра) увеличивается ко-

личество зон, к тому же их количество существенно 
возрастает с увеличением ширины квантовой ямы. Со-
ответственно, набор чисел zN в каждом периоде спектра 
меняется. Положение дираковской зоны также меняет-
ся, и в случае приблизительного равенства ширины 
квантовой ямы и барьеров ED ≈ U/2. Заметим, что с 
ростом ширины квантовой ямы величина сверхреше-
точной дираковской зоны уменьшается, но соседние 
щели расширяются. 

На рис. 6 приведены след-карты СР с параметрами: 
36 м9 н,mL ≈ , 35,2 нмsL ≈  (а), 29,5 нмmL ≈ , 24,1 нмsL ≈  (б), 

другие параметры для этих рисунков одинаковы: 
16, м4 н2md ≈ , 15, м4 н7sd ≈ , mw d= , внешний потен-

циал 0,5 эВU = , 1n = . Количество зон в данном энер-
гетическом интервале подчиняется инфляционному пра-
вилу Фибоначчи и для начальных секвенций равно 2, 3, 
5, 8… Характер след-карт на рис. 6(а) и 6(б) одинаков, 
но ширина разрешенных (запрещенных) зон сущест-
венно зависит от значений ширин нанолент Lm и Ls. 

Заключение 

В работе рассчитан коэффициент трансмиссии ква-
зиэлектронов сквозь сверхрешетку Фибоначчи, постро-
енную из креслообразных полупроводниковых и ме-
таллоподобных графеновых нанолент, и представлены 
спектры трансмиссии для начальных генераций Фибо-
наччи. Эти спектры существенно зависят от размера 
лент в поперечном к цепи решетки направлении L. Оп-
тимальные значения L для первой спектральной моды 

Рис. 5. Трансмиссионный спектр для четвертого поколения 
Фибоначчи для разных значений периода сверхрешетки d: 
величинам Т1 и Т2 отвечают значения d1 ≈ 48,1нм и d2 ≈ 
≈ 32,1 нм соответственно. 
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Рис. 6. След-карта начальных генераций Фибоначчи для СР 
(w = dm) с разными ширинами нанолент: Lm ≈ 36,9 нм; Ls ≈ 
≈ 35,2 нм (а); Lm ≈ 29,5 нм, Ls ≈ 24,1 нм (б). 
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лежат в диапазоне нескольких десятков нанометров. 
Спектры проявляют свойство периодичности в зависи-
мости от энергии квазиэлектронов; зоны разрешенных 
(запрещенных) значений энергий группируются в от-
дельные ячейки, структура которых периодически по-
вторяется. Количество энергетических зон в пределах 
отдельных периодов подчиняется закону чисел Фибо-
наччи. Спектры также существенно зависят от внешнего 
электростатического потенциала, приложенного к эле-
ментам СР. В каждой генерации Фибоначчи сущест-
вуют дираковские сверхрешеточные щели, положение 
которых регулируется геометрическими параметрами 
решетки, а также значением электростатического по-
тенциала. 
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Spectral properties of the Fibonacci superlattices 
created of the graphene armchair nanoribbons 

A.M. Korol, S.I. Litvynchuk, S.V. Bagliuk, 
and M.V. Lazarenko 

The spectra of the dependence of the transmission 
coefficient T on a quasiparticle energy E for one of 
kinds of the graphene-based Fibonacci superlattices 
(SL) are calculated and analyzed. The SL is built of 
the armchair graphene nanoribbons (GNR) and the 
quasiperiodicity is formed due to the fact that the metal-
like (MGNR) and the semiconductor (SCGNR) rib-
bons, placed along the lattice growth axis in accord-
ance with the Fibonacci numbers, are used as individ-
ual elements of the SL. It is shown that the difference 
in values of the quantized transverse quasimomentum 
of electrons in MGNR and SCGNR is sufficient to 
form an effective quasiperiodic modulation in the giv-
en structure, and the range of the ribbon widths for this 
purpose is determined. The dependence of the spectral 
properties of the studied structure on the geometric pa-
rameters of the superlattice as well as on the external 
electrostatic potential is analyzed. Attention is drawn 
in particular that in each Fibonacci generation there is 
the Dirac superlattice gap. The obtained results can be 
used to determine the optimal parameters of the 
graphene-based nanoelectronics devices. 

PACS: 73.21.Сd Superlattices; 
72.63.–b Electronic transport in 
nanomaterials and nanostructures. 

Keywords: graphene, Fibonacci superlattice, nanorib-
bons, energy spectra.
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