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Àñèìïòîòè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå âðåìåíè
ñ ìîìåíòà îòêàçà äî âûõîäà êîìïëåêñîâ
ñëîæíûõ âîññòàíàâëèâàåìûõ ñèñòåì èç ìíîæåñòâ
íåèñïðàâíûõ ñîñòîÿíèé. I

Ðàññìîòðåíû ïîñëåäîâàòåëüíûå ñîåäèíåíèÿ â êîìïëåêñû ñëîæíûõ âîññòàíàâëèâàåìûõ ñèñ-
òåì ñ ìàðêîâñêèì ïîòîêîì îòêàçîâ ýëåìåíòîâ è èíäèâèäóàëüíîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ
âðåìåíè èõ îáñëóæèâàíèÿ. ×èñëî îáñëóæèâàåìûõ ýëåìåíòîâ ñëîæíûõ ñèñòåì âîçðàñòàåò
îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíî èíòåíñèâíîñòè èõ îòêàçîâ òàê, ÷òî ñóììàðíàÿ íàãðóçêà íà ñèñòåìó
îáñëóæèâàíèÿ îãðàíè÷åíà ñâåðõó âåëè÷èíîé, ìåíüøåé åäèíèöû, ñ äèñöèïëèíîé îáñëóæè-
âàíèÿ òðåáîâàíèé â ïîðÿäêå èõ âîçíèêíîâåíèÿ. Íàéäåíî àñèìïòîòè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå
âðåìåíè ñ ìîìåíòà îòêàçà äî âûõîäà êîìïëåêñîâ èç ìíîæåñòâà íåèñïðàâíûõ ñîñòîÿíèé.

Ðîçãëÿíóòî ïîñë³äîâí³ ñïîëó÷åííÿ ó êîìïëåêñè ñêëàäíèõ âiäíîâëþâàíèõ ñèñòåì ç ìàð-
êiâñüêèì ïîòîêîì âiäìîâëåíü åëåìåíòiâ òà iíäèâiäóàëüíîþ ôóíêöiºþ ðîçïîäiëó ÷àñó ¿õíüîãî
îáñëóãîâóâàííÿ. ×èñëî åëåìåíòiâ ñêëàäíèõ ñèñòåì, ùî îáñëóãîâóþòüñÿ, çðîñòàº çâîðîòíüî
ïðîïîðöiéíî iíòåíñèâíîñòi ¿õí³õ âiäìîâëåíü òàê, ùî ñóìàðíå íàâàíòàæåííÿ íà ñèñòåìó îáñëó-
ãîâóâàííÿ, îáìåæåíå çâåðõó âåëè÷èíîþ, ìåíøîþ çà îäèíèöþ ç äèñöèïë³íîþ îáñëóãîâóâàííÿ
âèìîã ó ïîðÿäêó ¿õíüîãî íàäõîäæåííÿ. Çíàéäåíî àñèìïòîòè÷íèé ðîçïîäië ÷àñó â³ä ìîìåíòó
âiäìîâè äî âèõîäó êîìïëåêñ³â ³ç ÷èñåëüíèõ ñòàí³â íåñïðàâíîñò³.

K ë þ ÷ å â û å ñ ë î â à: ïîñëåäîâàòåëüíûå ñîåäèíåíèÿ â êîìïëåêñû ñëîæíûõ âîññòàíàâ-
ëèâàåìûõ ñèñòåì.

Ðàññìîòðèì êîìïëåêñ N, â êîòîðîì ðàáîòàþò N îäíîòèïíûõ ñëîæíûõ

âîññòàíàâëèâàåìûõ ñèñòåì, ñîñòîÿùèõ èç n ýëåìåíòîâ. Êàæäûé ýëåìåíò ñ

òå÷åíèåì âðåìåíè ìîæåò îòêàçàòü. Â ìîìåíò åãî îòêàçà â îäíîé èç ñëîæ-

íûõ ñèñòåì âîçíèêàåò òðåáîâàíèå íà îáñëóæèâàíèå, êîòîðîå íåìåäëåííî

ïîñòóïàåò â ðåìîíòíûé îðãàí (ÐÎ), ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé ïàðó P C d� ( , ),

ãäå C — ñòðóêòóðà, d — äèñöèïëèíà îáñëóæèâàíèÿ. Ðåìîíòíûé îðãàí

îñóùåñòâëÿåò âîññòàíîâëåíèå (ðåìîíò èëè çàìåíó íîâûì, èäåíòè÷íûì

èñõîäíîìó). Âîññòàíîâëåííûé ýëåìåíò çàíèìàåò ñâîå ìåñòî â ñëîæíîé

ñèñòåìå, â êîòîðîé ïðîèçîøåë îòêàç, à òðåáîâàíèå íà îáñëóæèâàíèå íå-

ìåäëåííî ïîêèäàåò ÐÎ.
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Ïðîöåññ îáñëóæèâàíèÿ íåèñïðàâíûõ ýëåìåíòîâ êîìïëåêñà N â ìîìåíò

âðåìåíè t è j-é ñëîæíîé ñèñòåìû ñîîòâåòñòâåííî îïèøåì ñëåäóþùèìè

ôîðìóëàìè:

x t x t x t x tN( ) ( ( ), ( ), ..., ( ))� 1 2 , x t x t x tj j
n
j( ) ( ( ),..., ( ))�

1
,

ãäå x t x t x
i

j

i

j

i

j� �� �( ) ( ) — äëèíà òðåáîâàíèÿ, ò.å. âðåìÿ åãî îáñëóæèâàíèÿ

ñî ñêîðîñòüþ, ðàâíîé åäèíèöå; x t
i

j�( ) è x t
i

j�( ) — âûðàáîòàííàÿ è îñòàòî÷-

íàÿ äëèíà òðåáîâàíèÿ íà îáñëóæèâàíèå i-ãî ýëåìåíòà j-é ñëîæíîé ñèñòåìû

êîìïëåêñà, i n�1 2, , ..., , j N�1 2, , ..., ; x t
i

j ( ) �0, åñëè â ìîìåíò âðåìåíè t i-é

ýëåìåíò j-é ñëîæíîé ñèñòåìû èñïðàâåí; x t x t x t
i

j

i

j

i

j( ) ( ( ), ( ))� � � , åñëè ýòîò

ýëåìåíò íåèñïðàâåí.

Ñîñòîÿíèå êîìïëåêñà â ìîìåíò âðåìåíè t îïèøåì ñîâîêóïíîñòüþ v t( ) �
� ( ( ), ( ), ..., ( ))e t e t e tN1 2 èç N äâîè÷íûõ âåêòîðîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ îïðå-

äåëÿåò ñîñòîÿíèå ñîîòâåòñòâóþùåé ñëîæíîé ñèñòåìû êîìïëåêñà:

e t e t e t e tj j j
n
j( ) ( ( ), ( ), ..., ( ))�

1 2
, j N�1 2, , ..., .

Çäåñü e t
i

j ( ) �0, åñëè â ìîìåíò âðåìåíè t i-é ýëåìåíò j-é ñëîæíîé ñèñòåìû

êîìïëåêñà íàõîäèòñÿ â èñïðàâíîì ñîñòîÿíèè; e t
i

j ( ) �1, åñëè â ìîìåíò

âðåìåíè t îí íàõîäèòñÿ â íåèñïðàâíîì ñîñòîÿíèè, i n�1 2, , ..., , j N�1 2, , ..., .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîòîê îòêàçîâ ýëåìåíòîâ, âîçíèêàþùèé â êàæäîé

ñëîæíîé ñèñòåìå, ÿâëÿåòñÿ ìàðêîâñêèì, ò.å. óäîâëåòâîðÿåò äâóì óñëîâèÿì.

1. Åñëè â ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t j-ÿ ñëîæíàÿ ñèñòåìà íàõî-

äèòñÿ â ñîñòîÿíèè e j , òî âåðîÿòíîñòü îòêàçà íà ïðîìåæóòêå âðåìåíè

( , ]t t h� èñïðàâíîãî i-ãî ýëåìåíòà j-é ñëîæíîé ñèñòåìû êîìïëåêñà ïðè

h� 0 ñîñòàâëÿåò � i
je N h o h( ) ( )� �1 .

2. Â êàêîì áû èç ñîñòîÿíèé e tj ( ) íè íàõîäèëàñü j-ÿ ñëîæíàÿ ñèñòåìà

êîìïëåêñà â ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t, âåðîÿòíîñòü îòêàçà äâóõ è

áîëåå ýëåìåíòîâ ýòîé ñèñòåìû íà ïðîìåæóòêå âðåìåíè ( , ]t t h� ðàâíà o h( )

ïðè h� 0.

Åñëè ñîñòîÿíèÿ äâóõ ðàçëè÷íûõ k-é è l-é ñëîæíûõ ñèñòåì ñîâïàäàþò,

ò.å. e ek l� , òî èíòåíñèâíîñòè îòêàçîâ ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòîâ â ýòèõ

ñèñòåìàõ îäèíàêîâû: äëÿ ëþáîãî i ïðè âñåõ 1� � �k l N � i
ke N( ) � �1

� �� i
le N( ) 1.

Ïóñòü� �N e N
e

j

j

� ��1 1max ( ) , ãäå� ( )e Nj �1, j N�1 2, , ..., , — ñóììàðíàÿ

èíòåíñèâíîñòü (èíòåíñèâíîñòü îòêàçà õîòÿ áû îäíîãî èç èñïðàâíûõ ýëå-

ìåíòîâ j-é ñëîæíîé ñèñòåìû êîìïëåêñà, íàõîäÿùåéñÿ â ñîñòîÿíèè e j ),

� �( ) ( )

:

e N e Nj

i e

i
j

i
j

�

�
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Äëèíû òðåáîâàíèé (ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ èëè ðàçëè÷íûõ îòêàçîâ îäíîãî è

òîãî æå ýëåìåíòà) åñòü íåçàâèñèìûå ïîëîæèòåëüíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû.

Îáîçíà÷èì G xi ( ) ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ äëèíû òðåáîâàíèÿ ïî îá-

ñëóæèâàíèþ i-ãî ýëåìåíòà j-é ñëîæíîé ñèñòåìû êîìïëåêñà, i n�1 2, , ..., ,

j N�1 2, , ..., . Åå n-é ìîìåíò îáîçíà÷èì

m x dG xn
i n

x

i
( ) ( )�



�

0

.

Ïóñòü G x0( ) — ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ äëèíû ïåðâîãî âîçíèêøåãî â

j-é ñëîæíîé ñèñòåìå òðåáîâàíèÿ íà ïåðèîäå ðåãåíåðàöèè,

G x G x
i

n
i

i0

1

0

0
( )

( )

( )
( )�

�
	

�

�
,

mn
( )0 — åå n-é ìîìåíò,

m x dG xn
n

x

( ) ( )0

0

0�


� ,

� 0 — íà÷àëüíàÿ íàãðóçêà íà ÐÎ òðåáîâàíèé íà îáñëóæèâàíèå ýëåìåíòîâ

ñëîæíûõ ñèñòåì êîìïëåêñà N,

� �� �0 1

0

1
1

00 0( ) ( )( ) ( )m m
i

n

i�
�
	 .

Îáîçíà÷èì G x G x
i n

i( ) min ( )
, ...,

�
�1

ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè-

÷èíû, ìàæîðèðóþùåé ïî âåðîÿòíîñòè äëèíû âñåõ òðåáîâàíèé èç j-é ñëîæ-
íîé ñèñòåìû, åå n-é ìîìåíò

m x dG xn
n

x

�


�

0

( ) è � �� m
1
, j N�1 2, , ..., .

Îòêàçû ýëåìåíòîâ íåêîòîðîé ñëîæíîé ñèñòåìû íà ïåðèîäå ðåãåíåðà-

öèè êîìïëåêñà ìîãóò ïðèâåñòè âñþ ñëîæíóþ ñèñòåìó ê îòêàçó. Ìíîæåñòâî

E ej j�{ }, j N�1 2, ,..., , âñåâîçìîæíûõ ñîñòîÿíèé j-é ñëîæíîé ñèñòåìû äå-

ëèòñÿ íà äâà íåïóñòûå íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà èñïðàâíûõ E j
� è

íåèñïðàâíûõ E j
� ñîñòîÿíèé j-é ñëîæíîé ñèñòåìû êîìïëåêñà. Ïðåäïîëà-

ãàåì òàêæå, ÷òî E E E N
� � �� � �1 2 ... .

Ïóñòü e ej

i

n

i

j�
�
	

1

— ÷èñëî íåèñïðàâíûõ ýëåìåíòîâ â j-é ñëîæíîé

ñèñòåìå è min
e E

j

j j
e s


 �

� �1, j N�1 2, ,..., . Åñëè ÷èñëî íåèñïðàâíûõ ýëåìåíòîâ

â êîìïëåêñå íå ïðåâîñõîäèò s�1, òî ýòà ñèñòåìà èñïðàâíà. Îòêàç êîìïëåêñà
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íàñòóïàåò, åñëè â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè îêàæóòñÿ íåèñïðàâíûìè k

èç N âõîäÿùèõ â íåãî ñëîæíûõ ñèñòåì ñ íîìåðàìè, îáðàçóþùèìè àðèô-

ìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ ñ øàãîì åäèíèöà. Ïîëîæèì, sk 
1. Ìíîæåñòâî

E v�{ }âñåâîçìîæíûõ ñîñòîÿíèé êîìïëåêñà ñîñòîèò èç äâóõ íåïóñòûõ íå-

ïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ èñïðàâíûõ E� è íåèñïðàâíûõ E� ñîñòîÿíèé

êîìïëåêñà. Îòêàçàâøèå ýëåìåíòû îáñëóæèâàþòñÿ â ÐÎ â ïîðÿäêå ïîñòóï-

ëåíèÿ (ñîãëàñíî äèñöèïëèíå d1 èç êëàññà êîíñåðâàòèâíûõ äèñöèïëèí).
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîõîäèìûõ ñëó÷àéíûì ïðîöåññîì v t( ) ñîñòîÿ-

íèé êîìïëåêñà îò íà÷àëà ïåðèîäà ðåãåíåðàöèè äî ìîìåíòà åãî ïåðâîãî
îòêàçà íà ýòîì ïåðèîäå îáðàçóåò ïóòü � �{ , , ..., }v v vr1 2 , ãäå v El 
 � ïðè l r�
è v Er 
 � .

Ïóòü � íàçîâåì l1-, l2-, ..., lk -ñëàáîìîíîòîííûì ìèíèìàëüíûì, åñëè
ïåðâûé îòêàç êîìïëåêñà íà ïåðèîäå ðåãåíåðàöèè íàñòóïèë â ðåçóëüòàòå
îòêàçà l1, l2, ..., lk -é ñëîæíûõ ñèñòåì, â ìîìåíò îòêàçà â êàæäîé èç ýòèõ k
ñëîæíûõ ñèñòåì áûëè íåèñïðàâíû ðîâíî s ýëåìåíòîâ è áîëüøå îòêàçîâ
ýëåìåíòîâ äî ýòîãî ìîìåíòà â ýòèõ ñëîæíûõ ñèñòåìàõ íå áûëî (1 1� l ,
l l l l k Nk2 1 11 1� � � � � �, ..., ). Ìíîæåñòâî òàêèõ ïóòåé îáîçíà÷èì �c

l l lk1 2...
.

Ïóòü� íàçîâåì k-ñëàáîìîíîòîííûì ìèíèìàëüíûì, åñëè äëÿ íåêîòîðûõ l1,
l2, ..., lk ýòîò ïóòü ÿâëÿåòñÿ l1-, l2-, ..., lk -ñëàáîìîíîòîííûì ìèíèìàëüíûì.
Êëàññ k-ñëàáîìîíîòîííûõ ìèíèìàëüíûõ ïóòåé îáîçíà÷èì �c( )k .

Ïåðåõîä ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà v t( ), õàðàêòåðèçóþùåãî ñîñòîÿíèå êîìï-
ëåêñà â ìîìåíò âðåìåíè t, èç ìíîæåñòâà íåèñïðàâíûõ ñîñòîÿíèé E� â
ìíîæåñòâî èñïðàâíûõ ñîñòîÿíèé E� íàçîâåì âîññòàíîâëåíèåì êîìïëåêñà.
Âðåìÿ îò i-ãî âîññòàíîâëåíèÿ êîìïëåêñà äî åãî (i + 1)-ãî îòêàçà îáîçíà÷èì
� i

� , à âðåìÿ îò i-ãî îòêàçà êîìïëåêñà äî åãî i-ãî âîññòàíîâëåíèÿ — ÷åðåç� i
� .

Òðåáóåòñÿ ïîëó÷èòü àñèìïòîòè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå âðåìåíè ñ ìî-
ìåíòà îòêàçà äî âûõîäà òàêèõ êîìïëåêñîâ ñëîæíûõ âîññòàíàâëèâàåìûõ
ñèñòåì èç ìíîæåñòâ íåèñïðàâíûõ ñîñòîÿíèé. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìî-
ãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ îöåíêè íàäåæíîñòè è îïåðàòèâíîé ãîòîâíîñòè
ýëåêòðîííûõ ñðåäñòâ íàáëþäåíèÿ è ïîääåðæêè òðàíñïîðòíûõ ïîòîêîâ.

Îòêàç êîìïëåêñà â ïåðèîä ðåãåíåðàöèè íàçîâåì îáû÷íûì, åñëè îí
ïðîèçîøåë ïî ñëàáîìîíîòîííîìó ìèíèìàëüíîìó ïóòè â ðåçóëüòàòå îòêàçà
k ñëîæíûõ ñèñòåì ýòîãî êîìïëåêñà è íà ýòîì ïåðèîäå ðåãåíåðàöèè â
êàæäîé èç ýòèõ k ñëîæíûõ ñèñòåì îòêàçàëè è áûëè âîññòàíîâëåíû ðîâíî
ïî s ýëåìåíòîâ â êàæäîé ñèñòåìå è áîëüøå îòêàçîâ ýëåìåíòîâ â ýòèõ
ñëîæíûõ ñèñòåìàõ íå áûëî, à â îñòàëüíûõ ( )N k� ñëîæíûõ ñèñòåìàõ êîìï-
ëåêñà íà ýòîì ïåðèîäå ðåãåíåðàöèè îòêàçàëè è áûëè âîññòàíîâëåíû íå
áîëåå, ÷åì ïî îäíîìó ýëåìåíòó â êàæäîé èç ( )N k� ñëîæíûõ ñèñòåì.

Ââåäåì ñëó÷àéíûå ñîáûòèÿ:

A — íà ïåðèîäå ðåãåíåðàöèè ïðîèçîøåë îòêàç êîìïëåêñà;

U — íà ïåðèîäå ðåãåíåðàöèè ïðîèçîøåë îáû÷íûé îòêàç êîìïëåêñà;
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U
l l lk1 2...

— íà ïåðèîäå ðåãåíåðàöèè ïðîèçîøåë îáû÷íûé îòêàç êîìï-

ëåêñà â ðåçóëüòàòå îòêàçà l1-, l2-, ..., lk -é åãî ñëîæíûõ ñèñòåì (1 1 2� �l l,

� � � � � �l l l k Nk1 11 1,..., ).

Ïóñòü q x P U x
l l l l l lk k

0
1 2 1 2... ...

( ) { , }� 
�� — âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íà ïåðèî-

äå ðåãåíåðàöèè â ðåçóëüòàòå îòêàçà l1-, l2-, ..., lk -é ñëîæíûõ ñèñòåì ïðîè-

çîéäåò îáû÷íûé îòêàç êîìïëåêñà è âðåìÿ åãî ïðåáûâàíèÿ â ìíîæåñòâå

íåèñïðàâíûõ ñîñòîÿíèé áóäåò áîëüøå, ÷åì x.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îáû÷íûé îòêàç êîìïëåêñà ïðîèçîøåë ïî 1, 2, ..., k-

ñëàáîìîíîòîííîìó ìèíèìàëüíîìó ïóòè �. Ðàññìîòðèì, êàê èçìåíÿåòñÿ

ñîñòîÿíèå i-é ñëîæíîé ñèñòåìû íà ýòîì ïóòè, i k�1 2, ,..., . Ïóñòü 0 1 2, , ,...e ei i

..., es
i — ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîñòîÿíèé i-é ñèñòåìû äî ìîìåíòà åå îòêàçà.

Ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îáðàçóåò ìîíîòîííûé ìèíèìàëüíûé ïóòü � i , ïî

êîòîðîìó i-ÿ ñëîæíàÿ ñèñòåìà èç ñîñòîÿíèÿ{ }0 ïðèõîäèò ê îòêàçó è� �� i ) �
� 
�� � � � � �i i

i
i s

ie e
s1 2

0 01 1) ) ... ) , i k�1, ..., , ãäå i1, i2, ..., is — íîìåðà ïîñëåäîâà-

òåëüíî îòêàçàâøèõ ýëåìåíòîâ i-é ñëîæíîé ñèñòåìû íà ïóòè� i . Ìíîæåñòâî

ìîíîòîííûõ ìèíèìàëüíûõ ïóòåé, ïî êîòîðûì i-ÿ ñëîæíàÿ ñèñòåìà ìîæåò

îòêàçàòü, êàê è ðàíåå, îáîçíà÷èì �0
i .

Ïóñòü B U x x x x P U x v x x
j j j

sk
j

s
sk1 2 1

1 2 1 1
...

( , , , ..., , ) ( , , ( )� 
 
� k x x� �1 ) —

óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ê ìîìåíòó âðåìåíè x1 íå çàêîí÷èòñÿ ïå-

ðèîä ðåãåíåðàöèè, îòêàçàâøèé â ìîìåíò âðåìåíè x1 ýëåìåíò j1 íå çàâåð-

øèò ñâîå îáñëóæèâàíèå ê ìîìåíòó âðåìåíè x x xsk � �1 è â ìîìåíò âðåìåíè

xsk ïðîèçîéäåò îáû÷íûé îòêàç êîìïëåêñà ïðè óñëîâèè, ÷òî ïåðèîä ðåãåíå-

ðàöèè íà÷àëñÿ â ìîìåíò âðåìåíè x �0 è â ìîìåíòû x x xsk1 2, ,..., (0 1� �x

� � �x xsk2 ... ) ïîñëåäîâàòåëüíî îòêàçàëè ýëåìåíòû j j jsk1 2, ,..., èç ïåðâûõ k

ñëîæíûõ ñèñòåì.

Îáîçíà÷èì q x
j j j

k
sk

0
1 2

1 2
...

( , , ..., , )� � � âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îáû÷íûé îò-

êàç êîìïëåêñà íà ïåðèîäå ðåãåíåðàöèè ïðîèçîéäåò ïî òàêèì 1, 2, ..., k-ñëà-

áîìîíîòîííûì ìèíèìàëüíûì ïóòÿì, ÷òî îòêàç i-é ñëîæíîé ñèñòåìû ïðî-

èçîéäåò ïî ìîíîòîííîìó ìèíèìàëüíîìó ïóòè � i (i k�1 2, , ..., ), à ïåðåñòà-

íîâêà j j jsk1 2, ,..., îïðåäåëÿåò ïîðÿäîê îòêàçîâ ýëåìåíòîâ èç ïåðâûõ k

ñëîæíûõ ñèñòåì, è âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ êîìïëåêñà â íåèñïðàâíîì ñîñòîÿíèè

áóäåò áîëüøå, ÷åì x.

Ïóñòü �e ïîëó÷àåòñÿ èç âåêòîðà e âûäåëåíèåì ïåðâûõ k êîìïîíåíò, ò.å.
�e îïðåäåëÿåò ñîñòîÿíèå ïåðâûõ k ñëîæíûõ ñèñòåì. Íàáîð j j jsk1 2, ,...,

îïðåäåëÿåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîñòîÿíèé � � � �0 1 2, , ,...,e e esk , êîòîðûå ïðî-

õîäèò ïîäêîìïëåêñ èç ïåðâûõ k ñëîæíûõ ñèñòåì äî îòêàçà âñåãî êîìïëåêñà

ïî 1, 2, k-ñëàáîìîíîòîííîìó ìèíèìàëüíîìó ïóòè. Ïóñòü � ( )� �e N 1 — ñóì-
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ìàðíàÿ èíòåíñèâíîñòü îòêàçîâ ýëåìåíòîâ èç ïåðâûõ k ñëîæíûõ ñèñòåì,

íàõîäÿùèõñÿ â ñîñòîÿíèè �e ,

� �( ) ( )� ��

� �

�		e N e N
r

k

i

n

i
r1

1 1

1.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå � � � � � �{( , ..., ) : ... }x x x x xsk sk1 1 20 . Ïóñòü

J U j j j xN sk( , , ,..., , )1 2 �

� �� �
�... exp( ) ( , , ,..., , )

...

�

aN B U x x x x dx
j j j

sk
sk1

1 2 1
1 2 dx dxsk2... .

Ëåììà 1. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

q x
N

J U j
j j j

k

i

i

k

sk N
sk

0
1 2

1 2
1

1
...

( , , ..., , )

( )

( , ,� � �

� �

� �
�

..., , )j xsk .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñîãëàñíî ââåäåííûì îáîçíà÷åíèÿì ïî ôîðìóëå

ïîëíîé âåðîÿòíîñòè

q x
j j j

k
sk

0
1 2

1
...

( , ..., , )� � �

� � � � � ��
� � �... ( ) exp[ ( ) ] ( ) exp[ (

�

� � � �j jN N x e N
1 2

0 01 1
1 1

1 � ��
� e N x x1

1
2 1) ( )]...

... ( ) exp[ ( ) ( )]� �j sk sk sk sksk
e N e N x x� � � � ��

�
�

�
�1

1
1

1
1

� �B U x x x dx dx dx
j j

sk sk
sk1

1 1 2
...

( , , ..., , ) ...

� �
�� �( )

( , , ..., , )

i

i

k

sk N sk
N

J U j j x1
1 ,

÷òî è òðåáîâàëîñü. Ëåììà 1 äîêàçàíà.

Ïóñòü B x x P x v x x xsk sk� � ��( , ) { , ( ) }1 1 1 1� 
 
 � — óñëîâíàÿ âåðîÿò-

íîñòü òîãî, ÷òî â êîìïëåêñå N0
1,��G ïåðèîä ðåãåíåðàöèè íå çàêîí÷èòñÿ äî

ìîìåíòà âðåìåíè x1 è òðåáîâàíèå, âîçíèêøåå â ìîìåíò âðåìåíè x1, íå

çàâåðøèò ñâîå îáñëóæèâàíèå â ÐÎ ê ìîìåíòó âðåìåíè x xsk � 1 ïðè óñëîâèè,

÷òî ýòîò ïåðèîä ðåãåíåðàöèè íà÷àëñÿ â ìîìåíò âðåìåíè x �0 è â ìîìåíò

âðåìåíè x1 âîçíèêëî òðåáîâàíèå â ÐÎ êîìïëåêñà (v x( )1 — âðåìÿ ïðåáû-

âàíèÿ â ÐÎ òðåáîâàíèÿ, âîçíèêøåãî â ìîìåíò âðåìåíè x1 îò íà÷àëà ïå-

ðèîäà ðåãåíåðàöèè).
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Ëåììà 2. Äëÿ ëþáîãî x � 0 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

B U x x x x B x x
j j j

sk sk
sk1 2

1 2 1
...

( , , , ..., , ) ( , )� � .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç îïðåäåëåíèÿ

B U x x x x B x x
j j j

sk
j j jsk sk1 2 1 2

1 2 1 2
... ...

( , , , ..., , ) ( , , .� .., )xsk .

Èç ëåììû 2 [1] ñëåäóåò

B x x x B x x
j j j

sk sk
sk1 2

1 2 1
...

( , , ..., ) ( , )� � .

Èç äâóõ ïîñëåäíèõ íåðàâåíñòâ è òðàíçèòèâíîñòè îòíîøåíèÿ ïîðÿäêà

ñëåäóåò óòâåðæäåíèå ëåììû 2. Îíà äîêàçàíà.

Îáîçíà÷èì T� ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå äëèíû ïåðèîäà ðåãåíåðàöèè

êîìïëåêñà N0
1,��G ,

T
m

�
�

� � � �
� �

�
1

0 1( )
.

Ñòàöèîíàðíîå âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ òðåáîâàíèÿ â ÐÎ ýòîãî êîìïëåêñà ïðè

äèñöèïëèíå îáñëóæèâàíèÿ d1 îáîçíà÷èì v� .

Ëåììà 3. Ïóñòü ��1è msk � �. Òîãäà

0

1 1 2

1 2� � � �
� � �

x x x

sk sk

s

sk

B x x dx dx dx
E v

...

... ( , ) ...
[ ]

�
�

k

sk
T

�

�
� �

1

1( )!
� .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñäåëàåì â ðàññìàòðèâàåìîì êðàòíîì èíòåãðàëå

çàìåíó ïåðåìåííûõ: t x xks1 1� � , t x x t x xks ks2 1 1 1 2 1� � � �� �, ..., , t x� 1. Ïîñ-

ëå ýòîé çàìåíû ïåðåìåííûõ èñêîìûé èíòåãðàë èìååò âèä

t t t tsk

P t v t t dtdt

1 2 1 0 0

1 1


 
 
 
 
�

� � 
 

... ,

... { , ( ) } ...� � � dtsk� �1

� 
 


 
 


�


�

� � �
t t

sk

tsk

dt dt P t v t

1 1 0

1 1

0... ,

... ... { , ( )� � � t dt1} .

Èç ïðåäåëüíîé òåîðåìû äëÿ ðåãåíåðèðóþùèõ ïðîöåññîâ [3, 4] ñëåäóåò, ÷òî

t

P t v t t dt P v t T



� 
 
 � 


0

1 1{ , ( ) } { }� � � � � .

Ñ ó÷åòîì ïîñëåäíèõ ðàâåíñòâ è ïðèíÿòûõ îáîçíà÷åíèé èñêîìûé èíòåãðàë

ïðèíèìàåò âèä

t t t

sk

sk

P v t dt dt T

1 2 1

1 1 1


 
 


�

�

� � 
 �
...

... { } ...� �
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�
�


 �
�




� �

�
t

sk sk
t

sk
P v t dt T

E v

sk
1 0

1
2

1 1

1

2 1

[ ]

( )!
{ }

[ ]

( )
� �

�

!
,T� � �

òàê êàê ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ìîìåíò msk � � è ��1. Ëåììà 3 äîêàçàíà.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

� ( ) {( , ..., ) : ... }z x x x x zsk sk� � � � �1 10 ,

�
�

( ) ... ... )
( )!

( )

z dx dx
z

sk
z

sk

sk

� �� � 1 .

Ëåììà 4. Ïóñòü ��1 è ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ìîìåíò msk � �. Òîãäà

ïðè N � �

... ( , , , ..., , ) ...
...

�
� � �B U x x x x dx dx dx

j j j
sk sk

sk1 2
1 2 1 2 J U j j xN sk( , , ..., , )1 0�

ðàâíîìåðíî ïî x � 0.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî îïðåäåëåíèþ

... ( , , , ..., , ) ...
...

�
� � �B U x x x x dx dx dx

j j j
sk sk

sk1 2
1 2 1 2 J U j j xN sk( , ,..., , )1 �

� � �� �
�... [ exp( )] ( , , ,..., ,

...

�

1 1
1 2

1 2aN B U x x x x
j j j

sk
sk ) ...dx dx dxsk1 2 .

Âûáåðåì ëþáîå ÷èñëî � 
0 è çàôèêñèðóåì. Èç ëåììû 3 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ

âûáðàííîãî � 
0 ñóùåñòâóåò z z� ( )� òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî z z� ( )�

... ( , ) ...

\ ( )� � z

sk skB x x dx dx dx� � ��
�

1 1 2
2
. (1)

Èç íåðàâåíñòâà 1 11� � ��exp( )aN è ëåììû 2 äëÿ ëþáîãî x � 0 âûòåêàþò

íåðàâåíñòâà

[ exp( )] ( , , , ..., , )
...

1 1
1 2

1 2� � ��aN B U x x x x
j j j

sk
sk

� �B U x x x x B x x
j j j

sk sk
sk1 2

1 2 1
...

( , , , ..., , ) ( , )� . (2)

Èç (1), (2) è ìîíîòîííîñòè èíòåãðàëà äëÿ ëþáîãî x � 0ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

... [ exp( )] ( , , ..., , )

\ ( )

...

� � z

j j
skaN B U x x x dsk� � � �1 1

1
1 x dxsk1

2
...� �

�
. (3)
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Ïî îïðåäåëåíèþ a x zsk� �� � . Äëÿ âûáðàííîãî z z� ( )� ñóùåñòâóåò òàêîå

N N z� ( ( ))� , ÷òî äëÿ ëþáîãî N N z
 ( ( ))�

0 1 1
2

1 1� � � � � � �� �exp( ) exp( )
( )

aN zN
z

�
�

�
.

Îòñþäà è èç íåðàâåíñòâà 0 11
1� �B U x x x

j j
sk

sk...
( , , ..., , ) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ

ëþáîãî N N z
 ( ( ))� ïðè ëþáîì x � 0 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

... [ exp( )] ( , , ..., , )

( )

...

� z

j j
skaN B U x x x dxsk� � � �1 1

1 1
1 ... dxsk� �

�
2
. (4)

Èç (3) è (4) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî N N z
 ( ( ))� è ëþáîãî x � 0âûïîëíåíî

íåðàâåíñòâî

... [ exp( )] ( , , ..., , ) ...
...

�
� � � �1 1

1 1
1aN B U x x x dx

j j
sk

sk dxsk� � �.

Ëåììà 4 äîêàçàíà.

Ïóñòü

� ��� 1��
�
�

 
!
"

k

N
, � �( ) ( )0 0 1� � ��

�
�

 
!
"

k

N
,

B x x x P x v x x x x
j

sk
j

sk0 1 0 1 0 1 1
1� � �� 
 
 � �( , , ) ( , ( ) )� è B x x x

j
sk0 1

1 ( , , ) �
� 
 
 � �P x v x x x xj

sk( , ( ) )�
0 1 0 1 1 — ñîîòâåòñòâåííî óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè

òîãî, ÷òî, íà÷àâøèñü â ìîìåíò âðåìåíè x �0, ïåðèîä ðåãåíåðàöèè â

êîìïëåêñàõ N� �( )0 0� G
è N� �( )0 0G

íå çàêîí÷èòñÿ ê ìîìåíòó âðåìåíè x1 è

âîçíèêøåå â ìîìåíò âðåìåíè x1 â ÐÎ òðåáîâàíèå, òèï êîòîðîãî ñîâïàäàåò c

íîìåðîì ýëåìåíòà j1, îáîçíà÷àåìîãî ÷åðåç j, íå çàâåðøèò ñâîå îáñëóæè-

âàíèå â ÐÎ äî ìîìåíòà âðåìåíè x xsk � ïðè óñëîâèè, ÷òî ïåðèîä ðåãåíå-

ðàöèè íà÷àëñÿ â ìîìåíò âðåìåíè x �0è â ìîìåíò âðåìåíè x1 â ÐÎ âîçíèêëî

òðåáîâàíèå c íîìåðîì j ýëåìåíòà j1 (0 1� �x xsk ); v xj

0 1
�( ) è v xj

0 1( ) — ñîîò-

âåòñòâåííî âðåìåíà ïðåáûâàíèÿ òðåáîâàíèÿ j-ãî òèïà, ïîñòóïèâøåãî â

ìîìåíò âðåìåíè x1 â ÐÎ êîìïëåêñîâ N� �( )0 0� G
è N� �( )0 0G

.

Ëåììà 5. Ïóñòü ��1 è ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ìîìåíò msk � �. Òîãäà

ïðè N � � ðàâíîìåðíî ïî x � 0

... ( , ,..., , ) ... ...
...

� �
� � � ��B U x x x dx dx B

j j
sk sk

sk1
1 1 0

j
sk skx x x dx dx1

1 1 0
� �( , , ) ... .
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âûáåðåì ëþáîå ÷èñëî � 
0. Èç ëåììû 3 ñëåäóåò,

÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî z z� ( )� , ÷òî äëÿ ëþáîãî z z� ( )�

... ( , ) ...

\ ( )� � z

sk skB x x dx dx dx� � ��
�

1 1 2
5

. (5)

Ñîãëàñíî ëåììå 2 äëÿ ëþáîãî x � 0 ñóùåñòâóþò íåðàâåíñòâà

B U x x x B x x
j j

sk sk
sk1

1 1
...

( , , ..., , ) ( , )� � ,

B x x x B x x
j

sk sk0 1 1
1� �( , , ) ( , )� .

(6)

Èç (5), (6) è ìîíîòîííîñòè èíòåãðàëà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî x 
0

... ( , , ..., , ) ...

\

...

� �� �z

j j
sk skB U x x x dx dxsk� � �1

1 1
5

�
,

... ( , , ) ...

\� �� �z

j
sk skB x x x dx dx� �

� �
0 1 1

1

5

�
.

(7)

Ñîãëàñíî àêñèîìå íåïðåðûâíîñòè òåîðèè âåðîÿòíîñòåé äëÿ âûáðàííîãî �
ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî l l� ( )� , ÷òî äëÿ ëþáîãî l l� ( )�

P z l
z

( ( ) )
( )

�
�

�
�

�

 �

5
,

ãäå���
( )z — ÷èñëî ñîáûòèé ïóàññîíîâñêîãî ïîòîêà ñ ïàðàìåòðîì�� , âîç-

íèêøèõ íà îòðåçêå [ , ]0 z .

Ïóñòü Rl
� — ñëó÷àéíîå ñîáûòèå, ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî ïåðâûå l òðåáî-

âàíèé ïóàññîíîâñêîãî ïîòîêà ñ ïàðàìåòðîì �� ïîñòóïèëè èç ðàçëè÷íûõ

ñèñòåì. Èç ëåììû 2 [2] ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âûáðàííîãî � ñóùåñòâóåò òàêîå

íàòóðàëüíîå ÷èñëî N N� ( )� , ÷òî äëÿ ëþáîãî N N� ( )�

P R
z

l( )
( )

� 
 �1
5

�
�

.

Ïóñòü A z l Rl� �
�

�{ ( ) }�� , � �� � �
�

{ ( ) }� z l è I A( ) — èíäèêàòîð cëó÷àé-

íîãî ñîáûòèÿ A. Î÷åâèäíî,

B U x x x P U x v x x x x
j j

sk
j

sk
sk1

1 1 1 1
...

( , , ..., , ) ( , , ( )� 
 
 � �� ) �

� 
 
 � � �P U I x v x I x x xj
sk( , ( ) , ( ) ( ) )� � �� �1 1 1

� 
 
 � �P U I x v x I x x xj
sk( , ( ) , ( ) ( ) )� � �� �1 1 1 . (8)

À. Â. Ìàêàðè÷åâ

82 ISSN 0204–3572. Electronic Modeling. 2010. V. 32. ¹ 4



Àíàëîãè÷íî

B x x x P x v x x x x
j

sk
j

sk0 1 0 1 0 1 1
1� � �� 
 
 � � �( , , ) ( , ( ) )�

� 
 
 � � �� �P I A x v x I A x x xj
sk( ( ) , ( ) ( ) )� 0 1 0 1 1

� 
 
 � �� �P I A x v x I A x x xj
sk( ( ) , ( ) ( ) )� 0 1 0 1 1 . (9)

Èç ëåììû 4 [2] ñëåäóåò, ÷òî

P U I x v x I x x xj
sk( , ( , ) ( ) , ( ) ( ) )� # $ � �� �
 
 � � �1 1 1

� 
 
 � �� �P I A x v x I A x x xj
sk( ( , ) ( ) , ( ) ( ) )� # $0 1 0 1 1 . (10)

Ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîãî N N� ( )� è ëþáîãî x � 0

P U I x v x I x x x P
z

j
sk( , ( ) , ( ) ( ) ) ( )

( )
�

�
� � �

�
� � �
 
 � � � �1 1 1

5
(11)

è

P I A x v x I A x x xj
sk( ( ) , ( ) ( ) )� 0 1 0 1 1

� �
 
 � � �

� � � ��P A P P R
z

l( ) ( ) ( )
( )

�
�

�
2

5

�
, (12)

èç (8) — (12) äëÿ ëþáîãî N N� ( )� è ëþáîãî x � 0 ïîëó÷àåì

B U x x x B x x x
z

j j
sk

j
sk

sk1 1
1 0 1

3

5

...
( , , ..., , ) ( , , )

( )
� ��

�
. (13)

Èç ñâîéñòâà èíòåãðàëà è (13) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî x � 0

... ( , ,..., , ) ... ...

( )

...

(� �z

j j
sk skB U x x x dx dxsk� � �1

1 1

z

j
sk skB x x x dx dx

)

( , , ) ...� �
� �

0 1 1
1

� �� �
�

... ( , ,..., , ) ( , ,

( )

...

� z

j j
sk

j
skB U x x x B x x xsk1 1

1 0 1 ) ...dx dxsk1 �

� �� �...
( )

...

( )�
�

z

sk
z

dx dx
3

5

3

5
1

� �
. (14)

Èç (7) è (14) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî N N� ( )� è ëþáîãî x � 0

... ( , , ..., , ) ... ...
...

� �
� � � ��B U x x x dx dx B

j j
sk sk

sk1
1 1 0

j
sk skx x x dx dx1

1 1
� �( , , ) ...
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� �� �... ( , , ..., , ) ...

\ ( )

...

� � z

j j
sk skB U x x x dx dxsk1

1 1

� �� �
�

... ( , , ) ...

\ ( )� � z

j
sk skB x x x dx dx

0 1 1
1

� �� �... ( , ,..., , ) ... ...

( )

...

� �z

j j
sk skB U x x x dx dxsk1

1 1

( )

( , , ) ...

z

j
sk skB x x x dx dx� �

� �
0 1 1

1

� � � �
� � �

�
5 5

3

5
.

Ëåììà 5 äîêàçàíà.

(Ïðîäîëæåíèå ñòàòüè ñì. â ñëåäóþùåì íîìåðå)

Series connections into sets of complex restorable systems with Markovian failure flows of ele-
ments and individual distribution function of the time of their maintenance have been considered.
The number of maintained elements of complex systems increase in inverse proportion of their
failures intensity in such a way that the total load on the maintenance system is bounded on the
top by the value lower than 1, with discipline of meeting requirements in order of their appear-
ance. Asymptotic time distribution from the moment of failure to the escape of a set of complex
restorable systems from multiple fault conditions was found.
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