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В рамках простой модели исследована квантовая электроемкость эпитаксиального графена. Электро-
емкость эпитаксиального графена скачкообразно меняется на границе между областями разрешенных и 
запрещенных энергий. Рассмотрен случай размерно-квантованной подложки. Получены энергетические, 
температурные и концентрационные зависимости. Некоторые результаты находятся в удовлетворитель-
ном согласии с имеющимися экспериментальными результатами. Обсуждается перенормировка скорости 
Ферми электронов графена за счет подложки. 

В рамках простої моделі досліджено квантову електроємність епітаксійного графену. Електроємність 
епітаксійного графену стрибкоподібно змінюється на межі між областями дозволених і заборонених енер-
гій. Розглянуто випадок розмірно-квантованої підкладки. Отримано енергетичні, температурні та конце-
нтраційні залежності. Деякі результати знаходяться в задовільній згоді з наявними експериментальними 
результатами. Обговорюється перенормування швидкості Фермі електронів графена за рахунок підк-
ладки. 

PACS: 68.43.–h Химическая/физическая адсорбция: адсорбаты на поверхностях; 
72.80.Vp Электронный транспорт в графенах; 
73.20.At Поверхностные состояния, зонная структура, электронная плотность состояний. 

Ключевые слова: эпитаксиальный графен, квантовая электроемкость, плотность состояний, функции 
Грина. 

1. Введение

Исследование графена в настоящее время — акту-
альная проблема экспериментальной и теоретической 
физики конденсированного состояния [1]. Двумерность 
кристаллической решетки графена и дираковский спектр 
электронов приводят к уникальным электронным и маг-
нитным свойствам [2]. Необычные проявления в гра-
фене таких явлений, как квантовый эффект Холла [3], 
оптическое поглощение [4], магнитооптические эффек-
ты [5], клейновское туннелирование [6] и т.д. делают 
этот материал перспективным для современной нано-
электроники. 

Плотность состояний (ПС) электронов в недопиро-
ванном графене исчезает в точке Дирака, что связано 
непосредственно с линейностью спектра и отсутствием 
запрещенной щели. ПC многослойного графена также 

ведет себя специальным образом. Один из эксперимен-
тальных методов изучения ПС основан на измерениях 
электроемкости, а также ее осцилляций в квантующем 
магнитном поле [7,8]. В [9] были исследованы кванто-
вые осцилляции электроемкости многослойного графе-
на. В работах [10,11] исследовалось влияние кулонов-
ского взаимодействия на квантовую электроемкость 
графена. 

В настоящей работе в рамках простой модели рас-
смотрим квантовую электроемкость эпитаксиального 
графена. Исследование эпитаксиального графена (ЭГ) 
занимает одно из центральных мест в физике графена 
[12–18]. В последнее время широко развивается модель-
ный подход для исследования ЭГ. Эту модель впервые 
предложил С.Ю. Давыдов [19,20]. Она подробно опи-
сана и обсуждалась в [19,20] (см. также [21–23]). Ниже 
мы кратко остановимся на описании этой модели. 
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Здесь отметим лишь, что в рамках этой простой моде-
ли удалось исследовать целый ряд свойств ЭГ. Так, 
был подробно исследован электронный транспорт в 
ЭГ, сформированном на металлической и полупровод-
никовой подложках [24,25]. В работах [26–29] были 
предсказаны скачки проводимости и пики термоэдс в 
ЭГ, сформированном на размерно-квантованных ме-
таллической и полупроводниковой подложках. В [30] 
был исследован вопрос о перенормировке скорости 
Ферми в ЭГ, а в [31] — влияние адсорбции на статиче-
скую проводимость ЭГ. Модель, предложенная в [19,20], 
также была использована при исследовании про-
водимости и термоэдс гибридной системы из монослоя 
графена и перестраиваемого бислоя графена [32,33]. 

Рассматриваемая нами физическая система показа-
на на рис. 1. Полная электроемкость такой системы 
состоит из двух частей: 

 1 1 1

c qC C C
= + ,  

где cC S d= κ  — классическая (геометрическая) элек-

троемкость, 2
qC e n= ∂ ∂µ — квантовая электроемкость. 

Исследованию последней величины для ЭГ и посвя-
щена настоящая работа. 

2. Модель эпитаксиального графена 

В модели [19,20] ЭГ представлена в виде адсорби-
рованных на подложке атомов углерода, выстроенных 
в структуру графена. Далее использован подход, осно-
ванный на модельном гамильтониане Андерсона [34]. 
Одночастичная функция Грина электронов ЭГ в непо-
средственной окрестности точки Дирака записывается 
в виде [24,25] 

 ( ) ( )1 1
0k b FG G k− −ε = ε − ν υ  , (1) 

где bν  — зонный индекс: 1bν = +  соответствует зоне 
проводимости, а 1bν = −  — валентной зоне, Fυ  — ско-
рость Ферми электронов графена ( для свободного 

графена 81 10 см/cFυ ≈ ⋅ ), k — двумерный волновой 
вектор, отсчитанный от точки Дирака. ( )0G ε  есть функ-
ция Грина изолированного адатома углерода, которая 
определена с помощью подхода, основанного на мо-
дельном гамильтониане Андерсона [34] 

 ( ) ( )( ) 1
0 a cG i −
= ε − ε −Λ ε − Γ ε ,  (2) 

где aε  — энергия квазиуровня адатома, ( )cΓ ε =

( )2V= π ρ ε  — полуширина квазиуровня адатома уг-

лерода, ( ) ( ) ( )1
cP d

∞

−∞

′ ′ ′Λ ε = Γ ε ε ε − ε
π ∫  — функция 

сдвига квазиуровня, ( )ρ ε  — плотность состояний под-
ложки, знак «P » означает интегрирование в смысле 
главного значения. Для качественного анализа исполь-
зуем простейшие выражения для функций ( )Λ ε  и 

( )cΓ ε , предполагая, что подложка двумерная. Имеем 
[24,25] 

( )
*2 1
2

m
c

m SVΓ ε =


,  ( )
*2 1

2 lnm m

m

Wm SV
W

ε −
Λ ε = −

ε +π
, (3) 

( ) ( )
*2 1
2

s
c

m SVΓ ε = Θ ε − ∆


, ( )
*2 1

2 lns m SV ∆ − ε
Λ ε =

∆ + επ
, (4) 

где 2
1 3 3 4S a=  — площадь пленки, соответствующая 

одному атому графена, *m  — эффективная масса элек-
трона в подложке, mW  — полуширина зоны разрешен-
ных энергий металла. Кроме того, рассмотрим случай, 
когда подложкой является размерно-квантованная ме-
таллическая пленка, для которой имеем [28,29] 

 ( ) ( )2
0

QF
c n

n
VΓ ε = π ρ Θ ε − ε∑ , 

(5)
 

 ( ) 2
0 lnQF n

nn
V

ε − ε
Λ ε = ρ

ε + ε∑ ,  

где 2
0 1 1mS L Lρ = π , L  — толщина пленки, 1L  — рас-

стояние в направлении, перпендикулярном поверхности 
пленки (ОZ), на которое распространяется взаимодей-
ствие атома графена с подложкой (в первом приближе-
нии это есть протяженность 2pz орбитали, см. [28,29]), 
индексы m и s в формулах (3), (4) указывают на то, что 
выражения относятся к металлической и полупровод-
никовой подложкам соответственно, а индекс «QF» 
означает квантовая пленка (quantum film). Далее бу-
дем использовать для пленочного потенциала прибли-
жение бесконечно высокой потенциальной ямы, т.е. 

2 2 2 22n n m L⊥ε = π  , где m⊥ — эффективная масса элек-
трона в направлении OZ. Также будем предполагать, 
что 1 2L ≈ Å. Как показано в [28,29], случай ЭГ на раз-

Рис. 1. Схематическое изображение исследуемой системы. 
ЭГ на подложке: металлической, полупроводниковой или 
размерно-квантованной металлической пленке. С помощью 
напряжения на затворе концентрацией носителей в ЭГ мож-
но управлять. 
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мерно-квантованной пленке представляет особый ин-
терес ввиду того, что в такой системе могут наблю-
даться скачки проводимости и пики термоэдс. Причем 
энергетическое расположение этих скачков и пиков 
зависит от толщины пленки, так как они определяются 
квантово-размерными эффектами. 

Из (1) легко получить выражение для плотности со-
стояний ЭГ 

 

( ) ( )
, 1

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

2 2 2

1 1Im
2

( ) 4
ln

2 ( )

arctg arctg ,
2 2

b
EG

k

c c c

F c

c c

c cF

G
N

S

S

ν =±
ρ ε = − ε =

π

Γ ξ + Γ − ε + Γ ε
= +

π υ Γ + ε

 ξ + Γ − ε Γ − εε
+ −  Γ ε Γ επ υ  

∑





k

 (6) 

где ( )ε = ε −Λ ε , ξ  — энергетический параметр поряд-
ка ширины зоны эпитаксиального графена ( tξ  , где 
t — матричный элемент перехода электрона на бли-
жайшие соседние атомы; для изолированного графена 

2,8 эВt ≈ ). Коэффициент 1 2 перед суммированием по 
k связан с увеличением в два раза количества полюсов 
ФГ, что есть следствие суммирования по зонному ин-
дексу. Отметим, что здесь и дальше под ПС подразу-
мевается плотность состояний, приходящаяся на один 
атом углерода. В связи с этим 2

1 3 3 4S S a= = , где 
1,42 Åa ≈  — расстояние между ближайшими атомами 

углерода в графене. Величину ξ  определим из естест-
венного условия, что один атом недопированного гра-
фена содержит один электрон в 2pz-состоянии, т.е. 

( )0 1F d
ε

−ξ
ρ ε ε =∫ , где ( ) 2 2

0 1 FSρ ε = ε πυ   — ПС изо-
лированного графена, Fε  — энергия Ферми, равная 
нулю для недопированного графена. Из этого условия 
получаем 

 3tξ = π .  (7) 

Квантовая электроемкость определяется с помощью 
формулы 

 ( )2 fC e d
∞

−∞

∂
= − ρ ε ε

∂ε∫ , (8) 

где ( ) ( ){ } 1
exp 1Bf k T

−
ε = ε −µ +    есть функция рас-

пределения Ферми–Дирака, µ — химический потенци-
ал. Действительно, по определению 

 ( ) ( )2dq dq dC e e f d
d d d

∞

−∞

= = = ε −µ ρ ε ε
ϕ µ µ ∫ , 

откуда, с учетом того, что f f∂ ∂µ = −∂ ∂ε , получаем 
формулу (8). 

Таким образом, с помощью (3)–(6) можно рассчитать 
электроемкость ЭГ. В предельном случае низких тем-
ператур, когда Bk Tµ , интеграл в (6) можно рассчи-
тать аналитически. Действительно, в этом случае по-

дынтегральное выражение в (6) существенно отлично 
от нуля лишь в окрестности точки ε = µ. Следовательно, 
можно использовать разложение ( ) ( ) ( )( ).′ρ ε ≈ ρ µ +ρ µ ε −µ  
Это дает ( )2C e= ρ µ , поэтому при низких температурах 
квантовая электроемкость определяется плотностью со-
стояний ЭГ. 

3. Результаты и обсуждение 

На рис. 2–4 показаны зависимости электроемкости 
ЭГ от химического потенциала при различных значе-
ниях потенциала гибридизации для случаев металли-
ческой (рис. 2), полупроводниковой (рис. 3) и размер-
но-квантованной (рис. 4) подложек. На рисунках видно, 
что в области разрешенных энергий электроемкость 
ЭГ увеличивается с ростом химического потенциала. 
Это связано с тем, что в указанной области энергий 
подложка является дополнительным «резервуаром» для 
накопления заряда. Вблизи краев запрещенной щели 
(для полупроводниковой подложки) и вблизи уровней 
размерного квантования (в размерно-квантованной под-
ложке) имеются скачки электроемкости. Эти скачки 
связаны с тем, что вблизи этих точек имеются скачки 
плотности состояний. Здесь уместно провести анало-
гию со сверхпроводящими туннельными переходами, в 
которых имеются особенности в плотности состояний 
вблизи краев псевдощели в электронном спектре. 

Заметим, что до сих пор мы считали, что середина 
запрещенной щели gε  совпадает с точкой Дирака aε , 
от которой отсчитывалась энергия. Такая модель явля-
ется достаточно простой, и, в принципе, она подходит 
для качественных исследований. Однако есть некото-
рые особенности, связанные с несовпадением точки 
Дирака и середины запрещенной щели [25]. Поэтому 
приведем здесь результаты расчета электроемкости ЭГ 
при различных значениях g a∆ε = ε − ε . В общем случае 

Рис. 2. Зависимость квантовой электроемкости ЭГ на метал-
лической подложке от химического потенциала при различ-
ных значениях потенциала гибридизации. 

Low Temperature Physics/Физика низких температур, 2015, т. 41, № 11 1169 



З.З. Алисултанов, Д.М. Рустамова, А.М. Хабибулаева 

функция ширины квазиуровня атома углерода ЭГ оп-
ределяется следующей формулой [25]: 

 ( ) ( )( )2 1
2c

mSVΓ = Θ ∆ε − ∆ −ω +Θ ω−∆ε − ∆


. (9) 

Для политипа 6H-SiC можно сделать следующие оцен-
ки. Полагая сродство к электрону χ6H-SiC = 3,45 эВ и 
2Δ = 3 эВ, получаем, что центр запрещенной зоны в 
подложке лежит при энергии εg = χ + Δ = −4,95 эВ от-
носительно вакуума. Пусть точка Дирака ЭГ, находя-
щегося на грани 6H-SiC(0001), лежит на 0,4 эВ ниже 
уровня Ферми системы [35]. Так как при этом работа 
выхода A равна 3,75 эВ [35], получаем, что Δε = –0,8 эВ, 
т.е. точка Дирака находится на 0,8 эВ выше середины 
запрещенной зоны. Для грани 6H-SiC(0001) уровень 
Ферми совпадает с точкой Дирака, а соответствующая 
работа выхода равна 5,33 эВ [35]. Следовательно, в 
этом случае Δε = 0,38 эВ, т.е. точка Дирака лежит ниже 
середины запрещенной зоны на −0,38 эВ. Для полити-
па 4H-SiC имеем следующее. Сродство к электрону 

равно χ4H-SiC = 3,7 эВ [36], а ширина запрещенной щели 
2Δ = 3,2 эВ. Тогда εg = χ + Δ = −5,3 эВ. Полагая, что 
A = 4,5 эВ [36], получаем Δε = –0,3 эВ для 4H-SiC 
(0001) и Δε = –0,8 эВ для 4H-SiC(0001). В настоящей 
работе нас будут интересовать качественные эффекты, 
в связи с чем нас не будет интересовать количествен-
ное значение ∆ε. Плотности состояний (7) соответст-
вует функция сдвига 

Рис. 3. Зависимость квантовой электроемкости ЭГ на полу-
проводниковой подложке от химического потенциала при 
различных значениях потенциала гибридизации и нулевом 
значении ∆ε (а) и при различных значениях величины ∆ε, но 
фиксированном потенциале гибридизации (б). 

Рис. 4. Зависимость квантовой электроемкости ЭГ на раз-
мерно-квантованной металлической пленке от химического 
потенциала при различных значениях толщины пленки и 
температуры. 
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 ( ) 2 1
2 ln

mSV
ω−∆ε + ∆

Λ ω = −
ω−∆ε − ∆π

. (10) 

На рис. 3(б) приведена зависимость квантовой элек-
троемкости ЭГ при различных значениях параметра .∆ε  
Важно, что при имеющемся смещении точки миниму-
ма квантовой электроемкости сохраняется линейная 
зависимость при низких концентрациях носителей. Кро-
ме того, в указанной зависимости появляется некото-
рая асимметрия. 

Можно предложить такое, интересное на наш взгляд, 
практическое применение полученных здесь результатов. 
Пусть ЭГ допирован таким образом, что его химиче-
ский потенциал находится в непосредственной окрест-
ности края запрещенной щели подложки (или уровней 
размерного квантования в случае размерно-квантован-
ной пленки). Тогда малейшее изменение химического 
потенциала приведет к скачкообразному изменению 
электроемкости. Причиной изменения химического по-
тенциала может быть, например, адсорбция атомов на 
ЭГ. Таким образом, наблюдение резких скачков элек-
троемкости будет означать, что на ЭГ адсорбировался 
атом (если, конечно, все остальные источники измене-
ния химического потенциала отсутствуют). Тем самым 
ЭГ на щелевой подложке может рассматриваться в 
качестве чувствительного элемента в соответствующих 
устройствах. Этот эффект может быть использован, на-
пример, для создания на основе ЭГ высокочувствитель-
ных химических сенсоров, в которых измеряемой ве-
личиной является электроемкость. 

На рис. 5 показаны зависимости электроемкости 
свободного графена от химического потенциала при 
различных значениях температуры. Видно, что для боль-
ших значений химического потенциала зависимость 
очень слабая. Аналогичные исследования для ЭГ пока-
зывают, что температурная зависимость электроемкости 

последнего еще слабее. Можно сказать, что электроем-
кость ЭГ практически не зависит от температуры. Наи-
более существенная зависимость от температуры на-
блюдается при низких концентрациях. Это можно 
объяснить тем, что при температурах FkT ε  практи-
чески все носители могут эффективно покидать свои 
состояния и переходить в состояния с большей энергией 
и с другой плотностью состояний. При высокой кон-
центрации носителей FkT ε  доля носителей, кото-
рые могут покидать свои состояния, очень мала (такие 
носители локализованы в малой области вблизи уровня 
Ферми). Соответствующий вклад также оказывается 
очень малым. В случае ЭГ дополнительное взаимо-
действие с подложкой, по-видимому, накладывает до-
полнительное ограничение на возможность покидания 
состояний носителями. Это приводит к соответствую-
щему ослаблению температурной зависимости. 

Проведем теперь некоторые сравнения с экспери-
ментальными работами. Квантовая электроемкость гра-
фена экспериментально исследовалась в работе [37]. 
Было показано, что примеси приводят к повышению 
электроемкости при нулевом химическом потенциале. 
Интересно отметить, что металлическая подложка при-
водит к аналогичному эффекту (см. рис. 2). Электро-
емкость ЭГ графена на грани 6H-SiC(0001) исследована 
в [38]. Выше мы оценили, что для грани 6H-SiC(0001) 

0,8 эВ∆ε = . Соответствующая кривая для электроем-
кости приведена на рис. 3(б). На этом рисунке видно, 
что смещение точки Дирака равно примерно 0,4 эВ, 
что почти совпадает с результатом, приведенным на 
рис. 3(а) работы [38]. Это значит, что оценки 0,8 эВ∆ε =  
и 2 эВV =  вполне адекватны для исследуемой систе-
мы. Сравнение результатов работ [37,38] показывает, 
что минимальная квантовая электроемкость ЭГ немно-
го превышает эту величину для свободного графена. 
Это не следует из нашей модели. Однако эта разница 
может быть обусловлена рядом факторов, не связан-
ных непосредственно с взаимодействием с подложкой, 
например с наличием в эксперименте [37,38] заряжен-
ных примесей. 

Исследуем зависимость электроемкости от напря-
жения на затворе. Для качественных оценок рассмот-
рим случай нулевой температуры. Поскольку внутри 
запрещенной щели 0cΓ = , то в этой области имеем 

 2( )EG
ε

ρ ε =
πξ

.  
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( ) ( )2 2
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2 2
2 1

2 2 2
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F F
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F F F
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

 (11) 
Рис. 5. Зависимость квантовой электроемкости свободного 
графена от химического потенциала при различных значени-
ях температуры. 
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На рис. 6(а) приведена зависимость энергии Ферми от 
концентрации электронов. Видно, что наличие подлож-
ки приводит к ослаблению этой зависимости. Учиты-
вая, что n U , где U  — напряжение на затворе, при-
ходим к выводу, что при одном и том же напряжении 
затвора энергия Ферми свободного графена больше, чем 
энергия Ферми ЭГ. Следовательно, зависимость кван-
товой емкости от величины U  для свободного графена 
сильнее, чем для ЭГ. Другими словами, наклон кривой 
( )C U  более крутой для свободного графена. Это под-

тверждается экспериментами [37,38], результаты кото-
рых представлены на рис. 6(б). 

В работах [10,11] исследовано влияние кулонов-
ского взаимодействия на квантовую емкость графена. 
Исследование проводилось в рамках приближений 
Хартри–Фока и приближения случайных фаз. Было 
показано, что межчастичное взаимодействие приводит 

к возрастанию скорости Ферми, что в свою очередь 
сказывается на квантовой электроемкости и сжимае-
мости. Интересно исследовать влияние подложки на 
скорость Ферми. Оценим изменение скорости Ферми. 
Перенормировка спектра определяется, как известно, 
массовым оператором ( )Σ ε . Введем перенормирован-
ную энергию: 

 ( )Rek k kε = ε + Σ ε = ε   (12) 
или 
 ( )Rek k kε − Σ ε = ε = ε   , (13) 

где k b F kε = ν υ  . Беря производную по k  от выраже-
ния (3), получаем 

 ( )( )Re k k
k k

k

d dd
d dk dk

ε ε
ε − Σ ε = ε =

ε


 



, (14) 

или, учитывая, что /k Fd dkε = υ 
 , / Fd dε = υk k , получаем 

 ( )( )
1

Re
F

F

F

d
d

−

ε=ε

 υ
 = ε − Σ ε
 υ ε 



, (15) 

где Fε  — энергия Ферми графена, отсчитанная от се-
редины зоны (в случае металлической подожки) или 
середины запрещенной щели (в случае полупровод-
никовой подложки). В данном случае, как легко по-
нять, ( )ReΣ = Λ ω , ( )Im cΣ = Γ ω . Тогда для случая ме-
таллической подложки имеем 

 

12
0

2 2
2

1 mF

F m F

W V

W

−
 ρυ  = −
 υ − ε 



, (16) 

а для полупроводниковой подложки 

 

12
0

2 2
2

1F

F F

V
−

 ∆ρυ  = +
 υ ∆ − ε 



. (17) 

Следует отметить, что выражение (16) в приближе-
нии широкой зоны (модель Андерсона) дает 1.F Fυ υ =  
Далее примем, что 10 эВmW = . Как видно из (16), ско-
рость Ферми в ЭГ, сформированном на металле, увели-
чивается. Для полупроводниковой же подложки имеем 
обратный эффект — скорость Ферми уменьшается 
(см. (17)). По-видимому, здесь важную роль играет 
наличие или отсутствие щели в энергетическом спек-
тре. Необходимо также отметить, что в случае вырож-
денного полупроводника, когда Fε > ∆, мы имеем ме-
таллический случай. Необходимо отметить, что здесь 
мы полностью пренебрегали электрон-электронными 
взаимодействиями и показали, что один только факт 
взаимодействия графена с подложкой приводит к пере-
нормировке скорости Ферми. Это интересно не только 
с формальной теоретической точки зрения. В работе [39] 
был экспериментально исследован вопрос о перенор-
мировке скорости Ферми в графене, интеркалирован-

Рис. 6. Зависимость энергий Ферми свободного графена и ЭГ 
на полупроводниковой подложке от концентрации электро-
нов (а); экспериментальные результаты зависимости кван-
товой электроемкости свободного [37] и ЭГ [38] (б). На 
рис. 6(б) нулевое значение потенциала затвора соответствует 
напряжению, при котором наблюдается минимум квантовой 
электроемкости. 
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ном золотыми кластерами. В [39] было показано, что 
скорость Ферми увеличивается более чем на 20%. 
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Quantum electrical capacitance of epitaxial graphene 

Z.Z. Alisultanov, D.M. Rustamova, 
and A.M. Habibulaeva 

In a simple model we investigated quantum elec-
trical capacitance of epitaxial graphene. Electrical ca-
pacity of epitaxial graphene changes abruptly at the 
boundary between the permitted and forbidden energies. 
The case of size-quantized substrate. We obtain the 
energy, temperature and concentration dependence. 
Some of the results are in satisfactory agreement with 
the available experimental results. We discuss the re-
normalization of the Fermi velocity of the electrons of 
graphene by the substrate. 

PACS: 68.43.–h Chemisorption/physisorption: 
adsorbates on surfaces; 
72.80.Vp Electronic transport in graphene; 
73.20.At Surface states, band structure, elec-
tron density of states. 

Keywords: epitaxial graphene, quantum electrical ca-
pacitance, density of states, Green functions. 
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