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Ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé îáîñíîâàíà ýðãîäè÷íîñòü ñòàöèî-

íàðíîé â óçêîì ñìûñëå ëèíåéíîé ñëó÷àéíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ áåçãðàíè÷íî äåëèìûì

ïîðîæäàþùèì ïðîöåññîì îòíîñèòåëüíî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ, êîððåëÿöèîííîé ôóíê-

öèè, õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè è ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ç âèêîðèñòàííÿì ìåòîäó õàðàêòåðèñòè÷íèõ ôóíêö³é îá´ðóíòîâàíî åðãîäè÷í³ñòü ñòàö³îíàðíî¿
ó âóçüêîìó ðîçóì³íí³ ë³í³éíî¿ âèïàäêîâî¿ ïîñë³äîâíîñò³ ç áåçìåæíî ïîä³ëüíèì ïîðîäæóþ÷èì
ïðîöåñîì â³äíîñíî ìàòåìàòè÷íîãî ñïîä³âàííÿ, êîðåëÿö³éíî¿ ôóíêö³¿, õàðàêòåðèñòè÷íî¿ ôóíê-
ö³¿ òà ôóíêö³¿ ðîçïîä³ëó.

Ê ë þ ÷ å â û å ñ ë î â à: ëèíåéíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, áåçãðàíè÷íî äåëèìîå ðàñïðåäåëå-

íèå, õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, ýðãîäè÷íîñòü.

Ëèíåéíûå ñëó÷àéíûå ïðîöåññû, êàê ôóíêöèîíàëû îò ïðîöåññîâ ñ íåçàâèñè-

ìûìè ïðèðàùåíèÿìè, èìåþò âàæíîå ïðèêëàäíîå çíà÷åíèå â çàäà÷àõ ìàòåìà-

òè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ è îáðàáîòêè ñëó÷àéíûõ ñèãíàëîâ â ðàäèîòåõíèêå,

ãèäðîàêóñòèêå, ðàäèîôèçèêå, ãåîôèçèêå, òåõíè÷åñêîé è ìåäèöèíñêîé äèàã-

íîñòèêå, ýíåðãåòèêå [1—6].

Â [1] äåéñòâèòåëüíûé ëèíåéíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ �( )t , t� �� �( , ),

çàäàííûé â íåêîòîðîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå{ , , }� F P îïðåäåëåí òàê:

� � � 	 �( ) ( , ) ( )t t d

��

�

� , t� �� �( , ), (1)
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ãäå� �( , )t , � , t� �� �( , ) — äåéñòâèòåëüíàÿ íåñëó÷àéíàÿ ôóíêöèÿ òàêàÿ, ÷òî

� � �( , )t d � �
��

�

� , 
t; 	 �( ), �� �� �( , ), P ( ( ) )	 0 0 1
 
 — äåéñòâèòåëüíûé

ñòîõàñòè÷åñêè íåïðåðûâíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ñ íåçàâèñèìûìè ïðè-

ðàùåíèÿìè.
Â [1] ïîëó÷åíà îáùàÿ ôîðìà áåçãðàíè÷íî äåëèìîé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé

ôóíêöèè ëèíåéíîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà, ÷òî ïîçâîëÿåò îñóùåñòâëÿòü âå-
ðîÿòíîñòíûé àíàëèç ðàñïðåäåëåíèé èññëåäóåìûõ ñèãíàëîâ, èçó÷àòü âåðîÿò-
íîñòíûå ñâîéñòâà èõ ïðåîáðàçîâàíèé ëèíåéíûìè è íåëèíåéíûìè ñèñòåìàìè,
íàõîäèòü ìîìåíòíûå è êóìóëÿíòíûå ôóíêöèè âñåõ ïîðÿäêîâ, ðåøàòü çàäà÷è
èäåíòèôèêàöèè ïàðàìåòðîâ ñëó÷àéíûõ ñèãíàëîâ. Êîíñòðóêòèâíûé õàðàêòåð
ïðåäñòàâëåíèÿ ëèíåéíûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ äàåò âîçìîæíîñòü ó÷èòûâàòü
â ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ ôèçè÷åñêèé ìåõàíèçì ïîðîæ-
äåíèÿ èññëåäóåìûõ ñèãíàëîâ è ëåãêî ñòðîèòü èõ êîìïüþòåðíûå èìèòàöèîí-
íûå ìîäåëè.

Ïðè âûïîëíåíèè ïðèêëàäíîãî ñòàòèñòè÷åñêîãî àíàëèçà ñëó÷àéíûõ
ñèãíàëîâ âàæíûì è âñåãäà æåëàåìûì äëÿ èññëåäîâàòåëÿ èõ ñâîéñòâîì
ÿâëÿåòñÿ ýðãîäè÷íîñòü, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî ñîêðàòèòü íåîáõî-
äèìîå ÷èñëî íàáëþäåíèé [7—12]. Íà ïðàêòèêå, êàê ïðàâèëî, ýðãîäè÷íîñòü
ñòàöèîíàðíîãî ïðîöåññà ïîñòóëèðóåòñÿ ïåðåä âûïîëíåíèåì ýêñïåðèìåí-
òîâ. Íåêîòîðûå àâòîðû [13] ïðåäëàãàþò èñïîëüçîâàòü ìåòîäû ïðîâåðêè
ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç îòíîñèòåëüíî ýðãîäè÷íîñòè ïðîöåññà.

Ïîêàæåì, ÷òî ýðãîäè÷íîñòü ñòàöèîíàðíîãî ëèíåéíîãî ïðîöåññà ÿâ-
ëÿåòñÿ õàðàêòåðíûì ñâîéñòâîì äëÿ ýòîé ìîäåëè. Èíûìè ñëîâàìè, åñëè â
íåêîòîðîé ïðèêëàäíîé çàäà÷å óñòàíîâëåíî, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ
èññëåäóåìîãî ñèãíàëà ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíûé ëèíåéíûé ïðîöåññ, òî îòñþ-
äà ñëåäóåò, ÷òî ýòîò ñèãíàë ýðãîäè÷åí, è ïîýòîìó ñòàíîâÿòñÿ íåíóæíûìè
äîïîëíèòåëüíûå ãèïîòåçû èëè òåñòû. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ýðãîäè÷åñêèå
ñâîéñòâà âàæíû è äëÿ ïðèêëàäíûõ ïðèìåíåíèé ëèíåéíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ
ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ [6, 14], ãäå ñòàöèîíàðíûìè (è ýðãîäè÷åñêèìè) áóäóò
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îòñ÷åòîâ òàêèõ ïðîöåññîâ, âûáèðàåìûå ÷åðåç ïåðèîä.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ îáùåé ýðãîäè÷åñêîé òåîðèè ñòàöèîíàðíûå ñëó÷àéíûå
ïðîöåññû ïîðîæäàþòñÿ äèíàìè÷åñêèìè ñèñòåìàìè, ïðèíàäëåæàùèìè êëàññó
àâòîìîðôèçìîâ ïðîñòðàíñòâ ñ ìåðîé [15]. Ýðãîäè÷åñêèå ñâîéñòâà äèíàìè-
÷åñêèõ ñèñòåì èìåþò âàæíîå çíà÷åíèå â ôèçèêå, áèîëîãèè, õèìèè [15],
òåõíèêå (â ÷àñòíîñòè, â ýíåðãåòèêå). Ïîýòîìó èñïîëüçîâàíèå ýðãîäè÷åñêèõ
ëèíåéíûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî èëè êîìïüþòåðíîãî
ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì òàêæå ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé çàäà÷åé.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïðè îñóùåñòâëåíèè ñòàòèñòè÷åñêîãî àíàëèçà ñëó-

÷àéíûõ ñèãíàëîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì öèôðîâûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñðåäñòâ èñ-
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ïîëüçóåòñÿ âàðèàíò ìîäåëè (1) ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì — ëèíåéíàÿ ñëó-

÷àéíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñâîéñòâà êîòîðîé òåñíî ñâÿçàíû ñî ñâîéñò-

âàìè ëèíåéíîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì.

Äåéñòâèòåëüíîé ëèíåéíîé ñëó÷àéíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ (ËÑÏ) � t ,

t Z� , áóäåì íàçûâàòü ñëó÷àéíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âèäà

� � �� �
�
�

t t

�

�

� , , (2)

ãäå � �, t , t, ��Z — äåéñòâèòåëüíàÿ íåñëó÷àéíàÿ ôóíêöèÿ (ÿäðî ËÑÏ),

óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ � �
�
�

, t

�

�

� � �, 
 �t Z; �� , ��Z, — ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü äåéñòâèòåëüíûõ íåçàâèñèìûõ áåçãðàíè÷íî äåëèìûõ ñëó÷àéíûõ

âåëè÷èí.

Êðîìå òîãî, áóäåì ñ÷èòàòü �� , ��Z, ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ îäèíàêîâî

ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ êîíå÷íîé äèñïåðñèåé D� �� 
 � �2 .

Âìåñòå ñ � �
�
�

, t

�

�

� � �, 
 �t Z, óêàçàííûå óñëîâèÿ ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íûìè

äëÿ ñõîäèìîñòè ðÿäà (2) ïðè ëþáîì t êàê ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà, òàê è â

ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîì ñìûñëå.

Åñëè â (2) � �� �, t t
 � , òî ËÑÏ ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíîé â óçêîì ñìûñëå

(è äàëåå âñþäó ïîíÿòèå ñòàöèîíàðíîñòè ðàññìàòðèâàåòñÿ â óçêîì ñìûñëå):

� � � � �� �
�
�

� �
�
�

t t t
 
�
�

�

�
�

�

� � , (3)

ãäå � �
�
��

�

� � �.

Îñíîâíîé çàäà÷åé â äàííîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ îáîñíîâàíèå ýðãîäè÷åñ-
êèõ ñâîéñòâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (3). Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì íåîáõîäèìûå
ñâîéñòâà ËÑÏ, ïîíÿòèÿ, ñâÿçàííûå ñ ýðãîäè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè ñòàöèî-
íàðíûõ ñëó÷àéíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, à òîãäà ïîêàæåì, ÷òî îíè ÿâ-
ëÿþòñÿ õàðàêòåðíûìè äëÿ ËÑÏ (3).

Ñâîéñòâà ëèíåéíûõ ñëó÷àéíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Ïîñêîëüêó
�� , ��Z, — ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ áåçãðàíè÷íî äåëèìûì ðàñïðåäåëåíèåì è êîíå÷íîé
äèñïåðñèåé � 2, îíà çàäàåòñÿ îäíîìåðíîé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé â
ôîðìå À. Í. Êîëìîãîðîâà [16]:

f u Me iau e iux
dK x

x

iu iux
�

��( ) exp ( )
( )


 
 � � �
�

�
�

�

�
�

��

�

� 1
2

, u� �� �( , ), i 
 �1,

Ýðãîäè÷åñêèå ñâîéñòâà ëèíåéíûõ ïðîöåññîâ â çàäà÷àõ

ISSN 0204–3572. Ýëåêòðîí. ìîäåëèðîâàíèå. 2010. Ò. 32. ¹ 1 5



ãäå a M
 �� ; K x( ), x� �� �( , ), — íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ ñ îãðàíè÷åííîé

âàðèàöèåé, òàêàÿ, ÷òî K ( )�� 
0, K dK x D( ) ( )� 
 

��

�

� � 
��
2.

Îäíîìåðíàÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ËÑÏ (2) èìååò âèä

f u t Me f uiu
t

t
�

�
� �

�
�

�( ; ) ( ),
 
 

�

�

�


 � � �
�

�

�

�

� �exp ( )
( )

, ,
,iau e iux

dK x

x
t

iux
t

t� ��
�
� �
�

�
�

� 1
2

��

�

�
�

�
�

�

�
� (4)

(áåñêîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé â (4) ñõîäèòñÿ

ðàâíîìåðíî ïî u â êàæäîì êîíå÷íîì èíòåðâàëå ê õàðàêòåðèñòè÷åñêîé

ôóíêöèè f u t�( ; )
t, ïîñêîëüêó ðÿä (2) ñõîäèòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà).

Ñîîòâåòñòâåííî m-ìåðíàÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ËÑÏ (2) èìååò

âèä

f u u u t t t M i um m k t

k

m

k� �( , ,..., ; , , ..., ) exp1 2 1 2

1



�

�
��

�



�

�
�� 


�

�
��

�

�
�� 



�

�

�� f uk t

k

m

k� �
�
�

� ,

1


 � � �

 �

�

�

� �

� � � 
exp ,

,

ia u e ik

k

m

t

ix u

k

k tk
k

m

1

1 1� �
�
� �
�

��
x u

dK x

x
k t

k

m

k
� �,

( )


��

�

��
�

�

�
�

�

�

�
�

�

�
�
�

�

�
�
�1

2
. (5)

Èç (4) ïðè� �� �, t t
 � ïîëó÷èì îäíîìåðíóþ õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ

ËÑÏ (3):

f u iau eiux
� �

�
� �
�

�� �( ) exp (
 � �
�

�
�

�

�

�

�

��

�

� � � 1� �
��

iux
dK x

x
� � )

( )
2

. (6)

Äàëåå íàì ïîòðåáóåòñÿ òàêæå äâóìåðíàÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ

ñòàöèîíàðíîé ËÑÏ (3). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî � �� �, t t
 � , èç (5) ïîëó÷àåì:

f u u s ia u u e
ix u u

� �
�
� �
�

�� �( , ; ) exp ( ) (
(

1 2 1 2
1
 � �

�

�

�

�
�� � 2 1
�� � � �

�

�
�

��

�

� s )

� � �
��


 ��ix u u
dK x

x
s t ts( ))

( )
,1 2 2 2 1� �� � . (7)
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Èç (6) è (7) íàõîäèì ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è êîððåëÿöèîííóþ ôóíê-

öèþ ËÑÏ (3):

M a� �� �
�
�


 

�

�

� const, R s Zs s
 ��
�

�

�� � �� �
�
�

2 , .

Ýðãîäè÷åñêèå ñâîéñòâà ñòàöèîíàðíûõ ËÑÏ. Çàäà÷à èçó÷åíèÿ ñòàöèî-

íàðíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì çàäà÷è èçó÷åíèÿ

ñîõðàíÿþùèõ ìåðó îáðàòèìûõ ïðåîáðàçîâàíèé (àâòîìîðôèçìîâ) íåêîòîðîãî

ïðîñòðàíñòâà ñ ìåðîé [17]. Ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ ýðãîäè÷íîñòü ñòàöèîíàðíûõ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ãëóáîêî èçó÷åíà [17—23]. Îáîáùàÿ òåîðåòèêî-âåðîÿò-

íîñòíûé ñìûñë ýòèõ ðåçóëüòàòîâ ìîæíî äàòü ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü � t , t Z� , — ñòàöèîíàðíàÿ ñëó÷àéíàÿ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü, çàäàííàÿ â íåêîòîðîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå { , , }� F P

ñî çíà÷åíèÿìè â èçìåðèìîì ïðîñòðàíñòâå{ , }X B (ãäå B — �-àëãåáðà áîðå-

ëåâñêèõ ìíîæåñòâ èç X); f x x xm( , , ..., )1 2 , m�1, — íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ,

èçìåðèìàÿ â { , }X Bm m , ïðè÷åì ñóùåñòâóåò ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå

Mf t t tm
( , ,..., )� � �

1 2
� �, 
 �t t t Zm1 2, ,..., .

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü � t , t Z� , íàçûâàåòñÿ ýðãîäè÷åñêîé, åñëè äëÿ ëþ-

áîé ôóíêöèè f x x xm( , ,..., )1 2 , óäîâëåòâîðÿþùåé óêàçàííûì âûøå óñëî-

âèÿì, ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà

lim ( , , ..., ) ( , , .
n

t

n

t t t t t t t t
n

f Mf
m �



� � �� 


1

1
1 2 1 2
� � � � � .., )� tm

,
 �t t t Zm1 2, ,..., . (8)

Çàìå÷àíèÿ. 1. Åñëè � t , t Z� , — äåéñòâèòåëüíûé ïðîöåññ, òî X R
 . Íî

ïîñêîëüêó äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü òàêæå êîìïëåêñíîçíà÷íûå ôóíêöèè

f x x xm( , ,..., )1 2 , áóäåì ïîëàãàòü X C
 .

2. Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ñõîäèìîñòü â (8) è â ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîì

ñìûñëå, êàê ýòî ñäåëàíî, íàïðèìåð, â [9]. Òîãäà íàäî äîïîëíèòåëüíî òðå-

áîâàòü ñóùåñòâîâàíèÿ M f t t tm
( , , ..., )� � �

1 2

2
� �, 
 �t t t Zm1 2, ,..., . Áóäåì,

ïî âîçìîæíîñòè, ðàññìàòðèâàòü îáà òèïà ñõîäèìîñòè (ñ âåðîÿòíîñòüþ åäè-

íèöà è â ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîì ñìûñëå), èñïîëüçóÿ ñëåäóþùèå îáîçíà-

÷åíèÿ: lim
n

n a
 �


� ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà; lim
n

n a
 �


� ñ âåðîÿòíîñòüþ åäè-

íèöà è â ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîì ñìûñëå; lim
n

n a
 �


� â ñðåäíåêâàäðàòè÷åñ-

êîì ñìûñëå.

Â ïðèêëàäíûõ èññëåäîâàíèÿõ ÷àñòî èíòåðåñóþòñÿ òîëüêî òàêèìè
ôóíêöèÿìè f x x xm( , ,..., )1 2 , êîòîðûå ïîçâîëÿþò èçó÷àòü ýðãîäè÷íîñòü îò-
íîñèòåëüíî ÷àñòíûõ âåðîÿòíîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè� t

[7, 10—12].
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Îïðåäåëåíèå. Ñòàöèîíàðíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü � t , t Z� , íàçûâàåòñÿ

ýðãîäè÷åñêîé îòíîñèòåëüíî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ M t� , åñëè ñ âå-

ðîÿòíîñòüþ åäèíèöà

lim
n

t

n

t t
n

M
 �



� 


1

1

� � .

Çäåñü äëÿ (8) m
1, f x x( ) 
 , t1 0
 .

Îïðåäåëåíèå. Ñòàöèîíàðíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü � t , t Z� , íàçûâàåò-

ñÿ ýðãîäè÷åñêîé îòíîñèòåëüíî êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè R Ms t
 �(( �
� ��M Mt t s t� � �) ( )), s Z� , åñëè ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà

lim ( ) ( )
n

t

n

t t t s t s
n

M M R
 �



�� � � 


1

1

� � � � .

Çäåñü äëÿ (8) m
2, f x x x M x Mt t( , ) ( ) ( )1 2 1 2
 � �� � , t1 0
 , t s2 
 .

Îïðåäåëåíèå. Ñòàöèîíàðíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü � t , t Z� , íàçûâàåòñÿ

ýðãîäè÷åñêîé îòíîñèòåëüíî îäíîìåðíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F y�( ) 


 �P yt( )� , y R� , åñëè ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà

lim ( ) ( )
n

t

n

t
n

U y F y
 �



� � 


1

1

� � , U y
y

y
( )

, ,

, ,



!

"
#
$
%

0 0

1 0

ãäåU y( ) — ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà (äëÿ (8) çäåñü m
1, f x U y x( ) ( )
 � , t1 0
 ).

Îïðåäåëåííûå âûøå ïîíÿòèÿ ýðãîäè÷íîñòè ìîãóò áûòü ðàññìîòðåíû

òàêæå â ñìûñëå ñõîäèìîñòè â ñðåäíåì êâàäðàòè÷åñêîì [7, 10 — 12].

Ïîíÿòíî, ÷òî ñóùåñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ÿâëÿþùèåñÿ ýðãîäè÷åñêè-

ìè, íàïðèìåð, îòíîñèòåëüíî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ, íî íå ýðãîäè÷åñ-

êèìè îòíîñèòåëüíî êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè [10, 11] (è òåì áîëåå íå

ýðãîäè÷åñêèìè â ñëó÷àå (8)).

Ýðãîäè÷íîñòü ñòàöèîíàðíîé ËÑÏ îòíîñèòåëüíî ìàòåìàòè÷åñêîãî

îæèäàíèÿ è êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü � t , t Z� , — ñòàöèîíàðíàÿ ËÑÏ (3) ñ M a�� 
 è

D � �� 
 � �2 . Òîãäà

lim
n

t

n

t t
n

M
 �



� 


1

1

� �

ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà è â ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîì ñìûñëå.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîñêîëüêó �1, t Z� , îïðåäåëåíà â âèäå (3), òî

lim lim lim
n

t

n

t
n

t

n

t
nn n �



 �


 �

�

�
 �

� � �
 

1 1

1 1

� � � ��
�
�

� �
�
�

��
�

�



�� � 


1

1n t

n

t
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�

�

 �



�� �� ��
�
�

�lim
n

t

n

t
n

1

1

.

Òîãäà lim
n

t

n

t
n

a
 �



�� 


1

1

� � , 
�, ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà è â ñðåäíåêâàäðàòè-

÷åñêîì ñìûñëå. Ïîýòîìó lim
n

t

n

t t
n

a M
 �


 �

�

� �
 

1

1

� � ��
�
�

ñ âåðîÿòíîñòüþ åäè-

íèöà è â ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîì ñìûñëå.

Òàêèì îáðàçîì, ñòàöèîíàðíàÿ ËÑÏ (3) ÿâëÿåòñÿ ýðãîäè÷åñêîé îòíîñè-

òåëüíî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü � t , t Z� , — ñòàöèîíàðíàÿ ËÑÏ (3) ñ M a�� 
 è

D� �� 
 � �2 . Òîãäà ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà

lim ( ) ( )
n

t

n

t t t s t s
n

M M R
 �



�� � � 


1

1

� � � � , s Z� ,

ãäå Rs — êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè � t .

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îáîçíà÷èì& � � � �t s t t t s tM M, ( ) ( )
 � �� . Òîãäà

& � � � � �

� 
� 
�

t s k

k

t k k

k

l

l

t s la, 
 �
�

�
��

�

�
�� �

�

�

�
�

�

�

�

� �� � � a l

l

�

��

�

�
�

�
��

�

�
�� 




�

�
��

�

�
��
�

�
��

�

�
�� 


�

�

�
�

�

� �� �� � � � �

� 
� 


k

k

t k l

l

t s l k

l

� �

�
�

� � �
�

�

�

�

� � ��� l

k

t k t s l

� �

,

lim lim,
n

t

n

t s
n

t

n

k

l

l

k

t
n n �



 �

 �

�

�

�

� � ��

1 1

1 1

& � � �

�
�

�

� � � 
k t s l�
�




 �

�

 �
�

�

� � �� ��
k

k l
n

t

n

l

t k t s l
n� 

�

� � � �lim
1

1

� �

,

ãäå � � �� � �

� �


 � 
a M( )0 .

Îáîçíà÷èì
~
� 
� �t t k t s l

� �

� � � . Ïðè ôèêñèðîâàííûõ k, s, l
~
�t , t Z� , — ÿâëÿåò-

ñÿ ñòàöèîíàðíîé ñëó÷àéíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ, ïðè÷åì, åñëè s l k
 � , òî

M t

~
� �
 2, à ïðè s l k' � M t

~
� 
0. Ïîñêîëüêó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâè-

ñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ÿâëÿåòñÿ ýðãîäè-

÷åñêîé [17, 18, 21], òî ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà lim
n

t

n

t k t s l
n �

� � �� 

1

1

2




� � �
� �

,
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åñëè s l k
 � , è lim
n

t

n

t k t s l
n �

� � �� 

1

0
1


� �
� �

, åñëè s l k' � . Òàêèì îáðàçîì, ñ

âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà

lim ,
n

t

n

t s

k

k k s s
n

R
 �


 �

�

�� �
 

1

1

2


 �

& � � � .

Çàìå÷àíèå. Åñëè ñóùåñòâóåò M ��
4 � �,
�, òî òåîðåìà 2 ñïðàâåäëèâà

òàêæå â ñìûñëå ñõîäèìîñòè â ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì, ò. å.

lim
n

t

n

t t t s t s
n

M M R
 �



�� � � 


1

1

( ) ( )� � � � .

Ñëåäîâàòåëüíî, ñòàöèîíàðíàÿ ËÑÏ ýðãîäè÷íà îòíîñèòåëüíî êîððåëÿöèîí-
íîé ôóíêöèè.

Ýðãîäè÷íîñòü ñòàöèîíàðíîé ËÑÏ îòíîñèòåëüíî õàðàêòåðèñòè÷åñ-

êîé ôóíêöèè. Âûøå ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëèíåéíûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ
ñóùåñòâóþò îáùèå èçîáðàæåíèÿ èõ áåçãðàíè÷íî äåëèìûõ õàðàêòåðèñòè÷åñ-
êèõ ôóíêöèé. Íî ïîëó÷èòü â ÿâíîì âèäå âûðàæåíèÿ äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ
ôóíêöèé è ïëîòíîñòåé ðàñïðåäåëåíèÿ èëè äàæå âûðàçèòü â êîíå÷íîé ôîðìå
ýòè ôóíêöèè ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå èëè èçâåñòíûå ñïåöèàëüíûå ôóíêöèè íå
óäàåòñÿ [1] (êðîìå ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ, íàïðèìåð, ãàóññîâñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ).
Ïîýòîìó â çàäà÷àõ âåðîÿòíîñòíîãî, à òàêæå ñòàòèñòè÷åñêîãî àíàëèçà íåãàóñ-
ñîâñêèõ ëèíåéíûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ ìåòîä õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé
èãðàåò îñíîâíóþ ðîëü.

Îïðåäåëåíèå. Ýìïèðè÷åñêîé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé (ÝÕÔ)
ñòàöèîíàðíîé ñëó÷àéíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè � t , t Z� , íàçûâàåòñÿ ñòà-
òèñòèêà âèäà

� ( )f u
n

en

t

n
iu t




�1

1

� , u� �� �( , ), i 
 �1.

ÝÕÔ èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îöåíèâàíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé ñëó-

÷àéíûõ âåëè÷èí è ïðîöåññîâ, à òàêæå èõ ïàðàìåòðè÷åñêîé èäåíòèôèêàöèè

â ðàçíîîáðàçíûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ [24, 25]. Îäíàêî, ñâîéñòâà ýðãî-

äè÷íîñòè ïðè ýòîì ïðîñòî ïîñòóëèðóþòñÿ. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî Mf un
� ( ) 



 
Me f uiu t�
�( ), ò. å. ÝÕÔ ÿâëÿåòñÿ íåñìåùåííîé îöåíêîé õàðàêòåðèñòè-

÷åñêîé ôóíêöèè f u�( ) ñòàöèîíàðíîé ñëó÷àéíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü � t , t Z� , — ñòàöèîíàðíàÿ ËÑÏ (3) ñ M a�� 
 è

D� �� 
 � �2 . Òîãäà lim � ( ) ( )
n

nf u f u
 �


 � äëÿ ëþáîãî u ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíè-

öà â ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîì ñìûñëå.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî lim
n

nf u f u
 �


� ( ) ( )� .

Äèñïåðñèÿ ÝÕÔ êîìïëåêñíîçíà÷íîé ôóíêöèè äëÿ ëþáîãî u èìååò âèä

Df u M f u f u f u f u M f u fn n n n n
� ( ) ( � ( ) ( )) ( � ( ) ( )) ( � ( ) � (
 � � 
� � u f u)) ( )� �

2
.

Ñ ó÷åòîì (6) çàïèøåì

f u f u f u f u f u� � � � �( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 
 
 � 



 � � �
��

�

�
� 


�

�
�

��

�

� �exp ( )
( )

�
�

� �� �e e
dK x

x

iux iux 2
2


 � �
��

�

�
�

�

�

��

�

� �exp (cos ( ) )
( )

2 1
2

�
�
��ux

dK x

x
. (9)

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñîîòíîøåíèå

M f u f u
n

M iun n

t

n

t

n

t t( � ( ) � ( )) exp[ ( )]
 �

 

� �1

2
1 11 2

1 2
� � .

Ïîñêîëüêó � t ñòàöèîíàðíà, îáîçíà÷èì � �M iu f u st texp ( ) ( ; )� � �1 2
� 
 ( ,

s t t
 �2 1 . Ó÷èòûâàÿ, ÷òî M iu M iut t t texp[ ( )] exp[ ( )]� � � �
1 2 2 1
� 
 � , à òàêæå

� �M iu t texp ( )� �
1 2

1� 
 ïðè t t1 2
 , ïîëó÷àåì

M f u f u
n

n s

n
f u sn n

s

n

( � ( ) � ( )) Re ( ; )
 �
��

�
��

�

�
��




�

�1
1 2

1

1

(� . (10)

Ïîñêîëüêó f u s f u u s(� �( ; ) ( ; ; )
 � , ñ ó÷åòîì (7) çàïèøåì

f u s e iux
dKiux

s
s

(�
�
�

� �
� �

� � � �( ; ) exp ( ( ))( )
 � � �
�

�
�

�� � 1
( )x

x 2

�
��

�

�
�

��

�

� .

Îáîçíà÷èì

) ( ) ( )
( )

u e iux
dK x

x

iux
 � �
��

�

� 1
2

.

Ôóíêöèÿ) ( )u ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé ïî u R� , ïðè÷åì) ( )0 0
 .

Ïîñêîëüêó � �
�
�

� �
�

�

� , òî � �  0 ïðè �  �. Îòñþäà ñëåäóåò

lim ( ( )) ( ( ) ( ))
s

su u u
 �


 �

�

�

 �

�

� �� 
 � �
� �

� �
� �

� �) � � ) � ) � ,
u.

Ýðãîäè÷åñêèå ñâîéñòâà ëèíåéíûõ ïðîöåññîâ â çàäà÷àõ

ISSN 0204–3572. Ýëåêòðîí. ìîäåëèðîâàíèå. 2010. Ò. 32. ¹ 1 11



Òàêèì îáðàçîì,
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ñëåäóåò, ÷òî lim ( � ( ) � ( )) lim Re ( ; )
n

n n
n

s

n

nsM f u f u a f u s f
 �  �
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�
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. Ïîýòîìó

lim � ( )
n

nD f u
 �


0,
u, îòêóäà ïîëó÷àåì ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà l.i.m.
n

nf u
 �


� ( )


 f u�( ), 
u. Ñîãëàñíî Lr -ýðãîäè÷åñêîé òåîðåìå [19] èç l.i.m.
n

nf u f u
 �


� ( ) ( )�

ñëåäóåò, ÷òî lim
n

nf u f u
 �


� ( ) ( )� ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà.

Òàêèì îáðàçîì, ñòàöèîíàðíàÿ ËÑÏ (3) ýðãîäè÷íà îòíîñèòåëüíî õàðàê-

òåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè è ÝÕÔ — åå ñîñòîÿòåëüíàÿ îöåíêà. Èç ýðãîäè÷-

íîñòè ñòàöèîíàðíîé ËÑÏ îòíîñèòåëüíî õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè ñëå-

äóåò åå ýðãîäè÷íîñòü îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ.

Çàìå÷àíèÿ. 1. Ñóòü ïîëó÷åííîãî ñîîòíîøåíèÿ (11) ñîñòîèò â òîì, ÷òî

õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû � �t t s1 2
� � ïðè s �

ñòðåìèòñÿ ê õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè ñèììåòðèçîâàííîé [19] ñëó÷àé-

íîé âåëè÷èíû, ò.å. ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû � t1
è � t s2�

ïðè s � ñòàíîâÿòñÿ

àñcèìïòîòè÷åñêè íåçàâèñèìûìè.

2. Î÷åâèäíî, ÷òî ëþáàÿ ðåàëèçàöèÿ ñòàòèñòèêè � ( )f un ÿâëÿåòñÿ õàðàêòå-

ðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé. Ïîýòîìó èç ðàâåíñòâà lim � ( ) ( )
n

nf u f u
 �


 � , 
u, ñ âå-

ðîÿòíîñòüþ åäèíèöà ñëåäóåò òàêæå, ÷òî ýòà ñõîäèìîñòü ñ âåðîÿòíîñòüþ

åäèíèöà ðàâíîìåðíà ïî u â ëþáîì êîíå÷íîì èíòåðâàëå.
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Âûâîäû. Íà îñíîâå àíàëèçà ñâîéñòâ ñòàöèîíàðíîé ëèíåéíîé ñëó÷àé-

íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìåòîäîì õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé ïîëó÷åíû

ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.

1. Îáîñíîâàíà ýðãîäè÷íîñòü ñòàöèîíàðíîé ëèíåéíîé ñëó÷àéíîé ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè îòíîñèòåëüíî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ è êîððåëÿöèîí-

íîé ôóíêöèè.

2. Ïîëó÷åíî âûðàæåíèå äëÿ äèñïåðñèè ýìïèðè÷åñêîé õàðàêòåðèñòè-

÷åñêîé ôóíêöèè ñòàöèîíàðíîé ëèíåéíîé ñëó÷àéíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè,

÷åì îáîñíîâàíà åå ýðãîäè÷íîñòü îòíîñèòåëüíî õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíê-

öèè è ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ.

3. Îñíîâíîå ïðèêëàäíîå çíà÷åíèå ïîëó÷åííûõ ýðãîäè÷åñêèõ ñâîéñòâ

ñîñòîèò â âîçìîæíîñòè îñóùåñòâëåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîãî îöåíèâàíèÿ âå-

ðîÿòíîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê ñòàöèîíàðíîé ëèíåéíîé ñëó÷àéíîé ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè (ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ, õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé, ìî-

ìåíòíûõ ôóíêöèé) ñ èñïîëüçîâàíèåì óñðåäíåíèÿ ïî âðåìåíè.

Using a characteristic function method the ergodicity with respect to mathematical expectation,
correlation function, characteristic function and distribution function of strongly stationary linear
random sequence driven by infinitely divisible innovations has been proven.
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ÔÐÈÇ Ìèõàèë Åâãåíüåâè÷, êàíä. òåõí. íàóê, äîöåíò êàôåäðû êîìïüþòåðíûõ íàóê Òåðíî-

ïîëüñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî òåõíè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà èì. È. Ïóëþÿ, êîòîðûé îêîí÷èë â

1996 ã. Îáëàñòü íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé — ìàòåìàòè÷åñêîå è êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå,

ñòàòèñòè÷åñêàÿ îáðàáîòêà ñèãíàëîâ, èíôîðìàöèîííî-èçìåðèòåëüíûå ñèñòåìû.

ÙÅÐÁÀÊ Ëåîíèä Íèêîëàåâè÷, ä-ð òåõí. íàóê, ïðîôåññîð êàôåäðû èíôîðìàöèîííî-èçìåðè-

òåëüíûõ ñèñòåì Íàöèîíàëüíîãî àâèàöèîííîãî óíèâåðñèòåòà. Â 1961 ã. îêîí÷èë Õàðüêîâñêèé

àâèàöèîííûé èí-ò. Îáëàñòü íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé — ñòàòèñòè÷åñêàÿ òåîðèÿ ñèãíàëîâ è

ñèñòåì, òåîðèÿ èçìåðåíèé.
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