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Îá îäíîé îáðàòíîé çàäà÷å Ñòåôàíà
äëÿ ôàçîâîãî ïðåâðàùåíèÿ â òâåðäûõ òåëàõ

Ðàññìîòðåí ïðîöåññ äèôôóçèîííîãî ôàçîâîãî ïðåâðàùåíèÿ, îïèñûâàåìûé íåëèíåéíîé
ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ñ ïîäâèæíîé ãðàíèöåé.
Ïîñòàâëåíà îáðàòíàÿ çàäà÷à ïî îïðåäåëåíèþ êîíöåíòðàöèè ðàñòâîðåííîãî âåùåñòâà íà
âíåøíåé ïîâåðõíîñòè ðàññìàòðèâàåìîãî îáúåìà, îáåñïå÷èâàþùåé ïåðåìåùåíèå ïîä-
âèæíîé ãðàíèöû ïî çàäàííîìó çàêîíó. Ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ âûïðÿìëåíèÿ ôðîíòîâ è
ðàçíîñòíîé àïïðîêñèìàöèè ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à ñâåäåíà ê äâóì ðàçíîñòíûì çàäà÷àì.
Ïðåäëîæåí âû÷èñëèòåëüíûé àëãîðèòì äëÿ ðåøåíèÿ ïîëó÷åííûõ ðàçíîñòíûõ çàäà÷.

Ê ë þ ÷ å â û å ñ ë î â à: äèôôóçèîííîå ôàçîâîå ïðåâðàùåíèå, ïîäâèæíàÿ ãðàíèöà ðàçäåëà
ôàç, ìåòîä âûïðÿìëåíèÿ ôðîíòîâ, ðàçíîñòíûé ìåòîä.

Ðîçãëÿíóòî ïðîöåñ äèôóç³éíîãî ôàçîâîãî ïåðåòâîðåííÿ, îïèñóâàíèé íåë³í³éíîþ ñèñòå-
ìîþ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü ó ÷àñòèííèõ ïîõ³äíèõ ç ðóõîìîþ ìåæåþ. Ïîñòàâëåíî
çâîðîòíþ çàäà÷ó ùîäî âèçíà÷åííÿ êîíöåíòðàö³¿ ðîç÷èíåíî¿ ðå÷îâèíè íà çîâí³øí³é ïî-
âåðõí³ ðîçãëÿäóâàíîãî îá’ºìó, ÿêà çàáåçïå÷óº ïåðåì³ùåííÿ ðóõîìî¿ ìåæ³ çà çàäàíèì
çàêîíîì. Çà äîïîìîãîþ ìåòîä³â âèïðÿìëÿííÿ ôðîíò³â òà ð³çíèöåâî¿ àïðîêñèìàö³¿ ïîñ-
òàâëåíó çàäà÷ó çâåäåíî äî äâîõ ð³çíèöåâèõ çàäà÷. Çàïðîïîíîâàíî îá÷èñëþâàëüíèé àëãî-
ðèòì äëÿ ðîçâ’ÿçêó îòðèìàíèõ ð³çíèöåâèõ çàäà÷.

Ê ë þ ÷ î â ³ ñ ë î â à: äèôóç³éíå ôàçîâå ïåðåòâîðåííÿ, ðóõîìà ìåæà ðîçä³ëåííÿ ôàç, ìåòîä
âèïðÿìëÿííÿ ôðîíò³â, ð³çíèöåâèé ìåòîä.

Èçâåñòíî, ÷òî â òâåðäûõ òåëàõ ìîãóò áûòü ðåàëèçîâàíû ôàçîâûå ïðåâðà-

ùåíèÿ äâóõ òèïîâ: áåçäèôôóçèîííûå, ïðîèñõîäÿùèå áåç èçìåíåíèÿ õèìè-

÷åñêîãî ñîñòàâà è íå ñâÿçàííûå ñ äèôôóçèîííûì ïåðåðàñïðåäåëåíèåì

êîìïîíåíòîâ, è äèôôóçèîííûå, ïðè êîòîðûõ ëèìèòèðóþùèì çâåíîì ïðî-

öåññà ÿâëÿåòñÿ ïåðåíîñ ïðèìåñè [1—4]. ×àñòî ìîäåëü ïðîöåññîâ äèôôó-

çèîííîãî ôàçîâîãî ïðåâðàùåíèÿ â òâåðäûõ òåëàõ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

çàäà÷è Ñòåôàíà ñ îäíîé èëè äâóõôàçíîé çîíîé [1,2]. Ïðè ôîðìóëèðîâàíèè

çàäà÷è Ñòåôàíà ñ äâóõôàçíîé çîíîé ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è

ñâîäèòñÿ ê äâóì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ
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ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè, îïèñûâàþùèìè äèôôóçèþ â

ïåðâîé è âî âòîðîé ôàçàõ, è óðàâíåíèþ ìàòåðèàëüíîãî áàëàíñà íà ãðàíèöå

ðàçäåëà ôàç. Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è, ò.å. ðàñïðåäåëåíèå êîíöåíòðàöèè ðàñò-

âîðåííîãî âåùåñòâà â ôàçàõ è ïîëîæåíèå ãðàíèöû ðàçäåëà ôàç, îïðåäå-

ëåíû â îñíîâíîì àíàëèòè÷åñêèìè ìåòîäàìè ïðè ïîñòîÿííûõ êîýôôèöèåí-

òàõ äèôôóçèè, ãðàíè÷íûõ è íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ. Îäíàêî àíàëèç ðåàëüíûõ

ïðîöåññîâ ôàçîâîãî ïðåâðàùåíèÿ ïîêàçûâàåò, ÷òî óñëîâèÿ ïðîòåêàíèÿ ýòèõ

ïðîöåññîâ ÷àñòî òàêîâûìè íå ÿâëÿþòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðèìåíåíèå ðåçóëü-

òàòîâ òàêèõ àíàëèòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé ìîæåò ïðèâåñòè ê ïîëó÷åíèþ íå-

âåðíûõ îöåíîê ïàðàìåòðîâ äèôôóçèîííîãî ôàçîâîãî ïðåâðàùåíèÿ.

Íåîáõîäèìî çàìåòèòü, ÷òî ýôôåêòèâíîñòü ïðîöåññîâ ôàçîâîãî ïðå-

âðàùåíèÿ âî ìíîãîì çàâèñèò îò çàêîíà ïåðåìåùåíèÿ ïîäâèæíîé ãðàíèöû

ðàçäåëà ôàç. Â ñâÿçè ñ ýòèì âàæíîé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à ðåãóëèðîâàíèÿ äâèæå-

íèÿ ïîäâèæíîé ãðàíèöû ðàçäåëà ôàç â äèôôóçèîííûõ ôàçîâûõ ïðåâðà-

ùåíèÿõ. Ïðåäëàãàåòñÿ ïðîáëåìó ðåãóëèðîâàíèÿ äâèæåíèÿ ãðàíèöû ðàç-

äåëà äâóõ ôàç ïðåäñòàâëÿòü êàê ãðàíè÷íóþ îáðàòíóþ çàäà÷ó äëÿ ñèñòåìû

óðàâíåíèé äèôôóçèîííîãî ôàçîâîãî ïðåâðàùåíèÿ.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ðàññìîòðèì ïðîöåññ äèôôóçèîííîãî ôàçîâîãî

ïðåâðàùåíèÿ â êîíå÷íîé îáëàñòè, ïðåäñòàâëÿåìûé çàäà÷åé Ñòåôàíà ñ

äâóõôàçíîé çîíîé
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ãäå c x ti ( , ) è D ci i( ), i �1 2, , — êîíöåíòðàöèÿ è êîýôôèöèåíò äèôôóçèè

ðàñòâîðåííîãî âåùåñòâà â ñîîòâåòñòâóþùåé ôàçå; s t( ) — êîîðäèíàòà ïîä-

âèæíîé ãðàíèöû ðàçäåëà ôàç.

Ïóñòü â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t �0ðàñïðåäåëåíèå êîíöåíòðàöèè

ðàñòâîðåííîãî âåùåñòâà â ôàçàõ è ïîëîæåíèå ãðàíèöû ðàçäåëà ôàç èçâåñò-

íû, ò.å. äëÿ ñèñòåìû (1), (2) èìååì ñëåäóþùèå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ:

c xt1 0 1| ( )� �� , c xt2 0 2| ( )� �� , s ( )0 0� . (3)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ïåðâîé ôàçå èçìåíåíèå êîíöåíòðàöèè âî âðåìåíè

íà ãðàíèöå x �0 îïèñûâàåòñÿ ôóíêöèåé f t( ), à âî âòîðîé ôàçå êîíöåíò-

ðàöèÿ íà ãðàíèöå x L� èçìåíÿåòñÿ âî âðåìåíè ïî çàêîíó� ( )t . Òîãäà íà ôèê-

ñèðîâàííûõ ãðàíèöàõ x �0 è x L� ïîëó÷èì ñëåäóþùèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ:

c f tx1 0| ( )� � , c tx L2| ( )� �� . (4)
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Íà ãðàíèöå ðàçäåëà ôàç x s t� ( ) êîíöåíòðàöèÿ ðàñòâîðåííîãî âåùåñòâà

ðàâíà ðàâíîâåñíîé [2],

c c tx s t
r

1 1| ( )( )� � , c c tx s t
r

2 2| ( )( )� � , (5)

à çàêîí ïåðåìåùåíèÿ ïîäâèæíîé ãðàíèöû ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå óðàâíå-

íèÿ ìàññîâîãî áàëàíñà íà ãðàíèöå ðàçäåëà ôàç:
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Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ïðÿìàÿ çàäà÷à äèôôóçèîííîãî ôàçîâîãî ïðå-

âðàùåíèÿ ñîñòîèò â íàõîæäåíèè ôóíêöèé c x t1( , ), c x t2( , ), s t( ), óäîâëåò-

âîðÿþùèõ óðàâíåíèÿì (1), (2), (6) è äîïîëíèòåëüíî çàäàííûì óñëîâèÿì

(3)—(5). Ñóùåñòâåííîé îñîáåííîñòüþ ïðÿìîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå

ïîäâèæíîé ãðàíèöû ðàçäåëà ôàç, çàêîí ïåðåìåùåíèÿ êîòîðîãî îïðåäå-

ëÿåòñÿ â õîäå ðåøåíèÿ çàäà÷è [5, 6]. Îäíàêî äëÿ ïðîöåññîâ äèôôóçèîííûõ

ôàçîâûõ ïðåâðàùåíèé âàæíîå ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå èìåþò çàäà÷è, êîãäà

ïî çàðàíåå çàäàííîìó çàêîíó äâèæåíèÿ ãðàíèöû ðàçäåëà ôàç èññëåäóþòñÿ

óñëîâèÿ äëÿ ïåðâîé ôàçû íà ãðàíèöå x �0, ïðè êîòîðûõ òàêèå äâèæåíèÿ

âîçìîæíû.

Â ðàìêàõ ìîäåëè (1)—(6) ïîñòàâèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó: äëÿ ïåðâîé

ôàçû íàéòè òàêîé çàêîí èçìåíåíèÿ âî âðåìåíè êîíöåíòðàöèè ðàñòâîðåí-

íîãî âåùåñòâà íà ãðàíèöå x �0, êîòîðûé îáåñïå÷èâàë áû ïåðåìåùåíèå

ãðàíèöû ðàçäåëà ôàç ïî çàäàííîìó çàêîíó. Òàêèì îáðàçîì, çàêîí ïåðåìå-

ùåíèÿ ãðàíèöû ðàçäåëà ôàç s t( ) ñ÷èòàåòñÿ èçâåñòíûì è òðåáóåòñÿ îïðå-

äåëèòü ôóíêöèè f t( ), c x t1( , ), c x t2( , ) èç óðàâíåíèé (1), (2) è äîïîëíè-

òåëüíûõ óñëîâèé (3)—(6).

Ìåòîä ðåøåíèÿ. Èñïîëüçóÿ ìåòîä âûïðÿìëåíèÿ ôðîíòîâ, ïðåîáðà-

çóåì çàäà÷ó (1)—(6). Ââåäåì çàìåíó ïåðåìåííûõ y
x s t

L s t
�

�

�
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{ , }0 1 0y t T . Òîãäà
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Aíàëîãè÷íî çàìåíó ïåðåìåííûõ y x s t� / ( ), t t� , îòîáðàæàåò îáëàñòü

çàäàíèÿ óðàâíåíèÿ (1) �� íà îáëàñòü �. Â ðåçóëüòàòå óðàâíåíèå (1) è

ñîîòâåòñòâóþùèå åìó äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ çàïèøåì â âèäå
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Òàêèì îáðàçîì, â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà âûïðÿìëåíèÿ ôðîí-

òîâ çàäà÷à (1)—(6) ðàñùåïëÿåòñÿ íà äâå çàäà÷è. Ïðè ýòîì êàæäàÿ èç íèõ

ðàññìàòðèâàåòñÿ â ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè � ñ ôèêñèðîâàííûìè ãðàíè-

öàìè. Ïîñêîëüêó ôóíêöèè s t( ), d t( ), u y t( , ), c y2
0( ), c tr

2 ( ), � ( )t ÿâëÿþòñÿ

çàäàííûìè, çàäà÷à (7)—(10) ïðèíàäëåæèò ê êëàññó ïðÿìûõ çàäà÷. Ðåøèâ

ïðÿìóþ çàäà÷ó (7)—(10), ìîæíî îïðåäåëèòü c y t2( , ).

Â çàäà÷å (11)—(15) èçâåñòíû ôóíêöèè r t( ), q y t( , ), � ( )t , w t( ), à òàêæå

c y t2( , ) èç ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è (7)—(10). Íåèçâåñòíûìè ÿâëÿþòñÿ ôóíê-

öèè c y t1( , ) è f t( ). Ñëåäîâàòåëüíî, çàäà÷à (11)—(15) îòíîñèòñÿ ê êëàññó

ãðàíè÷íûõ îáðàòíûõ çàäà÷ [7, 8].
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Íåêîòîðûå âîïðîñû êîððåêòíîñòè ïîñòàíîâîê è åäèíñòâåííîñòè ðå-

øåíèé ãðàíè÷íûõ îáðàòíûõ çàäà÷ Ñòåôàíà èññëåäîâàíû â ðàáîòàõ [9, 10].

Èçâåñòíî, ÷òî ðåøåíèÿ ãðàíè÷íûõ îáðàòíûõ çàäà÷ íå îáëàäàþò ñâîéñòâîì

óñòîé÷èâîñòè ê ïîãðåøíîñòÿì èñõîäíûõ äàííûõ. Èìåííî ñ ýòîé îñîáåí-

íîñòüþ ãðàíè÷íûõ îáðàòíûõ çàäà÷ ñâÿçàíû îñíîâíûå òðóäíîñòè ïîñòðîå-

íèÿ ýôôåêòèâíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ àëãîðèòìîâ. Îäíèì èç ðàñïðîñòðàíåííûõ

ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ãðàíè÷íûõ îáðàòíûõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè

Òèõîíîâà, îñíîâíàÿ èäåÿ êîòîðîãî çàêëþ÷àåòñÿ â ñâåäåíèè îáðàòíîé çàäà÷è ê

çàäà÷å ìèíèìèçàöèè íåêîòîðîãî ôóíêöèîíàëà ñ äîïîëíèòåëüíûì ñòàáèëèçè-

ðóþùèì ñëàãàåìûì [7—10].

Îäíàêî íåîáõîäèìî çàìåòèòü, ÷òî ïðè ðåøåíèè îáðàòíûõ çàäà÷ ìå-

òîäîì ðåãóëÿðèçàöèè Òèõîíîâà òðåáóåòñÿ áîëüøîé îáúåì âû÷èñëåíèé,

ñâÿçàííûõ ñ ïðîöåäóðîé ïîèñêà íóæíîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçà-

öèè. Êðîìå òîãî, ïðè ïðèìåíåíèè ãëîáàëüíîé ðåãóëÿðèçàöèè îáðàòíàÿ

çàäà÷à ðåøàåòñÿ îäíîâðåìåííî äëÿ âñåõ ìîìåíòîâ âðåìåíè, ÷òî ïðèâîäèò

ê ïîòåðå îïåðàòèâíîñòè îïðåäåëåíèÿ ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è. Â ñâÿçè ñ

ýòèì äëÿ ðåøåíèÿ îáðàòíûõ çàäà÷ ñ÷èòàåòñÿ öåëåñîîáðàçíûì ïðèìåíåíèå

ìåòîäîâ ñàìîðåãóëÿðèçàöèè, îñíîâàííûõ íà ñâîéñòâàõ âÿçêîñòè âû÷èñëè-

òåëüíûõ àëãîðèòìîâ [7, 8]. Â îòëè÷èå îò ìåòîäà ãëîáàëüíîé ðåãóëÿðèçàöèè ñ

ïîìîùüþ ìåòîäîâ ñàìîðåãóëÿðèçàöèè îáðàòíàÿ çàäà÷à ðåøàåòñÿ ïîñëåäîâà-

òåëüíî â îòäåëüíûå ìîìåíòû âðåìåíè.

Äëÿ ðåøåíèÿ ïîëó÷åííîé ãðàíè÷íîé îáðàòíîé çàäà÷è (11)—(15) èñ-

ïîëüçóåì ìåòîä ñàìîðåãóëÿðèçàöèè, îñíîâàííûé íà êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé

àïïðîêñèìàöèè, èñïîëüçóÿ â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöèè øàã äèñê-

ðåòèçàöèè ïî âðåìåíè. Ñíà÷àëà ïîñòðîèì äèñêðåòíûé àíàëîã çàäà÷è (7)—

(10). Äëÿ ýòîãî ââåäåì ðàâíîìåðíóþ ðàçíîñòíóþ ñåòêó â îáëàñòè �:

� ��h i j i jy t y ih t j i n j� � � � �{( , ) : , , , , , ..., , , , , ...0 1 2 0 1 2 , }m .

Äèñêðåòíûé àíàëîã çàäà÷è (7)—(10) íà ñåòêå� �h çàïèøåì â âèäå
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ãäå c c y t
i

j
i j2

1
2 1,
( , )�

�� ; D D c y t
i

j
i j2 1 2 2 2 1 2, , /( ( , ))� �� ; u u y t

i

j
i j

�
��1
1( , ); �

2, i
�

�� ( )y i ; c c tr j r
j2

1
2 1

, ( )�
�� ; � �j

jt�
��1
1( ); d d tj
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1( ); h n�1/ — øàã ïî ïå-

ðåìåííîé y; � �T m/ — øàã ïî ïåðåìåííîé t.

Äèñêðåòíàÿ çàäà÷à (16) ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè j,

j m� �0 1, , ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíå-

íèé ñ òðåõäèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé, â êîòîðîé íåèçâåñòíûìè ÿâëÿþòñÿ

ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ èñêîìîé ôóíêöèè c y t2( , ) â óçëàõ ðàçíîñòíîé

ñåòêè, ò.å. c
i

j

2

1

,

� , i n�0, , j m� �1 1, . Äëÿ ðåøåíèÿ òàêèõ ñèñòåì ìîæíî èñ-

ïîëüçîâàòü àëãîðèòì Òîìàñà (ìåòîä ïðîãîíêè) [8].

Íàéäÿ ÷èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (7)—(10), ìîæíî ïåðåéòè ê ÷èñëåí-

íîìó ðåøåíèþ çàäà÷è (11)—(15). Äèñêðåòíûé àíàëîã çàäà÷è (11)—(15) íà

ñåòêå� �h çàïèøåì â âèäå
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Ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ïðåîáðàçóåì ê âèäó

a c p c b ci i

j
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j
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j
i1 1
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, , ,�
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�
�� � � �� , i n� �1 1, , j m� �0 1, , (17)

c i i1
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1, ,�� , i n�0, , (18)
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c fj j

1 0

1 1

,

� �� , (19)
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Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (17)—(21) èñïîëüçóåì âû÷èñëèòåëüíûé àëãîðèòì,

ïðåäëîæåííûé â [11]. Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè j, j m� �0 1, ,

ðåøåíèå çàäà÷è (17)—(21) ïðåäñòàâèì â âèäå

c c
i

j
i i

j
i1 1

1
1 1

1
1, ,�

�
�

�
�� �" # , i n� �0 1 2 1, , , ..., , (22)

ãäå " i�1, #i�1 — íåèçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû. Çàïèøåì àíàëîãè÷íîå âûðà-

æåíèå äëÿ c
i

j

1

1

,

� : c c
i

j
i i

j
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1
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1

, ,

�
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i

j

1

1

,

� , c
i

j

1 1

1

, �
� â

óðàâíåíèå (17), ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ôîðìóëû äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîýôôè-

öèåíòîâ " i , #i :

" "i i i i ia c b� � �/ ( )1 , #
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Ïîñëå íàõîæäåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ " i , #i äëÿ âñåõ i n�1, ìîæíî îïðåäå-

ëèòü çàâèñèìîñòü ìåæäó c
n

j

1

1

,

� è c j

1 0

1

,

� â ÿâíîì âèäå. Äëÿ ýòîãî ñîîòíîøåíèå

(22) çàïèøåì ïðè i n� �1:

c c
n

j
n n

j
n1

1

1 1

1

, ,

�
�

�� �" # . (23)

Ïîäñòàâèâ â (23) âûðàæåíèå c c
n

j
n n

j
n1 1

1
1 1 2

1
1, ,�

�
� �

�
�� �" # , ïîëó÷èì

c c
n

j
n n n

j
n n n1

1
1 1 2

1
1, ,

�
� �

�
�� � �" " " # # . (24)
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Äàëåå, ïîäñòàâëÿÿ â (24) âûðàæåíèÿ äëÿ c
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Îòñþäà ñ ó÷åòîì (19), (21) íàõîäèì

f

c
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r j

i
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i

k i
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k n

i
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�

��

� �% $
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(25)

Îïðåäåëèâ f j�1 ïî ôîðìóëå (25), ìîæíî ïîñëåäîâàòåëüíî íàéòè c j

1 1

1

,

� ,

c cj

n

j

1 2

1

1 1

1

, ,
, ...,�

�
� , ïî ðåêóððåíòíîé ôîðìóëå (22). Ïðè ïåðåõîäå íà ñëåäóþùèé

âðåìåííîé ñëîé îïèñàííàÿ ïðîöåäóðà âû÷èñëåíèé ïîâòîðÿåòñÿ.
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t, c f t f
~
f ïðè � = 1 ñ

1 0,782 0,782 0,782

2 0,449 0,449 0,450

3 0,544 0,544 0,587

4 0,798 0,798 0,808

5 0,491 0,491 0,505

6 0,493 0,493 0,528

7 0,798 0,798 0,813

8 0,542 0,542 0,550

9 0,450 0,450 0,474

10 0,783 0,783 0,809

11 0,598 0,598 0,591

12 0,419 0,419 0,472

13 0,753 0,753 0,722

14 0,654 0,654 0,716

15 0,402 0,402 0,446

16 0,710 0,710 0,725

Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà



Òàêèì îáðàçîì, ïðåäëîæåííûé ÷èñëåííûé ìåòîä ïîçâîëÿåò íà êàæäîì

âðåìåííîì ñëîå ïîñëåäîâàòåëüíî îïðåäåëÿòü ðàñïðåäåëåíèå êîíöåíòðà-

öèè ðàñòâîðåííîãî âåùåñòâà âî âòîðîé ôàçå, êîíöåíòðàöèþ íà ãðàíèöå

x �0 è ðàñïðåäåëåíèå êîíöåíòðàöèè â ïåðâîé ôàçå.

Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ. Äëÿ ïðîâåðêè ýôôåêòèâíîñòè

ïðåäëîæåííîãî âû÷èñëèòåëüíîãî àëãîðèòìà áûëè ïðîâåäåíû ÷èñëåííûå

ýêñïåðèìåíòû äëÿ ìîäåëüíûõ çàäà÷. Ñõåìà ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà ñîñ-

òîèò â ñëåäóþùåì. Äëÿ çàäàííûõ ôóíêöèé f t( ), s t( ) ïîñëåäîâàòåëüíî

ðåøàþòñÿ ïðÿìûå çàäà÷è (7)—(10) è (11)—(14). Íàéäåííàÿ çàâèñèìîñòü

c t c tr
1 1

1( ) ( , )� ïðèíèìàåòñÿ â êà÷åñòâå òî÷íûõ äàííûõ äëÿ ÷èñëåííîãî ðå-

øåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è ïî âîññòàíîâëåíèþ f t( ).

Ïåðâàÿ ñåðèÿ ðàñ÷åòîâ âûïîëíåíà ñ èñïîëüçîâàíèåì íåâîçìóùåííûõ

äàííûõ, âòîðàÿ — ïðîâåäåíà ïðè íàëîæåíèè íà c tr
1 ( ) íåêîòîðîé ôóíêöèè,

ìîäåëèðóþùåé ïîãðåøíîñòü âõîäíûõ äàííûõ: ~ ( )c tr
1 � �c t tr

1 ( ) ( )&' , ãäå

' ( )t — ñëó÷àéíûé ïðîöåññ, ìîäåëèðóåìûé ñ ïîìîùüþ äàò÷èêà ñëó÷àéíûõ

÷èñåë, &— óðîâåíü ïîãðåøíîñòè. Ðàñ÷åòû âûïîëíÿëèñü íà ïðîñòðàíñòâåííî-

âðåìåííîé ðàçíîñòíîé ñåòêå ñ øàãîì h �002, , � �05, , � �1ñ.

Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà äëÿ s t vt( ) � 2, D c1 1( ) �
� �D g c0 1 11( ), D c D g c2 2 0 2 21( ) ( )� � , f t( ) = 0,6 + 0,2sin 2t, L = 0,6 ì, g1 001� , ,

g 2 002� , , v �0002, , D0
25 10� ( � ì2/ñ ïðè èñïîëüçîâàíèè íåâîçìóùåííûõ è

âîçìóùåííûõ âõîäíûõ äàííûõ ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå, ãäå t — âðåìÿ,

f t — òî÷íûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f t( ), f — âû÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ f t( )

ïðè íåâîçìóùåííûõ äàííûõ,
~
f — âû÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ f t( ) ïðè âîç-

ìóùåííûõ äàííûõ. Äëÿ âîçìóùåííûõ âõîäíûõ äàííûõ èñïîëüçîâàí óðî-

âåíü ïîãðåøíîñòè & �0 5, .

Êàê ñâèäåòåëüñòâóþò ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà, ïðè èñ-

ïîëüçîâàíèè íåâîçìóùåííûõ âõîäíûõ äàííûõ èñêîìàÿ ôóíêöèÿ f t( ) âîñ-

ñòàíàâëèâàåòñÿ òî÷íî ïðè âñåõ ðàñ÷åòíûõ ñåòêàõ ïî âðåìåíè (ñì. òàáë.

ñòîëáöû 2, 3). Ïðè èñïîëüçîâàíèè âîçìóùåííûõ âõîäíûõ äàííûõ èñêîìàÿ

ôóíêöèÿ f t( ) âîññòàíàâëèâàåòñÿ ñ îïðåäåëåííîé ïîãðåøíîñòüþ. Îäíàêî

ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ïðè áîëüøèõ øàãàõ âî âðåìåíè (� �1), ñâèäå-

òåëüñòâóþò î òîì, ÷òî óâåëè÷åíèå âðåìåííîãî øàãà îáåñïå÷èâàåò óñòîé÷è-

âîñòü àëãîðèòìà êàê ê ïîãðåøíîñòÿì âõîäíûõ äàííûõ, òàê è ê âû÷èñëè-

òåëüíûì ïîãðåøíîñòÿì.

Âûâîäû

Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðåäëî-

æåííûé âû÷èñëèòåëüíûé àëãîðèòì ìîæíî ïðèìåíÿòü ïðè èçó÷åíèè äèô-

ôóçèîííûõ ôàçîâûõ ïðåâðàùåíèé â òâåðäûõ òåëàõ.
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Kh.M. Gamzaev

ABOUT ONE STEFAN INVERSE PROBLEM

FOR PHASE TRANSFORMATIONS IN SOLIDS

The diffusion phase transformation process described by a nonlinear system of partial differential
equations with a moving boundary has been considered. The inverse problem is formulated to de-
termine the solute concentration on the external surface of the volume under consideration, which
ensures the moving boundary displacement according to a given law. Applying the methods of
fronts rectification and difference approximation, the problem posed is reduced to two difference
problems. A computational algorithm is proposed for solving the obtained difference problems.

K e y w o r d s: diffusion phase transformation, moving phase boundary, forward rectification
method, boundary inverse problem, difference method.

ÃÀÌÇÀÅÂ Õàíëàð Ìåõâàëè îãëû, ä-ð òåõí. íàóê, ïðîôåññîð êàôåäðû «Îáùàÿ è ïðèêëàäíàÿ

ìàòåìàòèêà» Àçåðáàéäæàíñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà íåôòè è ïðîìûøëåííîñ-

òè, êîòîðûé îêîí÷èë 1976 ã. Îáëàñòü íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé — ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðî-

âàíèå, âû÷èñëèòåëüíàÿ ãèäðîäèíàìèêà, ÷èñëåííûå ìåòîäû.

Îá îäíîé îáðàòíîé çàäà÷å Ñòåôàíà äëÿ ôàçîâîãî ïðåâðàùåíèÿ â òâåðäûõ òåëàõ

ISSN 0204–3572. Ýëåêòðîí. ìîäåëèðîâàíèå. 2017. Ò. 39. ¹ 4 41




