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Напружено-деформований стан (НДС) цилiндричної оболонки некругового (елiптичного, 
овального, параболiчного тощо) перерiзу описується системою диференцiальних рiвнянь iз 
змiнними коефiцiєнтами. Тому розв’язання крайових задач для некругових оболонок по в’я-
зане iз значними математичними труднощами.

Iсторично першою працею з аналiтичного розв’язання задачi про НДС цилiндричної 
оболонки елiптичного перерiзу була робота [1]. Проте цей розв’язок одновимiрної задачi 
для довгої оболонки пiд дiєю внутрiшнього тиску давав рiвнi за абсолютною величиною мо-
менти й перемiщення у вершинах поперечного перерiзу. Коректнi значення моментiв, напев-
не, вперше були отриманi Тимошенком у 1933 р. i опублiкованi в монографiї [2]. Моменти 
обчислювались за допомогою таблицi деяких коефiцiєнтiв для ряду значень спiввiдношень 
пiвосей елiпса.

В публiкацiях з даної проблеми, якi вийшли пiсля зазначених вище робiт, за допомогою 
чисельних, аналiтичних (наближених) i експериментальних методiв дослiджено НДС [3], 
стiйкiсть [4, 5] i коливання [6, 7] овальних та елiптичних цилiндричних оболонок при дiї 
рiзного виду навантажень. I тiльки в роботi [8] з використанням спiввiдношень теорiї по-
логих оболонок (в спрощенiй постановцi) отримано точнi аналiтичнi розв’язки крайових 
задач для вiдкритої некругової цилiндричної оболонки.
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Дано постановку i отримано аналiтичнi (точнi) розв’язки крайових задач для композитних 
нескiнченно довгих цилiндричних оболонок некругового поперечного перерiзу при дiї статичних 
навантажень. Система розв’язувальних рiвнянь записана на основi спiввiдношень уточненої 
теорiї непологих оболонок з низькою зсувною жорсткiстю. Наведено вирази для внутрiшнiх си-
лових факторiв i узагальнених перемiщень замкненої i вiдкритої цилiндричних оболонок оваль-
ного поперечного перерiзу, навантажених внутрiшнiм тиском i поперечною силою.
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Нижче дано загальну постановку задач статики для нескiнченно довгої цилiндричної 
оболонки некругового перерiзу i отримано точнi розв’язки деяких крайових задач для оваль-
ної непологої цилiндричної оболонки.

Постановка задачi й основнi рiвняння. Розглянемо нескiнченно довгу цилiндричну 
оболонку некругового поперечного перерiзу постiйної товщини h, яка виготовлена з ком-
позитного ортотропного матерiалу i навантажена поверхневими q та погонними P силами, 
рiвномiрно розподiленими вздовж твiрних (в напрямку осi цилiндра). Геометрiю серединної 
поверхнi оболонки задамо в глобальнiй декартовiй системi координат (X, Y, Z), вiсь OX якої 
напрямлена по осi цилiндра. Площину поперечного перерiзу оболонки вiднесемо до систе-
ми координат (Y, Z), а його рiвняння запишемо в параметричнiй формi: 

Y = Y (ϕ);  Z = Z(ϕ);  ϕ1  ϕ  ϕ2,

де ϕ — кут мiж нормаллю до серединної поверхнi i вертикальною вiссю OZ.
Вiднесемо оболонку до криволiнiйної ортогональної системи координат (s, ϕ, ζ), спря-

женої з лiнiями головних кривин оболонки. Тут s, ζ — довжини твiрної i нормалi до сере-
динної поверхнi. Приймемо, що напрямки ортотропiї матерiалу в кожнiй точцi оболонки  
збiгаються з напрямками осей координат (s, ϕ, ζ). Деформацiї i напруження в кожному по-
перечному перерiзi оболонки будуть однаковими, а всi шуканi величини будуть залежати 
тiльки вiд кута ϕ.

Вихiдними при дослiдженнi НДС даного класу оболонок є загальнi рiвняння уточненої 
теорiї непологих оболонок, в якiй враховуються деформацiї поперечного зсуву [3, 9]. В цьо-
му випадку для геометричних спiввiдношень маємо вирази:

du w
rd r

ε = +
ϕ

; 
1dw

u
rd r

γ = ϑ + −
ϕ

; 
d
rd
ϑ=
ϕ

� .  (1)

Зв’язок зусиль i момента з компонентами деформацiї приймемо на основi закону Гука:

NN D ε= ;  ϕϕ

ϕ ϕ− ν ν(1 )N
s s

E h
D = ;  Q = DQγ;  DQ = kGϕζh;  M = DM ; 

3

12(1 )M
s s

E h
D ϕϕ

ϕ ϕ− ν ν
= . (2)

Рiвняння рiвноваги мають такий вигляд:

1
0

dN
Q

rd r
+

ϕ
= ; 

1
0

dQ
N q

rd r
− +

ϕ
= ; 0

dM
Q

rd
−

ϕ
= ,  (3)

де N, Q, M — внутрiшнi зусилля i момент; r — радiус кривини поперечного перерiзу; ε, γ,  — 
мембранна, поперечна зсувна i згинна деформацiї; u, w — тангенцiальне перемiщення i про-
гин точок серединної поверхнi оболонки; ϑ — кут повороту нормалi; Eϕϕ — модуль пружностi 
матерiалу оболонки в напрямку ϕ; νsϕ, νϕs — коефiцiєнти Пуассона; Gϕε — модуль зсуву в 
площинi поперечного перерiзу; k — коефiцiєнт, який залежить вiд характеру розподiлу зсу-
ву по товщинi та способу визначення середнього значення зсуву.

При розв’язаннi конкретних задач до рiвнянь рiвноваги (3) i геометричних та фiзичних 
спiввiдношень (1) i (2) потрiбно приєднати вiдповiднi граничнi умови.

Замкнена довга цилiндрична оболонка овального поперечного перерiзу при дiї ко м-
бi н ованого навантаження. Перейдемо до побудови точного розв’язку крайової задачi для 
замкненої по напрямнiй (−𝜋  φ  𝜋) нескiнченно довгої некругової цилiндричної оболон-
ки (тобто труби), яка навантажена рiвномiрним внутрiшнiм тиском q i парою дiаметрально 
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протилежних рiвномiрно розподiлених уздовж 
твiрних поперечних зусиль P, прикладених у 
вершинах поперечного перерiзу (рис. 1).

Приймемо, що поперечний перерiз оболон-
ки має форму овала з двома взаємно перпенди-
кулярними осями симетрiї i задається параме-
тричними рiвняннями вигляду:

0 1 sin sin3
2 6

Y r
⎡ ⎤ξ ξ⎛ ⎞+ ϕ + ϕ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

= ; 

0 1 cos cos3
2 6

Z r
⎡ ⎤ξ ξ⎛ ⎞− ϕ + ϕ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

= ;  (4)

0 2
a b

r
+= ; 3

a b
a b
−ξ
+

= ; −𝜋  φ  𝜋 . 

Тут a, b — велика i мала пiвосi поперечного перерiзу.
Для радiуса кривини овала з використанням рiвнянь (4) отримаємо таку формулу:

r = r0 (1 + ξcos2ϕ).  (5)

Враховуючи геометричну i силову симетрiю, за розрахункову схему приймемо четверту 
частину оболонки 0  φ  𝜋/2 i задамо такi граничнi умови: u = ϑ = 0 i Q = P/2 на краю φ = 0 
та u = ϑ = Q = 0 на краю φ = 𝜋/2.

З перших двох рiвнянь рiвноваги (3) дiстанемо наступне рiвняння для знаходження по-
перечного зусилля:

2

02 2 sin2
d Q

Q r q
d

+ = ξ ϕ
ϕ

.  (6)

Характеристичне рiвняння k2 + 1 = 0 вiдповiдного однорiдного рiвняння має коренi k1,2 = 
= ±i, тому загальним розв’язком однорiдного рiвняння буде функцiя Q* = C1 cosφ + C2 sinφ. 
Частинний розв’язок неоднорiдного рiвняння (6) знайдемо методом невизначених коефi-
цi єн тiв: Q** = A1 sin 2φ + B1 cos 2φ, де A1 = –2qr0ξ/3, B1 = 0. З крайових умов Q(0) = P/2 i 
Q(π/2) = 0 визначимо сталi iнтегрування C1 = P/2 i C2 = 0. Розв’язок рiвняння (6), який за-
довольняє заданим крайовим умовам, має вигляд

02
cos sin2

2 3
qrP

Q
ξ

ϕ − ϕ= .  (7)

З другого рiвняння рiвноваги знаходимо тангенцiальне зусилля

0 0
1

sin cos2
2 3

dQ P
N rq r q r q

d
= + = − ϕ − ξ ϕ

ϕ
.  (8)

За допомогою iнтегрування з третього рiвняння рiвноваги одержимо вираз для моменту

3M rQd Cϕ+∫= .  (9)

Використовуючи спiввiдношення для згинної деформацiї (1) та закон Гука для моменту 
(2), отримаємо формулу для знаходження кута повороту

4
1

M
rMd C

D
ϑ ϕ+∫= .  (10)

Рис. 1
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Пiсля виконання iнтегрування у формулах (9), (10) та визначення з крайових умов 
ϑ(0) = 0 i ϑ(π/2) = 0 сталих iнтегрування C4 = Pr2

0δ/2DM i C3 = –qr 2
0ξ2/6 — Pr0 δ/π дiстанемо 

остаточнi вирази для момента i кута повороту нормалi:

2
0 02

1 sin sin3 cos2 cos4
2 2 6 3 2 4

Pr qr
M

⎡ ⎤ ξδ ξ ξ ξ ξ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + + ϕ+ ϕ + − + ϕ+ ϕ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠π⎣ ⎦
;

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞δ ξ ξδ ξ ξ ξϑ − −δ + ϕ+ − ϕ+ ϕ+ + ϕ+ ϕ +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟π π⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤⎛ ⎞ξ ξ ξ ξ+ − ϕ+ ϕ+ ϕ⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

2 2 2
0

3 2 2
0

2 2
1 cos sin2 cos3 cos5

2 6 9 12 60

3 3
1 sin2 sin4 sin6 ,

6 8 8 24

M

M

Pr
D

qr
D

=
 

(11)

де δ = 1 + 2ξ/9 — ξ2/15.
Вихiдним для знаходження тангенцiального перемiщення є лiнiйне неоднорiдне ди фе-

рен цiальне рiвняння другого порядку зі сталими коефiцiєнтами

( )2

2
1

N

d rNd u rQ
u r

D d Dqd
+ − + ϑ

ϕϕ
= .  (12)

Загальний розв’язок вiдповiдного однорiдного рiвняння має вигляд u* = C5cosϕ + 
+ C6sinϕ. Частинний розв’язок u** неоднорiдного рiвняння знайдемо методом невизначе-
них коефiцiєнтiв i отримаємо такий вираз для загального розв’язку рiвняння (12):

u = C5 cos ϕ + C6 sin ϕ + A0 + B0ϕ + A11ϕ sin ϕ + A2 sin 2ϕ + (B2 + B21ϕ) cos 2ϕ +

+ B3 cos 3ϕ + A4 sin 4ϕ + B5 cos 5ϕ + A6 sin 6ϕ + B7 cos 7ϕ + A8 sin 8ϕ.  (13)

Тут позначено:

3
0

0 2 M

Pr
A

D
δ= ; 

3 3 22
0 0 0

2 0
4 23 5

1
9 18 16 9N M Q

qr r qrP
A qr

D D D

⎡ ⎤⎛ ⎞ξ ξ ξξ δ= − − + −⎢ ⎥⎜ ⎟ π⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
;

2 2 3 2 2 22
0 0 0 0

4
2 7
45 60 3 4 3 45N M Q

qr r qr qrP
A

D D D

⎡ ⎤⎛ ⎞ξ ξ ξξ δ= − − − − + −⎢ ⎥⎜ ⎟ π⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
; 

4 3
0

6
11

¥
10080 M

qr
A

D
ξ= ;

4 4
0

8 18144 M

qr
A

D
ξ= − ; 

3 2 3
0 0 0

11 1 1 1
4 2 4 2 18 24 4 2N M Q

Pr Pr Pr
A

D D D

⎛ ⎞ξ ξ ξ ξ ξ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − − + − − − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
;

3
0

0
M

Pr
B

D
δ−

π
= ; 

3
0

2 6 M

Pr
B

D
ξδ= − ; 

3 2
0 0 0

3
3 13 3
32 32 9 6 20 32N M Q

Pr Pr Pr
B

D D D

⎛ ⎞ξ ξ ξξ ξ= − − − +⎜ ⎟⎝ ⎠
;

3 2
0

5
23

576 15 2M

Pr
B

D
ξ ξ⎛ ⎞= +⎜ ⎟⎝ ⎠

; 
3 3

0
7 11520 M

Pr
B

D
ξ= ; 

3
0

21 3 M

Pr
B

D
ξδ=

π
.

Сталi iнтегрування C5 i C6 визначимо з крайових умов u (0) = 0 i u (π/2) = 0:

C5 = –A0 – B2 – B3 – B5 – B7; C6 = B2 – A0 + π (B21 – B0 – A11)/2.  (14)
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Тепер за допомогою спiввiдношення w = rN/DN – u′ϕ можна записати розгорнутий вираз 
для прогину

( ) ( ) ( )
( )

⎛ ⎞ ⎡ ⎤ξ ξ ξ ξ ξ⎛ ⎞= − + ϕ − ϕ − − ϕ+ ϕ −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎣ ⎦

− + − ϕ − + ϕ ϕ − + ϕ+

+ + ϕ ϕ+ ϕ − ϕ+ ϕ −

− ϕ+ ϕ − ϕ

2 2 2
0 0

0 5 11 6 11 2 21

2 21 3 4 5

6 7 8

2
1 cos2 cos4 1 sin sin3

6 3 6 2 2 2

sin cos 2 cos2

2 sin2 3 sin3 4 cos4 5 sin5

6 cos6 7 sin7 8 cos8

N N

r q r P
w

D D

B C A C A A B

B B B A B

A B A

  (15)

Вiдкрита довга цилiндрична оболонка овального перерiзу з шарнiрно закрiпленими 
поздовжнiми краями. Розглянемо вiдкриту по напрямнiй (–α  φ  α) нескiнченно до-
вгу цилiндричну оболонку овального поперечного перерiзу (4), поздовжнi краї (φ = ±α) 
якої шарнiрно опертi на нерухомi опори. Оболонка навантажена рiвномiрно розподiленою 
вздовж твiрної поперечною силою P, що прикладена у вершинi (рис. 2).

Для поперечного перерiзу i навантаження має мiсце симетрiя вiдносно вертикальної 
площини XOZ. Тому розрахунки будемо виконувати для половини оболонки (0  φ  α). 
На краю φ = α задамо умови шарнiрно нерухомого опирання (u = w = M = 0), а на краю φ = 
= 0 — такi граничнi умови: u = ϑ = 0 i Q = 2P .

Знаходження поперечного зусилля зводиться до розв’язання рiвняння
2

2
0

d Q
Q

d
+ =

ϕ
.  (16)

Загальний розв’язок цього рiвняння має вигляд

Q = C1cosφ + C2 sinφ.  (17)

Для тангенцiального зусилля з другого рiвняння рiвноваги маємо вираз

N = –C1 sin φ + C2 cos φ.  (18)

З граничної умови Q(0) = 2P  визначимо сталу iнтегрування C1 = 2P  i представимо 
внутрiшнi зусилля у виглядi:

2cos sin
2
P

Q C= ϕ+ ϕ ; 2sin cos
2
P

N C= − ϕ+ ϕ ,  (19)

де C2 — невiдома стала iнтегрування.

Рис. 2
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Використовуючи формули (9) i (10) та задовольняючи крайовi умови M(α) = 0 i ϑ (0) = 
= 0, одержимо такi вирази для момента i кута повороту нормалi:

0
1 2 0 21 sin sin 3 1 cos cos3

2 2 6 2 6
Pr

M C r
⎡ ⎤ ⎡ ⎤ξ ξ ξ ξ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= δ + + ϕ+ ϕ + δ + − ϕ − ϕ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣ ⎦

;

2 2 2 2
0 1

1

2 2 2 2
2 0 2

2

2
1 cos sin2 cos3 cos5

2 6 2 9 12 60

2
1 sin sin2 sin3 sin5 .

6 2 12 9 60

M

M

Pr
D

C r
D

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ξδξ ξ ξ ξϑ = δ + δ ϕ − − ϕ+ ϕ − + ϕ − ϕ +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ξδξ ξ ξ ξ+ δ ϕ+ − ϕ+ ϕ+ − ϕ − ϕ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦  

 (20)

Тут δ1 = –(1 + ξ/2) sin α – ξ sin 3α/6; δ2 = (1 – ξ/2) cos α + ξ cos 3α/6.
Значення тангенцiального перемiщення отримаємо, розв’язавши рiвняння вигляду (12). 

Загальний розв’язок рiвняння (12) для даної задачi має вигляд:

u = C5 cos ϕ + C6 sin ϕ + u∗∗;

u∗∗ = A0 + B0ϕ + A11ϕ sin ϕ + B11ϕ cos ϕ + A2 sin 2ϕ + (B2 + B21ϕ) cos 2ϕ + 

+ A3 sin 3ϕ + B3 cos 3ϕ + A4 sin 4ϕ + A5 sin 5ϕ + B5 cos 5ϕ + A7 sin 7ϕ + B7 cos 7ϕ,  (21)
де
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Прогин оболонки визначається за формулами

w = C5 sin ϕ – C6cosϕ + w∗∗;

w∗∗ = rN/DN – B0 – (A11 – B11ϕ) sin ϕ – (B11 + A11ϕ) cos ϕ – 

– (2A2 + B21) cos 2ϕ + 2 (B2 + B21ϕ) sin 2ϕ – 3A3 cos 3ϕ + 3B3 sin 3ϕ – 

– 4A4 cos 4ϕ – 5A5 cos 5ϕ + 5B5 sin 5ϕ – 7A7 cos 7ϕ + 7B7 sin 7ϕ.  (23)

З граничних умов u(α) = 0 i w(α) = 0 знаходимо сталi iнтегрування C5 i C6:

C5 = –u**(α) cos α – w**(α) sin α; C6 = w**(α) cos α — u**(α) sin α.  (24)
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Зауважимо, що у виразах для внутрiшнiх зусиль N, Q (19), коефiцiєнтiв Ai, Bj (22) i ста-
лих iнтегрування C5, C6 (24) частина доданкiв мiстить поперечну силу P, а решта доданкiв — 
невiдому сталу C2, тому їх можна подати у такому виглядi:

( )+ →2
p cN N P N C N Q= ; 2( )p c

i i i jiA A P A C A B+ →= ; ( )5 5 2 5 65
p cC C P C C C C+ →= .  (25)

Тут коефiцiєнти Np, Nc, Qp, Qc i p
iA , c

iA , p
jB , c

jB  визначаються безпосередньо з формул (19) 

i (22), а для коефiцiєнтiв 5 665 , , ,p pc cC C C C  маємо

5 ( , , )cos ( , , , )sin ( )p p p p pp
i j i jC u A B w N A B p c− α α − α α →** **= ;

6 ( , , )sin ( , , , )cos ( )p p p p pp
i j i jC u A B w N A B p c− α α + α α →** **= . (26)

Нарештi можна визначити сталу iнтегрування C2, використавши з цiєю метою крайову 
умову для тангенцiального перемiщення в точцi ϕ = 0:

u(0) = C5 + A0 + B2 + B3 + B5 + B7 = 0.  (27)

Пiдставивши у рiвнiсть (27) вирази для C5, A0, B2, B3, B5, B7 (25), знаходимо сталу 
iнтегрування C2:

70 2 35 5
2

5

( )p p p p p p

c

P C A B B B B
C

C

+ + + + +
−= .  (28)

Пiсля цього за допомогою формул (19) — (24) обчислюємо внутрiшнi зусилля, момент, 
кут повороту нормалi, тангенцiальне перемiщення i прогин оболонки.

Таким чином, отриманi аналiтичнi розв’язки дозволяють обчислити точнi значення 
внут рiшнiх силових факторiв i узагальнених перемiщень довгої овальної цилiндричної обо-
лонки, оцiнити її мiцнiсть i жорсткiсть при дiї статичних навантажень, а також можуть бути 
еталонними для наближених i чисельних методiв.
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ТОЧНЫЕ РЕШЕНИЯ НЕКОТОРЫХ ЗАДАЧ СТАТИКИ ДЛЯ НЕКРУГОВЫХ 
ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ ОБОЛОЧЕК С УЧЕТОМ ДЕФОРМАЦИЙ ПОПЕРЕЧНОГО СДВИГА

Дана постановка и получены аналитические (точные) решения краевых задач для композитных бесконеч-
но длинных цилиндрических оболочек некругового поперечного сечения при действии статических нагрузок. 
Система разрешающих уравнений записана на основе соотношений уточненной теории непологих оболочек 
с низкой сдвиговой жесткостью. Приведены выражения для внутренних силовых факторов и обобщенных 
перемещений замкнутой и открытой цилиндрических оболочек овального поперечного сечения, нагружен-
ных внутренним давлением и поперечной силой.

Ключевые слова: длинная цилиндрическая оболочка, некруговое поперечное сечение, точное решение, ком-
позитный материал, деформации поперечного сдвига, статическая нагрузка.
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EXACT SOLUTIONS TO SOME PROBLEMS OF THE STATICS OF NON-CIRCULAR 
CYLINDRICAL SHELLS CONSIDERING TRANSVERSE SHEAR STRAINS

The statements and the analytic (exact) solutions of boundary-value problems are given for composite infinitely long 
non-circular cylindrical shells stressed by static loads. The system of solving equations is based on the formulas of 
the refined theory of non-shallow shells with low sliding stiffness. The expressions for the internal power factors and 
generalized displacements of closed and open cylindrical shells of oval cross-section loaded by an internal pressure 
and a transverse force are presented.

Keywords: long cylindrical shell, non-circular cross-section, exact solution, composite material, deformation of 
transverse shear, static load.


