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ÓËÓ×ØÅÍÍÀß ÂÅÐÕÍßß ÃÐÀÍÈÖÀ ÄËß ÎÒÍÎÑÈÒÅËÜÍÎÃÎ
ÐÀÑÑÒÎßÍÈß ÌÅÆÄÓ ÁÓËÅÂÎÉ ÔÓÍÊÖÈÅÉ
È ÌÍÎÆÅÑÒÂÎÌ k-ÌÅÐÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ

Àííîòàöèÿ. Äîêàçàíà òåîðåìà, óëó÷øàþùàÿ ðàíåå èçâåñòíóþ âåðõíþþ ãðàíèöó äëÿ îò-
íîñèòåëüíîãî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó áóëåâîé ôóíêöèåé îò n ïðåìåííûõ è ìíîæåñòâîì
k-ìåðíûõ ôóíêöèé, k n� . Äîêàçàòåëüñòâî áàçèðóåòñÿ íà ïðèìåíåíèè íåðàâåíñòâà Áîíà-
ìè–Áåêíåðà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êîððåëÿöèîííûé êðèïòîàíàëèç, k-ìåðíàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ, áåíò-ôóíê-
öèÿ, ïðåîáðàçîâàíèå Óîëøà–Àäàìàðà, íåðàâåíñòâî Áîíàìè–Áåêíåðà.

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: Vn — ìíîæåñòâî äâîè÷íûõ âåêòîðîâ äëèíû

n; B f f Vn n� �{ | : { , }}0 1 — ìíîæåñòâî áóëåâûõ ôóíêöèé îò n ïåðåìåííûõ;

# M — ìîùíîñòü ìíîæåñòâà M ; d f g x V f x g xn
n( , ) # { : ( ) ( )}� � ��2 — îòíî-

ñèòåëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó ôóíêöèÿìè f g Bn, � ; d f U d f g
g U

( , ) min ( , )�
�

—

îòíîñèòåëüíîå ðàññòîÿíèå îò ôóíêöèè f Bn� äî ìíîæåñòâà U Bn� .

Êàê îáû÷íî, ìíîæåñòâî Vn îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì

ðàçìåðíîñòè n íàä ïîëåì F � GF( )2 . Ïðè ýòîì ñóììà âåêòîðîâ � � �� ( , ..., )1 n ,

x x x Vn n� �( , ..., )1 îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå � � �	 � 	 	x x xn n( , , )1 1 � ,

à áóëåâî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå — ïî ôîðìóëå � � �x x xn n� 	 


	1 1 (çäåñü

è äàëåå ñèìâîë 	 îáîçíà÷àåò îïåðàöèþ ñëîæåíèÿ êàê ýëåìåíòîâ ïîëÿ F , òàê è

âåêòîðîâ íàä íèì).

Îáîçíà÷èì Fn k� ìíîæåñòâî ìàòðèö ðàçìåðà n k� íàä ïîëåì F , Ln k, — ñîâî-

êóïíîñòü âñåõ k-ìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà Vn ,

k n� 0 1, , ,� . Äëÿ ëþáûõ f Bn� , H Ln k� , ïîëîæèì

� ( ) ( ) ( )f n f x x

x Vn

� �� �� 	

�
�2 1 , � �Vn , (1)

� f

x H

H f x( ) � ( )�
�
� 2 ,

l H f xf
k x

x Hs V

s

k

( ) � ( )( )� ��

��
��2 1

�
,

ãäå � s (s Vk� ) — ïðåäñòàâèòåëè âñåõ ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ñìåæíûõ êëàññîâ

âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà Vn ïî ïîäïðîñòðàíñòâó H 
 , äóàëüíîìó ê H .

×èñëà (1) íàçûâàþòñÿ íîðìèðîâàííûìè êîýôôèöèåíòàìè Óîëøà–Àäàìàðà

ôóíêöèè f . Îòìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî ðàâåíñòâó Ïàðñåâàëÿ � f nV( ) �1 . Êðîìå òîãî,

ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (ñì., íàïðèìåð, ëåììó 2.40 â [1])

� ( )( )f x sx

x H

�
�
� 1

� � �� � 	

� 

�2 1( ) ( )

( )n k f x

x H

s�
, H Ln k� , , (2)

èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî l Hf ( ) � 1 .
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Ôóíêöèÿ g Bn� íàçûâàåòñÿ k-ìåðíîé [2, 3], k n� �1 2 1, , ,� , åñëè îíà äîïóñ-

êàåò ïðåäñòàâëåíèå â âèäå

g x xA( ) ( )� � , x Vn� , (3)

ãäå � �Bk , A Fn k� � .

Îáîçíà÷èì Bn k, ìíîæåñòâî âñåõ k-ìåðíûõ ôóíêöèé îò n ïåðåìåííûõ. Äëÿ

ëþáîãî H Ln k� , îáîçíà÷èì B Hn k, ( ) ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé g Bn k� , , äîïóñ-

êàþùèõ ïðåäñòàâëåíèå â âèäå (3), äëÿ êîòîðîãî ñòîëáöû ìàòðèöû A ïîðîæäàþò

ïîäïðîñòðàíñòâî H . Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

B B Hn k n k

H Ln k

, , ( )

,

�
�
� . (4)

Ñâîéñòâà k-ìåðíûõ ôóíêöèé, â òîì ÷èñëå ñâÿçàííûå ñ âîçìîæíîñòüþ èõ

ïðèìåíåíèÿ ïðè ïîñòðîåíèè êîððåëÿöèîííûõ àòàê íà ïîòî÷íûå øèôðû, èçó÷à-

ëèñü â [2–9] è ðÿäå äðóãèõ ðàáîò. Ïîñêîëüêó ýôôåêòèâíîñòü òàêèõ àòàê çàâèñèò

îò âåëè÷èíû îòíîñèòåëüíîãî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ôóíêöèåé f Bn� è ìíîæåñòâîì

Bn k, (ïðè óìåðåííûõ ïî ñðàâíåíèþ ñ n çíà÷åíèÿõ k), âàæíîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ

íàõîæäåíèå îöåíîê äàííîãî ïàðàìåòðà.

Â [9] ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáûõ f Bn� , H Ln k� , , k n� �1 2 1, , ,� , ñïðàâåäëè-

âû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

d f B H l Hn k f( , ( )) / ( ( )), � 
 �1 2 1 , (5)

1 2 1 1 2/ ( ( ( )) ) ( , ( ))/
,
 � �� f n kH d f B H , (6)

d f B H Hn k f( , ( )) / ( ( )), � 
 �1 2 1 � (7)

(îòìåòèì, ÷òî ôîðìóëû äëÿ òî÷íîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà d f B Hn k( , ( )), è åãî

íèæíåé ãðàíèöû, àíàëîãè÷íûå ñîîòíîøåíèÿì (5) è (6) ñîîòâåòñòâåííî, ïðèâå-

äåíû áåç äîêàçàòåëüñòâà â [6]). Èç ôîðìóë (4), (6), (7) ñëåäóþò íåðàâåíñòâà

1 2 1 1 2 11 2/ max ( ( )) ( , ) /
,

/
,
 �

�
� � �

�
� � � 
�

�
�

�H L
f n k

n k

H d f B� � �

�
�

�
max ( )

,H L
f

n k

H� , (8)

ïîçâîëÿþùèå îöåíèâàòü îòíîñèòåëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó ôóíêöèåé f Bn�
è ìíîæåñòâîì âñåõ k-ìåðíûõ ôóíêöèé îò n ïåðåìåííûõ.

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì íàñòîÿùåé ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà, ñóùåñòâåííî

óòî÷íÿþùàÿ âåðõíþþ ãðàíèöó (8) äëÿ ôóíêöèé f Bn� ñ ìàëûì çíà÷åíèåì ïàðà-

ìåòðà max | � ( )|
�

�
�Vn

f .

Ïðåæäå ÷åì ñôîðìóëèðîâàòü ýòó òåîðåìó, ïðèâåäåì äâà âñïîìîãàòåëüíûõ

óòâåðæäåííèÿ. Ïåðâîå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èçâåñòíîå íåðàâåíñòâî Áîíàìè–Áåê-

íåðà [10].

Ëåììà 1. Äëÿ ëþáûõ g Vn: � R , � �[ , ]0 1 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

2 1

2

1 2� �

�

�

�
� �

�

�

�
�

�

�

�
�

�k

s V

g

V

g s C

k k

| ( ) | ( )|| ||� � �

�

� � ,

ãäå C g sg
k s

s Vk

( ) ( )( )� �� ��

�
�2 1 , || ||� — âåñ Õýììèíãà âåêòîðà � �Vk .
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Ëåììà 2. Ïóñòü f Bn� , H Ln k� , , k n� �1 2 1, , ,� , è

T k f
Vn

� �

�
�

�

�
� � ��

�

�
�

def
1

1
12 2 1ln max | � ( ) | ln

�
� . (9)

Òîãäà

l H Hf f

T

T
( ) ( ( ))�

�
��

�
�
�

�

�
�
�

�

1

2
1

2 1

. (10)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèì ëåììó 1 ê ôóíêöèè g s f x sx

x H

( ) � ( )( )� �
�
� 1

�
, ãäå

� s — ïðåäñòàâèòåëè âñåõ ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ñìåæíûõ êëàññîâ âåêòîðíîãî ïðî-

ñòðàíñòâà Vn ïî ïîäïðîñòðàíñòâó H 
 , s Vk� .

Çàìåòèì, ÷òî íà îñíîâàíèè ðàâåíñòâà (2) | ( )|g s � 1 äëÿ ëþáîãî s Vk� . Êðîìå

òîãî, åñëè A — ïðîèçâîëüíàÿ n k� -ìàòðèöà, ñòîëáöû êîòîðîé îáðàçóþò áàçèñ

âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà H , òî g s f Ay sy

y Vk

( ) � ( )( )� �
�
� 1 , s Vk� , è, ñëåäîâàòåëüíî,

C f Ay f Ag
k s y

s Vy V kk

( ) � ( ) ( ) � ( )( )� ��� �
�

�

�
�

�

�

�
�

�� 	

��
�� 2 1 , � �Vk .

Îòñþäà íà îñíîâàíèè ëåììû 1 íàõîäèì, ÷òî

l H g s g sf
k

s V

k

s V Vk k k

( ) | ( ) | | ( ) | || ||� � ��

�

�

�

�

�
� � �2 2 1 � �

�

� � ( )f A�

�

2

1

2�

�

�
�

�

�

�
�

�

�

�
�

�

�
�

�

�

�
�

�
�

�
�

�� � � �
�

�
�

k

V

k
ff A H

k

� ( ) ( ( ))2

1

2
1

2 , � �[ , ]0 1 .

Ïîëàãàÿ â ïðèâåäåííûõ ñîîòíîøåíèÿõ � � � �( )1 1x è ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî

( )1� �� �x ek kx , x � 0 , ïîëó÷àåì

l H e Hf
kx

f

x

x( ) ( ( )) ( )� �

�

��

2

2 1 , x � 0 . (11)

Ïîëîæèì �
�

�
�

2

1

k

Hfln( ( ) )
è çàìåòèì, ÷òî â ñèëó óñëîâèÿ (9) ñïðàâåëèâû ñî-

îòíîøåíèÿ � � �
� �

f

H

k

V

kTH f f e
n

( ) � ( ) max | � ( )|� � �
� �

�� 2 2 22 , T � 1 , èç êîòîðûõ ñëå-

äóåò, ÷òî

� � ��T 1 1 . (12)

Äàëåå çàïèøåì íåðàâåíñòâî (11) â âèäå

l H H h xf f( ) exp / ln( ( ) ) ( )� � 
 �{ }1 2 1� , (13)

ãäå h x
x

x
( ) � ��

�
�

�

�
� �

�

�

�
�

�

�
�1

2
1

1

1

�
, x � 0 . Çàìåòèì, ÷òî
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h x
x

x
( )

( )
� �

�
� ��

�
�

�

�
�


�
� � ��

�
�

�

�
�1

1

2
1

2

1

1
1 2

2
1

2

� � � �
, x � 0 ;

ïðè ýòîì ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîã-

äà x x� � ��
0

12 1� (îòìåòèì, ÷òî â ñèëó (12) òî÷êà x0 îïðåäåëåíà êîððåêòíî).

Òåïåðü, ïîëàãàÿ â ôîðìóëå (13) x x� 0 , ïîëó÷àåì

l H Hf f( ) exp / ln ( ( ) )� � 
 � ��

�
�

�

�
�

�

�

�
�

�

�

�
�

�
�

�1 2 1 2
2

1
2

1�
� ��

��

�
�
�

��
.

Íàêîíåö, ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ 1 2
2

1
2

1 2� ��

�
�

�

�
� � � �

� �
� �( ) âîçðàñòàåò ïðè

� �[ , ]0 1 , íà îñíîâàíèè (12) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

l H H T Tf f( ) exp / ln ( ( ) ) ( ( ) )� � 
 � �� � �{ }1 2 1 21 1 1� �
�

��

�

�
�

�

�

�
�

( ( ))� f

T

T
H

1

2
1

2 1

.

Èòàê, ôîðìóëà (10), à âìåñòå ñ íåé è ëåììà äîêàçàíû.

Íåïîñðåäñòâåííî èç ëåììû 2 è ñîîòíîøåíèé (4)–(7) ñëåäóåò ñëåäóþùèé ðå-

çóëüòàò.

Òåîðåìà. Äëÿ ëþáûõ f Bn� , H Ln k� , , k n� �1 2 1, , ,� , ñïðàâåäëèâû íåðà-

âåíñòâà

1 2 1 1 2 11 2 1 2/ ( ( ( )) ) ( , ( )) / ( ( ( ))/
,

/
 � � � 
 � 
� �f n k fH d f B H H ( ( )) )1� � T , (14)

ãäå

T k f
Vn

� �

�
�

�

�
� ��

�

�
�1

1
12 2ln max | � ( ) | ln

�
� , �( ) , ;T

T

T
T�

�
�

�

�
�

��

2 1
1

1

åñëè

Êðîìå òîãî,

1 2 1 1 2/ max ( ( )) ( , )
,

/
,
 �

�
� � �

�
� � �

�H L
f n k

n k

H d f B�

� 
�

�
� � �

�
�

�

�1 2 1 1 2 1/ max ( ( ))
,

/ ( ( ))

H L
f

T

n k

H� � . (15)

Îòìåòèì, ÷òî �( )T � 1 , åñëè T �1 . Ïîýòîìó âåðõíèå ãðàíèöû ïàðàìåòðîâ

d f B Hn k( , ( )), è d f Bn k( , ), â âûðàæåíèÿõ (14) è (15) áîëåå òî÷íûå ïî ñðàâíåíèþ

ñ îöåíêàìè (7) è (8) ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðèâåäåì äâà ñëåäñòâèÿ ïîëó÷åííîé òåîðåìû.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü f Bn n� , k nn � �{ , , , }1 2 1� , n � 2 3, ,� , è

k o fn
V

n
n

� �

�
�

�

�
�

�

�
�

�

�
�

�

�

ln max | � ( )|
�

�
1

, n � � .

Òîãäà

lim
ln ( ( , ))

ln max ( ( ))

,

,

n

n n k

H L
f

d f B

H

n

n kn

n

��

�

�

�

�
�

�

�
�

1 2

�

�
1

2
.
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Íàïîìíèì, ÷òî ôóíêöèÿ f Bn� íàçûâàåòñÿ áåíò-ôóíêöèåé, åñëè

| � ( ) | /f n� � �2 2 äëÿ ëþáîãî � �Vn [1].

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü f — áåíò-ôóíêöèÿ îò n ïåðåìåííûõ, k n� �1 2 1, , ,� , è

T
n

k
� � �

2

2

2
1

ln
. (16)

Òîãäà

1 2 1 2 1 2 1 22 2
1

2 1

/ ( ) ( , ) /( ) /
,
 � � � 
�

�
� ��

�
�

��

�k n
n k

k n T

T
d f B

�
�

�

�

�
� �

�
� . (17)

Îòìåòèì, ÷òî íåðàâåíñòâî (16) âûïîëíÿåòñÿ ïðè n k� 2 7, . Îöåíêà ïàðàìåòðà

d f Bn k( , ), äëÿ áåíò-ôóíêöèè f Bn� , ðàâíîñèëüíàÿ íèæíåé ãðàíèöå (17), ïðèâå-

äåíà áåç äîêàçàòåëüñòâà â ðàáîòå [6], ãäå óêàçàíû òàêæå íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷-

íûå óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ýòà îöåíêà äîñòèãàåòñÿ. Âîïðîñ î òî÷íîì çíà÷åíèè ïà-

ðàìåòðà max { ( , )}
,f n k

d f B ïðè 2 2� � �k n , ãäå f ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî âñåõ

áåíò-ôóíêöèé îò n ïåðåìåííûõ, â íàñòîÿùåå âðåìÿ íå ðåøåí.
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