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Àííîòàöèÿ. Ðàññìîòðåíû âîïðîñû ñîçäàíèÿ âûñîêîïðîèçâîäèòåëüíûõ ìåòîäîâ èäåíòèôè-
êàöèè ïóòåì ïîñòðîåíèÿ ìàëîçàòðàòíûõ àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé ïðÿìûõ è ñîïðÿæåííûõ
çàäà÷. Ïîñòðîåíû ÿâíûå âûðàæåíèÿ ãðàäèåíòîâ ôóíêöîíàëîâ-íåâÿçîê äëÿ èäåíòèôèêàöèè
ïàðàìåòðîâ ïåðåíîñà â íàíîïîðèñòûõ ñðåäàõ ïðè èçâåñòíûõ ñóììàðíûõ ðàñïðåäåëåíèÿõ
ìàññû â òâåðäîé è ãàçîîáðàçíîé ôàçàõ àäñîðáèðîâàííûõ âåùåñòâ. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû
÷èñëåííûõ  ýêñïåðèìåíòîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, êîìïåòèòèâíàÿ äèôôóçèÿ, èäåíòèôèêàöèÿ ïà-
ðàìåòðîâ, ïðÿìàÿ è ñîïðÿæåííàÿ çàäà÷è, ãðàäèåíòíûé ìåòîä, îïåðàöèîííûé ìåòîä Õåâè-
ñàéäà,  ãðàäèåíò  ôóíêöèîíàëà-íåâÿçêè,  íåîäíîðîäíàÿ  ñðåäà,  íàíîïîðèñòûå  ÷àñòèöû.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ïðèìåíåíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ê èññëåäîâàíèþ ïðîöåññîâ ìàññî-

ïåðåíîñà â íàíîïîðèñòûõ ñðåäàõ è ìàòåðèàëàõ, øèðîêî èñïîëüçóåìûõ â ðàçëè÷-

íûõ îáëàñòÿõ (ìåäèöèíå, íåôòåõèìèè, êîñìè÷åñêèõ òåõíîëîãèÿõ è äð.) ïîçâîëÿ-

åò ñîçäàâàòü ïðîöåññû, îáåñïå÷èâàþùèå âûñîêîå êà÷åñòâî êîíå÷íîé ïðîäóêöèè

(ñòåïåíü î÷èñòêè íåôòåïðîäóêòîâ, ïèòüåâîé âîäû è äð.). Øèðîêîå âíåäðåíèå

ñîâðåìåííûõ êîìïüþòåðíûõ ñðåäñòâ äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïðîöåññîâ â òàêèõ ñðå-

äàõ ñîñòîèò íå òîëüêî â ñëîæíîñòè ïîñòðîåíèÿ àäåêâàòíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ

ìîäåëåé, íî è â çàäàíèè èõ ïàðàìåòðîâ. Ðàíåå â ðàáîòàõ [6, 7, 15–18] ðàññìàò-

ðèâàëèñü âîïðîñû èäåíòèôèêàöèè ïàðàìåòðîâ çàäà÷ ìàññîïåðåíîñà â íàíîïî-

ðèñòûõ ñðåäàõ ïðè èçâåñòíûõ ðàñïðåäåëåíèÿõ ìàññ âåùåñòâà â òâåðäîé è ãàçî-

îáðàçíîé ôàçàõ. Îäíàêî â ñèëó ñëîæíîñòè ýêñïåðèìåíòàëüíîãî ðàçäåëåíèÿ ýòèõ

õàðàêòåðèñòèê öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü ýôôåêòèâíûå âû÷èñëèòåëüíûå àëãî-

ðèòìû èäåíòèôèêàöèè ïàðàìåòðîâ ïðè èçâåñòíûõ ñóììàðíûõ ìàññàõ â îïðåäå-

ëåííûõ íàïðàâëåíèÿõ çîíäèðîâàíèÿ èññëåäóåìûõ ñðåä ñ èñïîëüçîâàíèåì âûñî-

êîñêîðîñòíûõ àíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäîâ ñ ó÷åòîì íàèáîëåå ñóùåñòâåííûõ ôàêòî-

ðîâ êèíåòèêè ïåðåíîñà íà ìàêðî- è ìèêðîóðîâíå.

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû ñîçäàíèÿ âûñîêîïðîäóêòèâ-

íûõ ìåòîäîâ èäåíòèôèêàöèè ïóòåì ïîñòðîåíèÿ ìàëîçàòðàòíûõ àíàëèòè÷åñêèõ

ðåøåíèé ïðÿìûõ è ñîïðÿæåííûõ çàäà÷ è ïîëó÷åíèÿ íà èõ îñíîâå ãðàäèåíòîâ

ôóíêöèîíàëîâ-íåâÿçîê äëÿ èäåíòèôèêàöèè ïàðàìåòðîâ ïåðåíîñà â íàíîïîðèñòûõ

ñðåäàõ ïðè èçâåñòíûõ ñóììàðíûõ ðàñïðåäåëåíèÿõ ìàññû â òâåðäîé è ãàçîîáðàç-

íîé  ôàçàõ  ñîðáèðóåìûõ  âåùåñòâ.
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Ïðåäëàãàåìàÿ ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì áèïîðèñòîé ìîäåëè [1–5]. Ðàññìîòðèì

ñëîæíóþ ñèñòåìó êîìïåòèòèâíîãî ìàññîïåðåíîñà äâóõ äèôôóíäèðóþùèõ êîì-

ïîíåíò â íåîäíîðîäíîé ìíîãîñëîéíîé ñðåäå ìèêðî÷àñòèö íàíîïîðèñòîé ñòðóê-

òóðû. Ïðîöåññû äèôôóçèè â òàêèõ ñèñòåìàõ âêëþ÷àþò äâà òèïà ìàññîïåðåíîñà:

äèôôóçèþ â ìàêðîïîðàõ ìåæ÷àñòè÷íîãî ïðîñòðàíñòâà (intercrystallite space — ìåæ-

êðèñòàëëèòíîå ïðîñòðàíñòâî) è äèôôóçèþ â ìèêðî- è íàíîïîðàõ ÷àñòèö — êðèñ-

òàëëèòîâ (intracrystallite space — âíóòðèêðèñòàëëèòíîå ïðîñòðàíñòâî). Íàíîïîðèñ-
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òûé ñëîé òîëùèíîé l ñîñòîèò èç áîëüøîãî

÷èñëà ïîðèñòûõ ÷àñòèö, ðàññìàòðèâàåìûõ

êàê ìèêðîñòðóêòóðû ñôåðè÷åñêîé ôîðìû

ðàäèóñà R R l( )0< < < ¥ , ïîãëîùàþùèå

êîìïîíåíòû àäñîðáàòà â ãàçîîáðàçíîé ôàçå

(ðèñ. 1). Äèôôóçèÿ äâóõ ãàçîâ (áåíçîëà

è ãåêñàíà) îñóùåñòâëÿåòñÿ â îñåâîì íàïðàâ-

ëåíèè z ïðîñòðàíñòâà ìàêðîïîð (îò 1 äî 0)

è â ðàäèàëüíîì ïðîñòðàíñòâå ìèêðîïîð äëÿ

êàæäîé ÷àñòèöû (îò R äî 0). Ðàáî÷àÿ íàíî-

ïîðèñòàÿ ñðåäà ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê íåîäíî-

ðîäíàÿ, ñîñòîÿùàÿ èç N äîñòàòî÷íî òîíêèõ

ñëîåâ Dl l lk k k= - -1 ÷àñòèö ñ ðàçíûìè ñâîéñ-

òâàìè, ðàñïîëîæåííûìè ïåðïåíäèêóëÿðíî

îñåâîìó íàïðàâëåíèþ äèôôóçèè. Ïðèìåì

ñëåäóþùèå  äîïóùåíèÿ:

(i) ãðàäèåíòû êîíöåíòðàöèé â ìàêðîïî-

ðàõ è ìèêðîïîðàõ ýâîëèðóþò äî íàñòóïëåíèÿ

ðàâíîâåñèÿ;

(ii)  òåïëîâûå  ýôôåêòû  íåçíà÷èòåëüíû;

(iii) äèôôóçèÿ ïðîèñõîäèò ñîãëàñíî çàêî-

íó  Ãåíðè;

(iv) âñå íàíîïîðèñòûå ÷àñòèöû èìåþò

îäèíàêîâûé ðàçìåð è ïëîòíî óïàêîâàíû â

êàæäîì  ñëîå  ñðåäû  [2,  3].

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êîýôôèöèåíòû êîìïåòèòèâíîé äèôôóçèè â ìåæêðèñ-

òàëëèòíîì ïðîñòðàíñòâå D
sinter è âíóòðèêðèñòàëëèòíîì ïðîñòðàíñòâå D

sintra ,

s =1 2, , ÿâëÿþòñÿ íåèçâåñíûìè ôóíêöèÿìè. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äèôôóçèè ãà-

çîâ ðàññìàòðèâàåìîé íàíîïîðèñòîé ñèñòåìû ñ ó÷åòîì óêàçàííûõ ôèçè÷åñêèõ

ôàêòîðîâ  îïèñàíà  ñëåäóþùåé  íà÷àëüíî-êðàåâîé  çàäà÷åé.

Â îáëàñòÿõ W Wm mT
T= ´( , )0 ( ( , )W m m mL L= -1 , m N= +1 1, , L L0 10= < < K

K< =+LN 1 1) êîíöåíòðàöèè àäñîðáèðîâàííûõ ìàññ C t Z Q t X Zs sm m
( , ), ( , , ) ñ ó÷å-

òîì ïîäõîäîâ, èçëîæåííûõ â [3, 6], óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ
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Íà÷àëüíûå  óñëîâèÿ:

C t Zsm
( , )= =0 0; Q t X Zsm

( , , )= =0 0; X Z m NmÎ Î = +( , ), , ,0 1 1 1W , (3)
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Êðàåâûå óñëîâèÿ â êàæäîé òî÷êå ( , )t Z mT
Ì W äëÿ êîíöåíòðàöèè Q ïî ðàäèóñó

÷àñòèöû:
¶

¶
= =

X
Q t X Zsm

( , , )0 0, Q t X Z C t Zs sm m
( , , ) ( , )= =1 ,

t TÎ( , )0 , Z m NmÎ = +W , ,1 1. (6)

Óðàâíåíèå (1) îïèñûâàåò ìàññîïåðåíîñ â ïðîñòðàíñòâå ìàêðîïîð, óðàâíå-

íèå (2) îïðåäåëÿåò äèôôóçèþ âåùåñòâ â ïðîñòðàíñòâå ìèêðîïîð ñôåðè÷åñêèõ ñî-

ñòàâëÿþùèõ  ÷àñòèö  ðàäèóñîì R ñ  öåíòðîì  â  òî÷êå Z m NmÎ = +W , ,1 1.

Íà ïîâåðõíîñòÿõ íàáëþäåíèé èçâåñòíû ñëåäóþùèå ñóììàðíûå ðàñïðåäåëå-

íèÿ  ìàññ:

[ ( , ) ( , )] ( , ) ,C t Z Q t Z M t Zs s sm m m m m
+ =g g s m m= Î1 2, , g W , t TÎ( , )0 . (7)

Âûáîð ôóíêöèîíàëà-íåâÿçêè. Ôóíêöèîíàë-íåâÿçêó, êîòîðûé ìèíèìèçèðóåò

îòêëîíåíèå ìîäåëüíîãî ðåøåíèÿ îò çíà÷åíèé ýêñïåðèìåíòàëüíîãî ñëåäà íà

g m mÎW ,  çàïèøåì  â  âèäå

J D D C Z D Ds

T

s
m m m m

( , ) [ ( , , ,inter intra inter intrs s s
= ò

1

2
0

t a sm
) +

+ -Q Z D D M t Z ds sm m m m m

( , , , ) ( , )]t t
ginter intras s

2 , g m m m NÎ = +W , ,1 1. (8)

Â ðåçóëüòàòå èìååì çàäà÷ó èäåíòèôèêàöèè (1)–(7), ñîñòîÿùóþ â íàõîæäåíèè

íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé D DT Tintra inters s
Î ÎW W, (D Dintra inters s

> >0 0, , s =1 2, ).

Àäñîðáèðîâàííûå ìàññû C t Z Q t Zs sm m
( , ) ( , )+ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (7) äëÿ

êàæäîé ïîâåðõíîñòè íàáëþäåíèÿ g m mÌ W êàæäîãî m-ãî ñåãìåíòà íàíîïîðèñ-

òîé ñðåäû [17, 22, 8]. Çäåñü Z z= / l , X r R= / , C c c= ¥/ , Q q q= ¥/ ;
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óñðåäíåííàÿ âåëè÷èíà ïî ðàäèóñó ÷àñòèöû äëÿ s-é àäñîðáèðóåìîé êîìïîíåíòû

(s =1 2, ) â ìèêðîïîðàõ; M t Zs
m

( , )
g

— âåêòîð ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ

(ðàñïðåäåëåíèå àäñîðáèðîâàííîé ìàññû â ìàêðî- è ìèêðîïîðàõ) íà ïîâåðõ-

íîñòè íàáëþäåíèÿ g m mÌ W (ðåçóëüòàòû NMR-àíàëèça) [4]; cs, qs — êîíöåí-

òðàöèè àäñîðáàòîâ â ìàêðî- è ìèêðîïîðàõ äëÿ s-é êîìïîíåíòû, s =1 2, ; D
sinter ,

D
sintra — êîýôôèöèåíòû äèôôóçèè â ìàêðî- è ìèêðîïîðàõ; K s — êîíñòàíòà

àäñîðáöèîííîãî ðàâíîâåñèÿ, e inter — ïîðèñòîñòü; einter — êîýôôèöèåíò ïî-

ðèñòîñòè; R —  ðàäèóñ  ÷àñòèöû; l —  òîëùèíà  ðàáî÷åé  îáëàñòè  (ñëîÿ).

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è â ôóíêöèÿõ Ñ è N . Ïîäñòàíîâêà N XQ= â (1)–(7)
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êðàåâûìè è èíòåðôåéñíûìè óñëîâèÿìè äëÿ êîîðäèíàòû Z (4) è ðàäèóñà X

N t X Zsm
( , , )= =0 0, N t X Z C t Zs sm m

( , , ) ( , )= =1 , t TÎ( , )0 , Z m NmÎ = +W , ,1 1,

è  äîïîëíèòåëüíûì  óñëîâèåì  íàáëþäåíèÿ  (7).

Ïðîáëåìà ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è èäåíòèôèêàöèè (1)–(7). Çàäà÷à êîýôôöè-

åíòíîé èäåíòèôèêàöè äèôôóçèè â íåîäíîðîäíîé íàíîïîðèñòîé ñðåäå ÿâëÿåòñÿ

ñëîæíîé ïðîáëåìîé ñ îïðåäåëåííûìè òðóäíîñòÿìè ïîëó÷åíèÿ êîððåêòíîé ïî-

ñòàíîâêè è ïîñòðîåíèÿ åäèíñòâåííîãî àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ â ñèëó âëèÿíèÿ

ìíîæåñòâà ôàêòîðîâ (ñëîæíîñòè ó÷åòà âëèÿþùèõ ïàðàìåòðîâ è ôèçè÷åñêèõ ýô-

ôåêòîâ, íåïîëíîòû ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ, ïîãðåøíîñòåé èõ èçìåðåíèé

è äð.). Ñîãëàñíî ïðèíöèïó ðåãóëÿðèçàöèè À.Í. Òèõîíîâà [12], ðàçâèòîãî

Æ.-Ë. Ëèîíñîì [13], à òàêæå È.Â. Ñåðãèåíêî è Â.Ñ. Äåéíåêîé [8, 19], ïîäîáíûå

çàäà÷è èäåíòèôèêàöè òðåáóþò ïîøàãîâîãî óòî÷íåíèÿ ðåøåíèÿ ïî ðåçóëüòàòàì

ýêñïåðèìåíòàëüíûõ íàáëþäåíèé, ìèíèìèçèðóÿ îòêëîíåíèÿ ìåæäó ìîäåëüíûìè

è ýêñïåðèìåíòàëüíûìè çíà÷åíèÿìè èñêîìûõ ôèçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ. Íàñòîÿùàÿ

ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ïîäõîäîâ, èçëîæåííûõ íàìè â [3, 6, 7, 15–18]. Îíà

ïîçâîëÿåò óìåíüøèòü ÷èñëî èòåðàöèé íà 2–3 ïîðÿäêà äëÿ êàæäîãî öèêëà ðåãóëÿ-

ðèçàöèè è ýôôåêòèâíî èñïîëüçîâàòü òàêèå ïîäõîäû äëÿ áîëåå ñëîæíûõ ñèñòåì è

îäíîâðåìåííîãî  âîññòàíîâëåíèÿ  òðåõ  è  áîëåå  ïàðàìåòðîâ.

Ãðàäèåíòíûé ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è êîýôôèöèåíòíîé èäåíòèôèêàöèè.
Ðåøåíèå çàäà÷è èäåíòèôèêàöèè (1)–(7) ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å îïòèìèçàöèè ôóíêöèî-

íàëà-íåâÿçêè (8), ïîñòåïåííî ñîâåðøåíñòâóÿ ðåøåíèå ïîñðåäñòâîì îñîáîé ïðî-

öåäóðû ðåãóëÿðèçàöèè ñ èñïîëüçîâàíèåì âûñîêîýôôåêòèâíûõ è ñêîðîñòíûõ ãðà-

äèåíòíûõ ìåòîäîâ. Ãðàäèåíòíûå ìåòîäû â çàäà÷àõ èäåíòèôèêàöèè íà îñíîâå

ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîãî ôóíêöèîíàëà-íåâÿçêè (öåëè, îøèáêè è ò.ä.) íàøëè ïðàê-

òè÷åñêîå ïðèìåíåíèå â ðàáîòàõ Æ.-Ë. Ëèîíñà [13], ïîçæå ýòîò ïîäõîä ïîëó÷èë

ðàçâèòèå â ðàáîòàõ Î.Ì. Àëèôàíîâà (ðàñ÷åò òåìïåðàòóðíûõ ïîëåé ëåòàòåëüíûõ

àïïàðàòîâ) [14] è ðàáîòàõ àâòîðîâ (çàäà÷è ãèäðîìåõàíèêè, ôèëüòðàöèè, äèôôó-

çèè  è  àäñîðáöèè  è  äð.)  [6,  15–17].

Ñëåäóÿ [8, 19] è èñïîëüçóÿ ãðàäèåíòíûé ìåòîä ìèíèìèçàöèè ïîãðåøíîñòè

äëÿ èäåíòèôèêàöèè ðàñïðåäåëåíèé êîýôôèöèåíòîâ äèôôóçèè âî âíóòðèêðèñòàë-
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—  êâàäðàò  íîðìû  ãðàäèåíòà  ôóíêöèîíàëà-íåâÿçêè.

ÏÐßÌÀß  ÇÀÄÀ×À  ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÜÍÎÉ  ÈÄÅÍÒÈÔÈÊÀÖÈÈ

Òî÷íîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ïðÿìîé çàäà÷è (1)–(6) (äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ êîíöåíòðà-
öèé áåç ó÷åòà óñëîâèÿ (7) â äîïóùåíèè, ÷òî èçâåñòíû êîýôôèöèåíòû

D D
sm sm

intra inter, ) ñòðîèòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì îïåðàöèîííîãî ìåòîäà Õåâèñàéäà â [7].

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ âîçìîæíîñòè èäåíòèôèöèðîâàòü ïàðàìåòðû êîìïåòèòèâíîé

äèôôóçèè (êîýôôèöèåíòû D D
sm sm

intra inter, ) êàê ôóíêöèè îò âðåìåíè c èñïîëü-

çîâàíèåì îáúåìíîé áàçû ýêïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ïîøàðîâîãî NMR-ñêàíèðî-

âàíèÿ ðàññìîòðèì òðàíñôîðìèðîâàííóþ çàäà÷ó (1)–(7) â âèäå ñèñòåìû N +1 êðà-

åâûõ çàäà÷ èäåíòèôèêàöèè D D
sm sm

intra inter, â êàæäîé òî÷êå Z äëÿ êàæäîãî

ôðàãìåíòà W m m N, ,= +1 1,  [17]
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, (10)

¶

¶
=

¶

¶

N t X Z

t

D

R

N

X

s sm sm m
( , , ) intra

2

2

2
, s =1 2, , m N= +1 1, , (11)

ñ  íà÷àëüíûìè  óñëîâèÿìè

C t Zsm
( , )= =0 0; N t X Zsm

( , , )= =0 0; X Z m NmÎ Î = +( , ), , ,0 1 1 1W , (12)

êðàåâûìè  óñëîâèÿìè  äëÿ  êàæäîãî m-ãî  ñëîÿ

C t Z Ls m sm m
( , )= = q ,

C t Z L s m Ns m s sm m N- - +
= = = = + =-1 1 11 1 2 1 2 1( , ) ; , , , ,q q , (13)

C t Ls s1 11( , ) = q ,
¶

¶
= =

C

Z
t Z

s1 0 0( , ) , (14)

êðàåâûìè  óñëîâèÿìè  äëÿ  îòäåëüíîé  ÷àñòèöû

N t X Zsm
( , , )= =0 0, N t X Z C t Zs sm m

( , , ) ( , )= =1 , Z m NmÎ = +W , ,1 1, (15)

D = - = +-L L m Nm m 1 1 1, , , qm — ýêñïåðèìåíòàëüíûé ñëåä C tsm
( ) íà ñåãìåíòàõ,

Dq q qm m m m N= - = +-1 1 1, , .

Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ïðÿìîé çàäà÷è èäåíòèôèêàöèè (10)–(15). Äëÿ íà-

õîæäåíèÿ àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è (10)–(15), çàäàâàåìîãî ôóíêöèÿ-
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ìè C sm
è N sm

, èñïîëüçóåì îïåðàöèîííûé ìåòîä Õåâèñàéäà [11, 10]. Â ïðåäïîëî-

æåíèè, ÷òî èñêîìûå ôóíêöèè C sm
è N sm

(N X Qs sm m
= × ), êàê ðàñïðåäåëåíèÿ êîí-

öåíòðàöèé  îò  âðåìåíè  è  êîîðäèíàò,  ÿâëÿþòñÿ  îðèãèíàëàìè  ïî  Ëàïëàñó  [11]:

C p Z C t Z pt dts sm m

* ( , ) ( , )exp( )= -
¥

ò
0

, N p X Z N t X Z pt dts sm m

* ( , , ) ( , , )exp ( )= -
¥

ò
0

,(16)

ãäå p —  êîìïëåêñíîçíà÷íûé  ïàðàìåòð  ïðåîáðàçîâàíèÿ  Ëàïëàñà,  ïîëó÷èì
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. (18)

Êðàåâûå  óñëîâèÿ  äëÿ m-ãî  ñëîÿ  ñîñòàâëÿþò

C p Z L
P

s m sm m

* ( , )= =
1

q ,

C p Z L
p

s m Ns m s sm m N- - +
= = = = + =-1 1 11

1
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C p L
p

s s1 11
1* ( , ) = q ,

¶

¶
= =

Ñ

Z
p Z

s1 0 0

*

( , ) ; (20)

êðàåâûå  óñëîâèÿ  äëÿ  ÷àñòèöû  ñîñòàâëÿþò

N p X Z C Zs sm m
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¶ =
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=

2

2
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N p X Z

X

sm

* ( , , )
. (21)

Ðåøåíèå  çàäà÷è  óðàíåíèÿ  (18)–(21)  èìååò  âèä  [9]
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Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Õåâèñàéäà î ðàçëîæåíèè â ðÿä èçîáðàæåíèé ïî Ëàïëà-

ñó (23) ïî êîðíÿì çíàìåíàòåëÿ è âûïîëíÿÿ ïîäñòàíîâêó p D R
sm

= - intra b 2 2/ , ïî-

ëó÷àåì  ôîðìóëû  îáðàùåíèÿ  ê  îðèãèíàëàì  óêàçàííûõ  èçîáðàæåíèé  [11]:
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ÑÎÏÐßÆÅÍÍÀß  ÇÀÄÀ×À  È  ÒÅÕÍÎËÎÃÈß  ÏÎËÓ×ÅÍÈß  ÀÍÀËÈÒÈ×ÅÑÊÈÕ
ÂÛÐÀÆÅÍÈÉ  ÃÐÀÄÈÅÍÒÎÂ  ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÀ-ÍÅÂßÇÊÈ

Ïîñòðîåíèå ðàñøèðåííîãî ôóíêöèîíàëà. Ïåðåéäåì ê áåçóñëîâíîé ýêñòðå-

ìàëüíîé ôîðìå ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è èäåíòèôèêàöèè, ââîäÿ ðàñøèðåííûé

ôóíêöèîíàë  [19]
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Ôóíêöèîíàë-íåâÿçêà J s îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (9), f ys sm m
s, , ,=1 2, — íåèç-

âåñòíûå ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà, ïîäëåæàùèå îïðåäåëåíèþ [19], èç óñëîâèÿ ñòà-

öèîíàðíîñòè ôóíêöèîíàëà F( , )D D
sp sp

inter intra (ðàâåíñòâà íóëþ åãî ïîëíîé âà-

ðèàöèè)  [8,  14]:

DF D D D( , ) , ,D D J I I s
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s s sinter intra º + + = =
1 2

0 1 2. (24)

Âû÷èñëåíèå îòäåëüíûõ ÷ëåíîâ â (24) îñóùåñòâëÿåì â ïðåäïîëîæåíèè,

÷òî âåëè÷èíû D D
sm sm

inter intra, ïîëó÷èëè ïðèðàùåíèÿ D DD D
sm sm

inter intra, . Â ðå-

çóëüòàòå êîíöåíòðàöèè C t Zsm
( , ) èçìåíÿþòñÿ íà íåêîòîðûå ïðèðàùåíèÿ âåëè÷èí

DC t Zsm
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t Z , à êîíöåíòðàöèè Q t X Zsm
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Ïîñòàíîâêà íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è â ïðèðàùåíèÿõ. Ïîäñòàâëÿÿ â èñ-
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óðàâíåíèé è óñëîâèé çàäà÷è (1)–(6), ïðåíåáðåãàÿ ÷ëåíàìè âòîðîãî ïîðÿäêà ìà-

ëîñòè, ïîëó÷àåì ïîñòàíîâêó íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è â ïðèðàùåíèÿõ äëÿ îïðå-
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Âû÷èñëåíèå ïðèðàùåíèé ðàñøèðåííîãî ôóíêöèîíàëà. Â ïðåäïîëîæåíèè,

÷òî èñêîìûå âåêòîð-ôóíêöèè (C t Z C t zs sm m
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ïîëó÷èëè ïðèðàùåíèÿ (âàðèàöèè) ïî âñåì ñîñòàâëÿþùèì ðàñøèðåííîãî ôóíêöèîíàëà

F( , )D D
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inter intra , ïðåíåáðåãàÿ ÷ëåíàìè âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè, îïðåäåëÿåì:

—  ïðèðàùåíèå  ôóíêöèîíàëà-íåâÿçêè  (9):
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ïî ÷àñòÿì ñ èñïîëüçîâàíèåì íà÷àëüíûõ è êðàåâûõ óñëîâèé ïðÿìîé çàäà÷è (1)–(6)):
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Ïîñòàíîâêà ñîïðÿæåííîé êðàåâîé çàäà÷è. Â ñîîòâåòñòâèè ñ èñõîäíîé íà-
÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷åé (1)–(6) ñ ó÷åòîì (24) è (29)–(31) äëÿ êàæäîãî ïðèáëèæå-

íèÿ D D
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intra inter
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Îïðåäåëåíèå 1. Îáîáùåííûì ðåøåíèåì ñîïðÿæåííîé êðàåâîé çàäà÷è
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1
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Ïîñòðîåíèå àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ñîïðÿæåííîé çàäà÷è. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ

ðåøåíèÿ f sm
è y sm

ñîïðÿæåííîé êðàåâîé çàäà÷è (32)–(36) èñïîëüçóåì îïåðàöèîí-

íûé ìåòîä Õåâèñàéäà [11]. Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî èñêîìûå ôóíêöèè f sm
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ãäå f fs s
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p Z t Z e dt* ( , ) ( , )= -

¥

ò
0

, Y Ys s
pt

m m
p X Z t X Z e dt* ( , , ) ( , , )= -

¥

ò
0

.

Åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (39), (40) ïîñòðîåíî ìåòîäîì Êîøè [9, 10]
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ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2015, òîì 51,  ¹ 4 53



+ - = = +
R

D
p X E p Z s m N

sm

m m
s s

n
m

2

1 2 1 1
intra

IE
* *( , ) ( ) ( ), , , ,d g , (42)

IEsm
p X X X X* ( , )

sin
(sin [ cos ( )] sin ( )[= - - - - -

1
1 1 1 1

2b b
b b b -cos ])bX ,

b( )p R
p

D
sm

=
intra

.

Ïîäñòàâèâ ðåøåíèå (42) â óðàâíåíèå (38), ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì

¶

¶
+ = -

2

2

2
2f

g f d
s

s s s

nm

m m

sm

mZ
p p Z

L

D
E p Z

*
* *( ) ( , ) ( ) (

D

inter

g m ) , (43)

ãäå g b b
sm

m

sm

sm

mp
e

D

D

L

R

e
2

2

2

23

3
( ) = +

inter

intra

inter

inter
c

D
tg b -

é

ë
ê

ù

û
ú1 .

Åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (40), (41), (43) ïîñòðîåíî ìåòîäîì Êîøè [9, 10]
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ñèìâîë * îçíà÷àåò  îïåðàòîð  ñâåðòêè  äâóõ  ôóíêöèé  [11].
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Óñòàíîâëåíèå âçàèìîñâÿçè ìåæäó ðåøåíèÿìè ïðÿìîé è ñîïðÿæåííîé
çàäà÷àìè. Çàïèøåì îñíîâíûå óðàâíåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è â ïðèðàùåíèÿõ

(25)–(28)  è  ñîïðÿæåííîé  êðàåâîé  çàäà÷è  (32)–(36)  â  îïåðàòîðíîé  ôîðìå:

Lw t X Z w m ns s s mm m m T
( , , ) , ( , ) , ,= Î = +X 0 1 1 1UW ,

L
* ( , , ) ( ) ( ), ( , ) , ,Y Y Ws s m s mm m m T

t X Z E t Z m n= - Î = +d g 0 1 1 1U .
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* —  îïåðàòîð,  ñîïðÿæåííûé  ñ  èñõîäíûì  îïåðàòîðîì L.

Îïðåäåëåíèå cêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Ðàññìàòðèâàÿ L êàê îïåðàòîð,

îòîáðàæàþùèé W mT
â ïðîñòðàíñòâî L2 ; äëÿ ýëåìåíòîâ Lw L, Y Î 2 îïðåäåëèì
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Ïðåíåáðåãàÿ â (50) áåñêîíå÷íî ìàëûìè âåëè÷èíàìè âòîðîãî ïîðÿäêà, ñ ó÷å-
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d g Y ïîëó÷èì ïðèðàùåíèå ôóíê-

öèîíàëà-íåâÿçêè, âûðàæåííîå ÷åðåç ðåøåíèå ñîïðÿæåííîé çàäà÷è, è âåêòîð

óðàâíåíèé  ïðàâûõ  ÷àñòåé  (47)  çàäà÷è  (25)–(28):
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ÈÄÅÍÒÈÔÈÊÀÖÈß  ÏÀÐÀÌÅÒÐÎÂ,  ×ÈÑËÅÍÍÎÅ  ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ  È  ÀÍÀËÈÇ

Âîññòàíîâëåííûå ïðîôèëè êîýôôèöèåíòîâ äèôôóçèè. Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâ-

ëåíû èäåíòèôèöèðîâàííûå ñîãëàñíî ôîðìóëàì èäåíòèôèêàöèè (9) ïî äàííûì

NMR-ñïåêòðîñêîïèè [6] ðàñïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ êîìïåòèòèâíîé äèôôó-

çèè áåíçîëà è ãåêñàíà êàê ôóíêöèè îò âðåìåíè äëÿ ïÿòè êîîðäèíàöèîííûõ

ïîçèöèé òîëùèíû 6, 8, 10, 12, 14 ìì. Êðèâûå êîýôôèöèåíòîâ äèôôóçèè Dintra

(ðèñ. 2, à) èìåþò ïñåâäîýêñïîíåíöèàëüíûé õàðàêòåð è èçìåíÿþòñÿ â äèàïàçîíå

îò 90 10 13. × - äî 1 0 10 14. × - (äëÿ áåíçîëà) è îò 9 0 10 11. × - äî 2 0 10 12. × - (äëÿ ãåêñà-

íà). Äëÿ âðåìåíè äèôôóçèè áîëüøå 125–150 ìèí íàáëþäàåòñÿ îòíîñèòåëüíî

ñòàáèëüíàÿ êàðòèíà ìàññîïåðåíîñà, ñîïðîâîæäàþùàÿñÿ ïëàâíûì ïðèáëèæåíèåì

ïðîôèëåé êîýôôèöèåíòîâ äèôôóçèè Dintra ê çíà÷åíèÿì, ñîîòâåòñòâóþùèì ïî-

ëîæåíèþ èõ ðàâíîâåñèÿ.

Ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåòîâ äèôôóçèè Dinter (ðèñ. 2, á) äëÿ áåíçî-

ëà èìåþò áîëåå ïîëîãèé âèä è èçìåíÿþòñÿ â äèàïàçîíå îò 6 0 10 6. × - äî 1 0 10 6. × - .

Äëÿ âðåìåíè äèôôóçèè áîëüøå 125–150 ìèí èìååì íåçíà÷èòåëüíîå èçìåíåíèå

çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòîâ äèôôóçèè Dinter , äëÿ âñåõ ïîëîæåíèé òîëùèíû ñëîÿ íà-

áëþäàåòñÿ èõ ïðèáëèæåíèå ê ðàâíîâåñèþ. Èäåíòèôèöèðîâàííûå ðàñïðåäåëåíèÿ

êîýôôèöèåíòîâ êîìïåòèòèâíîé äèôôóçèè Dinter äëÿ ãåêñàíà (ñì. ðèñ. 2, á) êàê

ôóíêöèé âðåìåíè äëÿ òåõ æå ïîçèöèé êîîðäèíàòû òîëùèíû 6, 8, 10, 12, 14 ìì èç-

ìåíÿþòñÿ âî âðåìåíè â äèàïàçîíå îò 2 7 10 5. × - äî 1 0 10 5. × - . Íà÷èíàÿ ñ äèôôóçèîí-

íîãî âðåìåíè 75–90 ìèí íàáëþäàåòñÿ ïðîöåññ äîñòèæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ.
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â ìåæêðèñòàëëèòíîì ïðîñòàíñòâå (á) â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè è ðàçëè÷íûõ ïîëîæåíèé
îòíîñèòåëüíî  òîëùèíû  êàòàëèòè÷åñêîãî  ëîæà

à á



Êîíöåíòðàöèè è ãðàäèåíòû êîíöåíòðàöèé â ìèêðî- è íàíîïîðàõ ÷àñòèö.
Íà ðèñ. 3 ãðàôè÷åñêè ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ êðèâûõ êîíöåí-
òðàöèè áåíçîëà è ãåêñàíà â ìàêðîïîðàõ ìåæêðèñòàëëèòíîãî ïðîñòðàíñòâà, ïî-
ñòðîåííûõ ïî ðåçóëüòàòàì èäåíòèôèêàöèè êîýôôèöèåòîâ äèôôóçèè (ñì. ðèñ. 2).
Àíàëèçèðóÿ ñîîòâåòñòâóþùèå êðèâûå êîýôôèöèåíòîâ äèôôóçèè è ðàñïðåäåëå-
íèÿ êîíöåíòðàöèé âî âðåìåíè è âäîëü òîëùèíû ñëîÿ â ìåæêðèñòàëëèòíîì ïðî-
ñòðàíñòâå, ìîæíî çàìåòèòü íà îäèíàêîâûõ âðåìåííûõ èíòåðâàëàõ ïîäîáíûå õà-
ðàêòåðíûå ïðèçíàêè äîñòèæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ êàê îòíîñèòåëüíî ðàñïðåäåëåíèÿ êî-
ýôôèöèåíòîâ  äèôôóçèè,  òàê  è  îòíîñèòåëüíî  êîíöåíòðàöèé.
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Ðèñ. 3. Ðàñïðåäåëåíèå ãðàäèåíòîâ êîíöåíòðàöèé äèôôóçèè (Q) â ìåæêðèñòàëëèòíîì ïðîñòðàíñòâå â

çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè è ðàçëè÷íûõ ïîçèöèé êàòàëèòè÷åñêîãî ñëîÿ äëÿ áåíçîëà (à) è ãåêñàíà (á)

à á

Ðèñ. 4. Ðàñïðåäåëåíèå ãðàäèåíòîâ êîíöåíòðàöèé äèôôóçèè (Q) âäîëü ðàäèóñà ÷àñòèöû ( )X âî
âíóòðèêðèñòàëëèòíîì ïðîñòðàíñòâå ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ âðåìåíè äëÿ áåíçîëà (à) è ãåêñà-
íà (á): t = 25 ìèí (1), t = 50 ìèí (2), t = 100 ìèí (3), t = 200 ìèí (4); 0 — öåíòð ÷àñòèöû,
1  —  ïîâåðõíîñòü  ÷àñòèöû
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Ãðàôèêè íà ðèñ. 4 äåìîíñòðèðóþò èçìåíåíèå ãðàäèåíòîâ êîíöåíòðàöèè ïî-

ãëîùåííûõ êîìïîíåíòîâ àäñîðáàòà (áåíçîëà è ãåêñàíà) â ìèêðî- è íàíîïîðàõ

âíóòðèêðèñòàëëèòíîãî ïðîñòðàíñòâà âäîëü ðàäèóñà ÷àñòèöû (êðèñòàëëèòà). Íà

ðèñ. 4, à ïîêàçàíî èçìåíåíèå ãðàäèåíòîâ êîíöåíòðàöèè âäîëü ðàäèóñà êðèñòàëëè-

òà äëÿ áåíçîëà âî âíóòðèêðèñòàëëèòíîì ïðîñòðàíñòâå äëÿ ïÿòè êîîðäèíàòíûõ

ïîçèöèé òîëùèíû 6, 8, 10, 12 è 14 ìì äëÿ ñëåäóþùèõ äèôôóçèîííûõ ïåðèîäîâ:

25, 50, 100, 200 ìèí. Êàê ñëåäóåò èç ãðàôèêîâ, çíà÷èòåëüíûå ãðàäèåíòû êîíöåí-

òðàöèé èìåþò ìåñòî äëÿ ÷àñòèö, ðàçìåùåííûõ â âûõîäíûõ ñëîÿõ 6 ìì è 8 ìì,

çíà÷åíèÿ êîòîðûõ íà ôèíàëüíîé ñòàäèè äèôôóçèè äîñòèãàþò â öåíòðå êðèñòàë-

ëèòîâ 0.8 è 0.9 åäèíèö. Äëÿ âõîäíûõ ñëîåâ íàáëþäàåòñÿ èíàÿ êàðòèíà íàñûùå-

íèÿ:  0.4–0.5  äàííûõ  ãðàäèåíòà  êîíöåíòðàöèè.

Íà ðèñ. 4, á ïîêàçàíî èçìåíåíèå ãðàäèåíòîâ êîíöåíòðàöèè âäîëü ðàäèóñà

êðèñòàëëèòà äëÿ ãåêñàíà âî âíóòðèêðèñòàëëèòíîì ïðîñòðàíñòâå äëÿ ïÿòè êîîðäè-

íàòíûõ ïîçèöèé òîëùèíû 6, 10, è 14 ìì äëÿ òåõ æå äèôôóçèîííûõ ïåðèîäîâ.

Çäåñü íàáëþäàåòñÿ ìåíüøàÿ ñòåïåíü ïîãëîùåíèÿ. Äëÿ ÷àñòèö, ðàçìåùåííûõ

â âûõîäíûõ ñëîÿõ (6 ìì), çíà÷åíèÿ êîíöåíòðàöèé íà ôèíàëüíîé ñòàäèè äèôôó-

çèè  äîñòèãàþò  0.3–0.1  åäèíèö  (â  öåíòðå  êðèñòàëëèòîâ).

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ðåàëèçîâàíû ìîäåëè èäåíòèôèêàöèè ïàðàìåòðîâ êîìïåòè-

òèâíîé äèôôóçèè â íåîäíîðîäíûõ ñðåäàõ íàíîïîðèñòûõ ÷àñòèö ïðè îáîñíîâà-

íèè ïîñòàíîâîê è ðàçðåøèìîñòè ïðÿìîé è ñîïðÿæåííîé êðàåâûõ çàäà÷. Îïåðà-

öèîííûì ìåòîäîì Õåâèñàéäà ïîëó÷åíû èõ òî÷íûå àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ.

Èñõîäÿ èç òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñîñòîÿíèåì ìíîãîêîìïîíåíòíûõ

ñèñòåì è óêàçàííûõ âûñîêîñêîðîñòíûõ àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé ïðÿìûõ è ñî-

ïðÿæåííûõ çàäà÷ ïîëó÷åíû ÿâíûå ãðàäèåíòû ôóíêöèîíàëîâ-íåâÿçîê äëÿ èäåí-

òèôèêàöèè ïàðàìåòðîâ íàíîïîðèñòûõ ñðåä ñ íàáëþäåíèÿìè çà ñóììàðíûìè

êîíöåíòðàöèÿìè ñîðáèðóåìûõ ñìåñåé. Ðåàëèçîâàíû íà ýòîé îñíîâå âûñîêîïðî-

äóêòèâíûå ãðàäèåíòíûå ïðîöåäóðû èäåíòèôèêàöèè êîýôôèöèåíòîâ äèôôóçèè

â ïðîñòðàíñòâàõ ìàêðî- è ìèêðîïîð ÷àñòèö, îáåñïå÷èâàþùèå âûñîêóþ ñòåïåíü

ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ âû÷èñëåíèé è ñóùåñòâåííî ñîêðàùàþùèå êîëè÷åñòâî èòå-

ðàöèé íà êàæäîì ðåãóëÿðèçàöèîííîì öèêëå èäåíòèôèêàöèè. Âîññòàíîâëåíû

çàâèñèìîñòè êîýôôèöèåíòîâ äèôôóçèè â ìåæêðèñòàëëèòíîì è âíóòðèêðèñòàë-

ëèòíîì ïðîñòðàíñòâàõ, êàê ôóíêöèé îò âðåìåíè äëÿ ðàçëè÷íûõ ïîëîæåíèé

÷àñòèö âäîëü ñëîÿ êàòàëèçàòîðà, íà îñíîâå êîòîðûõ ïîñòðîåíû ðàñïðåäåëåíèÿ

êîíöåíòðàöèé  äèôôóíäèðóåìûõ  êîìïîíåíò  â  óêàçàííûõ  ïðîñòðàíñòâàõ.

Ñâåòëîé ïàìÿòè àêàäåìèêà ÍÀÍ Óêðàèíû Âàñèëèÿ Ñòåïàíîâè÷à Äåéíåêè

ïîñâÿùàåòñÿ  íàñòîÿùàÿ  ñòàòüÿ.
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