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Àííîòàöèÿ. Ïðåäëîæåíû íîâûå àëãîðèòìû äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû îïåðàòîðíûõ âêëþ÷åíèé
ñ ìîíîòîííûìè îïåðàòîðàìè, äåéñòâóþùèìè â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå. Àëãîðèòìû
îñíîâàíû íà òðåõ èçâåñòíûõ ìåòîäàõ: àëãîðèòìå ðàñùåïëåíèÿ Öåíãà è äâóõ ãèáðèäíûõ àë-
ãîðèòìàõ äëÿ àïïðîêñèìàöèè íåïîäâèæíûõ òî÷åê íåðàñòÿãèâàþùèõ îïåðàòîðîâ. Äîêàçàíû
òåîðåìû î ñèëüíîé ñõîäèìîñòè ïîðîæäåííûõ àëãîðèòìàìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îïåðàòîðíîå âêëþ÷åíèå, ìàêñèìàëüíûé ìîíîòîííûé îïåðàòîð, ðåçîëüâåí-
òà, ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, àëãîðèòì Öåíãà, ãèáðèäíûé àëãîðèòì, ñèëüíàÿ ñõîäèìîñòü.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Òåîðèÿ ìîíîòîííûõ îïåðàòîðîâ ÿâëÿåòñÿ àêòèâíî ðàçâèâàþùèìñÿ íàïðàâëåíè-
åì íåëèíåéíîãî àíàëèçà [1, 2]. Ìíîãèå çàäà÷è èññëåäîâàíèÿ îïåðàöèé è ìàòå-
ìàòè÷åñêîé ôèçèêè ìîæíî çàïèñàòü â âèäå âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ, çàäà÷
ðàâíîâåñíîãî òèïà èëè â ôîðìå îïåðàòîðíûõ âêëþ÷åíèé ñ ìîíîòîííûìè îïå-
ðàòîðàìè [3–6], äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðûõ â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðåäëîæåíî è îáî-
ñíîâàíî ìíîãî ìåòîäîâ [2, 7–25]. Îäíàêî äàëåêî íå âñå âîïðîñû ðàçðàáîòàíû
ñ èñ÷åðïûâàþùåé ïîëíîòîé. Â äàííîé ñòàòüå ïðåäëîæåíû äâà íîâûõ àëãîðèò-
ìà äëÿ ñèñòåìû îïåðàòîðíûõ âêëþ÷åíèé ñ ìîíîòîííûìè îïåðàòîðàìè, îáîá-
ùàþùåé çàäà÷ó èç [26–29]. Àëãîðèòìû îñíîâàíû íà òðåõ èçâåñòíûõ ìåòîäàõ:
àëãîðèòìå ðàñùåïëåíèÿ Öåíãà [13] è äâóõ ãèáðèäíûõ àëãîðèòìàõ äëÿ àïïðîê-
ñèìàöèè íåïîäâèæíûõ òî÷åê íåðàñòÿãèâàþùèõ îïåðàòîðîâ. Äîêàçàíû òåîðåìû
î ñèëüíîé ñõîäèìîñòè ïîðîæäåííûõ àëãîðèòìàìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

ÎÁÇÎÐ ÈÇÂÅÑÒÍÛÕ ÐÅÇÓËÜÒÀÒÎÂ

Â ðàáîòàõ [26–29] ðàññìîòðåíû çàäà÷è âèäà: ïóñòü H — ãèëüáåðòîâî ïðî-
ñòðàíñòâî, äëÿ êàæäîãî i d�1, ..., äàíû îïåðàòîð B H Hi : � è íåïóñòîå âûïóê-
ëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî C Hi � . Íåîáõîäèìî íàéòè
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: ( , )B x y xi � � 0 	 �y Ci , 	 �i d{ }1, ..., . (1)

Â ÷àñòíîñòè, â [27] äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà îïåðàòîðû Bi — îáðàòíî ñèëüíî ìîíî-
òîííûå (êî–êîåðöèòèâíûå) [2, 7], ïðåäëæåíû àëãîðèòìû
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ìîíîòîííîñòè îïåðàòîðà Bi , PCi
— îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ íà ìíîæåñòâî Ci .

Íàïîìíèì, ÷òî îïåðàòîð B H H: � íàçûâàþò îáðàòíî ñèëüíî ìîíîòîííûì

ñ êîíñòàíòîé L  0 (L-êî-êîåðöèòèâíûì), åñëè ( , ) || ||Bx By x y L Bx By� � � � 2 äëÿ

âñåõ x y H, � . Èçâåñòíî, ÷òî äèôôåðåíöèðóåìûé ôóíêöèîíàë f H: � � ñ ïðî-
èçâîäíîé f �, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ êîíñòàíòîé L  0 , ÿâëÿåò-
ñÿ âûïóêëûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îïåðàòîð f � — îáðàòíî ñèëüíî ìîíî-
òîííûé ñ êîíñòàíòîé 1/ L (òåîðåìà Áàéîíà–Àääàäà) [2]. Àëãîðèòìû (2) è (3) â ñëó-
÷àå ðàçðåøèìîñòè ñèñòåìû (1) ñëàáî ñõîäÿòñÿ ê åå ðåøåíèþ [27]. Â ðàáîòå [28]
ïðåäëîæåí ñèëüíî ñõîäÿùèéñÿ ìîäèôèöèðîâàííûé ýêñòðàãðàäèåíòíûé àëãîðèòì
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äëÿ çàäà÷è (1) â ñëó÷àå ìíîãîçíà÷íûõ ìîíîòîííûõ è ëèïøèöåâûõ îïåðàòîðîâ Bi .
Çàìåòèì, ÷òî, èñïîëüçóÿ èòåðàòèâíóþ ðåãóëÿðèçàöèþ [30], ëåãêî ìîäèôèöèðîâàòü
(2) è (3) äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñèëüíî ñõîäÿùèõñÿ àïïðîêñèìàöèé ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1)
ñ ìèíèìàëüíîé íîðìîé. Íàïðèìåð, äëÿ àëãîðèòìà (3) ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìîäèôèêà-
öèÿ èìååò âèä

x P x B xn n C n i ni

d

i
 �
� � ��1 1

1( ) ( )� � ,

ãäå � n �( , )0 1 , lim
n

n
��

�� 0, � nn�
�� � 
�

1
.

Ñèñòåìû çàäà÷ ðàâíîâåñíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ðàññìîòðåíû â [31–33],
à ñèñòåìû ìîíîòîííûõ âêëþ÷åíèé — â [34].

Â äàííîé ðàáîòå äëÿ ñèñòåìû îïåðàòîðíûõ âêëþ÷åíèé 0� 
( )A B xi i
	 �i d{ }1, ..., , îáîáùàþùåé ñèñòåìó (1), ïðåäëîæåíû äâà ñèëüíî ñõîäÿùèõñÿ èòå-
ðàöèîííûõ àëãîðèòìà. Îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðîâ Ai ïðåäïîëàãàåòñÿ ìàêñèìàëü-
íàÿ ìîíîòîííîñòü, à îïåðàòîðîâ Bi — òîëüêî îäíîçíà÷íîñòü, ìîíîòîííîñòü è
ëèïøèöåâîñòü. Êàæäûé àëãîðèòì ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðèçàöèåé âåêòîðíîãî âàðèàíòà
ìåòîäà ðàñùåïëåíèÿ Öåíãà [13] ñ ïîìîùüþ ñîîòâåòñòâóþùåãî ãèáðèäíîãî
ìåòîäà (âíåøíèõ àïïðîêñèìàöèé) ïîèñêà íåïîäâèæíûõ òî÷åê íåðàñòÿãèâàþùèõ
îïåðàòîðîâ [35–38].

ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È È ÎÏÈÑÀÍÈÅ ÀËÃÎÐÈÒÌÎÂ

Âñþäó äàëåå H — äåéñòâèòåëüíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì

ïðîèçâåäåíèåì ( , )� � è ïîðîæäåííîé íîðìîé || ||� . Äëÿ îïåðàòîðà T H H: � 2 èñ-

ïîëüçóåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: dom ) { }( :T x H Tx� � �� , T x H� � �10 { :

0�Tx} . Íàïîìíèì, ÷òî ðåçîëüâåíòîé îïåðàòîðà T H H: � 2 íàçûâàþò îïåðàòîð

J E T HT
H� 
 ��( ) :1 2 , ãäå E — åäèíè÷íûé îïåðàòîð [2, 7]. Èçâåñòíî, ÷òî

â ñëó÷àå ìàêñèìàëüíîé ìîíîòîííîñòè îïåðàòîðà T ðåçîëüâåíòà JT ÿâëÿåòñÿ
îäíîçíà÷íûì, âñþäó çàäàííûì è òâåðäî íåðàñòÿãèâàþùèì (firmly

nonexpansive) îïåðàòîðîì, à ìíîæåñòâî T �10 — çàìêíóòûì è âûïóêëûì (âîç-
ìîæíî ïóñòûì) [2, 7].

Ëåììà 1 [2]. Ïóñòü T H H: � 2 — ìàêñèìàëüíûé ìîíîòîííûé îïåðàòîð, x,

u H� . Òîãäà
( , )u x y� � �� 0 	 �y Tdom( ) , 	 �� Ty � x T�dom( ) , u Tx� .

Ïóñòü òàêæå PC – îïåðàòîð ìåòðè÷åñêîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ íà íåïóñòîå âû-
ïóêëîå è çàìêíóòîå ìíîæåñòâî C H� , ò.å. P xC — åäèíñòâåííûé ýëåìåíò ìíî-
æåñòâà C ñî ñâîéñòâîì || || min || ||P x x z xC

z C
� � �

�
. Èñïîëüçóåì ñëåäóþùèå õàðàêòå-

ðèçàöèè ýëåìåíòà P xC [2]:

y P xC� � y C� , ( , )y x z y� � � 0 	 �z C,

y P xC� � y C� , || || || || || ||y z x z y x� � � � �2 2 2 	 �z C.

Çàìåòèì, ÷òî P JC NC
� , ãäå NC — íîðìàëüíûé êîíóñ ìíîæåñòâà C [2].

Ïåðåéäåì ê ôîðìóëèðîâêå çàäà÷è. Ïóñòü I d� { }1 2, , ..., , ãäå d ��. Ðàññìîò-
ðèì ìíîæåñòâî îïåðàòîðîâ { }A A B Bd d1 1, ..., , , ..., è ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ âñåõ
i I� âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

A1) A Hi
H: � 2 — ìàêñèìàëüíûé ìîíîòîííûé îïåðàòîð;

A2) B H Hi : � — ìîíîòîííûé è ëèïøèöåâûé îïåðàòîð ñ êîíñòàíòîé Ëèï-
øèöà Li  0 , ïðè÷åì dom( )B Hi � .

Îòìåòèì, ÷òî âñå îïåðàòîðû A B Hi i
H
 �: 2 ÿâëÿþòñÿ ìàêñèìàëüíûìè ìî-

íîòîííûìè è dom dom( ) ( )A B Ai i i
 � .

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó îïåðàòîðíûõ âêëþ÷åíèé

0� 
( )A B xi i , i I� . (4)
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Çàìå÷àíèå 1. Åñëè äëÿ âñåõ i I� èìååì A Ni Ci
� — íîðìàëüíûé êîíóñ çàì-

êíóòîãî âûïóêëîãî ìíîæåñòâà C Hi � , òî çàäà÷à (4) ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé âàðèàöè-
îííûõ íåðàâåíñòâ: íàéòè ýëåìåíò x H� òàêîé, ÷òî äëÿ âñåõ i I� èìååì x Ci� è
( , )B x y xi � � 0 	 �y Ci .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî S A Bi I i i� � 
 ���
�( ) 10 .
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óñëîâèþ
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Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñèëüíî ñõîäÿùèõñÿ àïïðîêñèìàöèé ðåøåíèé ñèñòåìû îïåðà-
òîðíûõ âêëþ÷åíèé (4) ïðåäëàãàåì ñëåäóþùèå àëãîðèòìû.
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Çàìå÷àíèå 2. Àëãîðèòì 1 ðåàëèçóåò èäåþ ðåãóëÿðèçàöèè âåêòîðíîãî âàðè-
àíòà ìåòîäà ðàñùåïëåíèÿ Öåíãà [13] ñ ïîìîùüþ ãèáðèäíîãî ìåòîäà [35], à àëãî-
ðèòì 2 — ñ ïîìîùüþ ìåòîäà [37].

Çàìå÷àíèå 3. Èìåþùèåñÿ â àëãîðèòìàõ ìíîæåñòâà C Qn n� è Cn
1 ÿâëÿþò-

ñÿ âûïóêëûìè è çàìêíóòûìè. Äàëåå ïîêàçàíà èõ íåïóñòîòà è êîððåêòíîñòü îïðå-
äåëåíèÿ ýëåìåíòîâ xn .

Çàìå÷àíèå 4. Äëÿ ñèñòåì âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ 1
àëãîðèòìû 1 è 2 èìåþò âèä
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ñîîòâåòñòâåííî. Èòåðàöèîííûé øàã ïðèâåäåííîãî âûøå âàðèàíòà àëãîðèòìà 1
áîëåå ïðîñòîé, ÷åì øàã â ìåòîäå èç [29], èìåþùåì â äàííîì ñëó÷àå ñëåäóþ-
ùèé âèä:

y P x B x

z P x B y

n i C n n i i n

n i C n n i i

i

i

( , ) ( , )

( , ) ( , ) (

( ),

(

� �

� �

�

� n i

n i I n n i n n i n iC z H x z z x z

, )

( , ) ( , ) ( , )

),

{ : max ( , (� � � � �� � � x

Q z H x z x x

x P x

n

n n n

n C Qn n

)) },

{ :( , ) },

,

�

� � � � �

�

�

�

�
��

� 
 �

0

0

1

�
�
�

ãäå � ( , ) [ , ] , minn i k I
k

a b
L

� �
�

�
��

�

�
���0

1
, � 	( , ) ,n i ��

 !
"

#$
1

2
, 	��

�
�

"

#$
0

1

2
, .

Ñïðàâåäëèâî âàæíîå íåðàâåíñòâî, ñâÿçûâàþùåå ðàññòîÿíèÿ îò ïîðîæäåííûõ
àëãîðèòìàìè òî÷åê äî ìíîæåñòâà S .

Ëåììà 2. Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ( )xn , ( )( , )z n i è ( )( , )� n i , ïîðîæäåííûõ

àëãîðèòìîì 1 èëè àëãîðèòìîì 2, èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

|| || || || ( ) || ||( , ) ( , )� �n i n n i n n iz x z L x z� � � � � �2 2 2 2 21 ,

ãäå z S� .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü z S� . Èìååì

|| || || ||( , ) ( , ) ( , ) ( , )� �n i n n i n i n i n iz x y z B z z� � � 
 � � �2 2

� � 
 � �|| ( ) ( ) ||( , ) ( , )z z B x B zn i n i n i n i� 2 || || || ||( , ) ( , )z z B x B zn i n i n i n i� 
 � 
2 2 2�


 � �2� n i n i n i n iB x B z z z( , )( , ) ( , ) . (5)

Èç ìîíîòîííîñòè îïåðàòîðà � n iA è ðàâåíñòâà z J yn i A n in i( , ) ( , )� � ñëåäóåò
( , )( , ) ( , ) ( , )z y B z z zn i n i i n i� � � � 0 . À èç ìîíîòîííîñòè îïåðàòîðà Bi ñëåäóåò

( , )( , ) ( , )� �n i n i n i n iB z B z z z� � � 0 .

Ñëîæèâ ýòè íåðàâåíñòâà, ïîëó÷èì

( , )( , ) ( , ) ( , ) ( , )z y B z z zn i n i i n i n i� � � � 0 . (6)

Èç (6) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

2� n i n i n i n iB x B z z z( , )( , ) ( , )� � �2( , )( , ) ( , ) ( , ) ( , )z y B z z zn i n i i n i n i� � � 



 
 � � �2( , )( , ) ( , ) ( , )� n i n n i n i n iB x y z z z 2( , )( , ) ( , )x z z zn n i n i� � �

� � � � � �|| || || || || ||( , ) ( , )x z z z z xn n i n i n
2 2 2 . (7)

Ñ ó÷åòîì (7) â (5) ïîëó÷èì

|| || || || || || ||( , ) ( , )� �n i n n n i n i nz x z x z B x B� � � � � 
 �2 2 2 2
i n iz( , ) ||2 �

� � � � �|| || ( ) || ||( , )x z L x zn n i n n i
2 2 2 21 � ,

÷òî è ñëåäîâàëî äîêàçàòü. �
Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó ñèëüíîé ñõîäèìîñòè àëãîðèòìîâ.

ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÜ ÀËÃÎÐÈÒÌÀ 1

Ðàññìîòðèì âàæíîå ñâîéñòâî ëîêàëèçàöèè ìíîæåñòâà ðåøåíèé îïåðàòîðíîãî
âêëþ÷åíèÿ (4) ñ ïîìîùüþ ìíîãîãðàííèêîâ C Qn n� .

Ëåììà 3. Äëÿ âñåõ n�� èìååò ìåñòî âëîæåíèå

S C Qn n� � . (8)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü z S A Bi I i i� � � 
�
�( ) 10. Èç íåðàâåíñòâà ëåììû 2

ñëåäóåò, ÷òî || || || ||( , )� n i nz x z� � � äëÿ âñåõ n��, i I� . Òàêèì îáðàçîì, S Cn�
äëÿ âñåõ n��. Òåïåðü ñ èñïîëüçîâàíèåì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè ïîêàæåì, ÷òî

äëÿ êàæäîãî n�� ñïðàâåäëèâî âëîæåíèå S C Qn n� � . Äëÿ n �1 èìååì Q Hn � .

Ñëåäîâàòåëüíî, S C Q� �1 1. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî k �� âûïîëíÿåòñÿ

S C Qk k� � . Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òî÷êà x C Qk k k
 � �1 òàêàÿ, ÷òî

x P xk C Qk k
 ��1 . Èç x P xk C Qk k
 ��1 ñëåäóåò ( , )x z x xk k
 
� � �1 1 0 	 � �z C Qk k .

Ïîñêîëüêó S C Qk k� � , òî S Qk� 
1 . Òàêèì îáðàçîì, S C Qk k� �
 
1 1. Âëîæå-

íèå (8) äîêàçàíî äëÿ âñåõ n��. �

Ëåììà 4. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ( )xn , ( )( , )z n i è ( )( , )� n i îãðàíè÷åíû è

lim || || lim || ||( , ) ( , )
n

n i n
n

n i nz x x
�� ��

� � � �� 0 . (9)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ( )xn îãðàíè÷åíà. Ñó-

ùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òî÷êà z S0 � òàêàÿ, ÷òî z P xS0 � . Èç x P xn C Qn n
 ��1 ñëå-
äóåò || || || ||x x x zn
 � � �1 	 � �z C Qn n . Ïîñêîëüêó z S C Qn n0 � � � , òî

|| || || ||x x z xn
 � � �1 0 	 �n � . (10)

Îòêóäà ñëåäóåò îãðàíè÷åííîñòü ( )xn .

Äîêàæåì, ÷òî

lim | | | |
n

n nx x
��


 � �1 0 . (11)

Èç x C Q Qn n n n
 � � �1 è x P xn Qn
� ñëåäóåò || || || ||x x x xn n
 � � �1 	 �n � .

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ( || || )x xn � îãðàíè÷åíà è íåóáûâàþùàÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ñó-

ùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë lim || ||
n

nx x
��

� . Îäíàêî, ïîñêîëüêó x Qn n
 �1 , òî

( , )x x x xn n n� � �
1 0 è

|| || || ( ) ( ) ||x x x x x xn n n n� � � � � �
 
1
2

1
2

� � � � � 
 � �
 
|| || ( , ) || ||x x x x x x x xn n n n
2

1 1
22

� � � � � � � � �
 
 
|| || || || ( , ) || ||x x x x x x x x x xn n n n n n1
2 2

1 1
22 � �|| ||x xn

2 .

Îòêóäà ïîëó÷àåì (11).

Ïîñêîëüêó x Cn n
 �1 , òî || || || ||( , )� n i n n nx x x� � �
 
1 1 	 �i I . Îòêóäà ïîëó-
÷àåì îãðàíè÷åííîñòü ( )( , )� n i è

|| || || || || || ||( , ) ( , )� �n i n n i n n n n nx x x x x x� � � 
 � � �
 
1 1 2 
 �1 0|| . (12)

Èñïîëüçóÿ ëåììó 2, ïîëó÷àåì

|| ||( , )x zn n i� �2

�
� � �

�
�

� �|| || || || ( || || ||( , ) ( ,x z z

L

x zn n i

n i

n n i
2 2

2 21

�

�

� ) ( , )|| )( || || || || )� � 
 �

�
�

z x z z

L

n n i

n i

�

�1 2 2

�
� 
 �

�
�

( || || || || )
|| ||

( , )
( , )

x z z

L
x

n n i

n i

n n i

�

�
�

1 2 2
,

ãäå z S� . Èç (12) ñëåäóåò lim || ||( , )
n

n i nz x
��

� � 0 è îãðàíè÷åííîñòü ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ( )( , )z n i . �

Ëåììà 5. Ñëàáûå ïðåäåëüíûå òî÷êè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ( )xn , ( )( , )z n i è

( )( , )� n i ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó S .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èç îãðàíè÷åííîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ( )xn ñëåäóåò ñó-

ùåñòâîâàíèå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè ( )xnk
, ñëàáî ñõîäÿùåéñÿ ê òî÷êå w H� . Ïî-

êàæåì, ÷òî w S� . Èç (9) ñëåäóåò z wn ik( , ) � ñëàáî, � ( , )n ik
w� ñëàáî è

u
x z

B z B xn i
n n i

n
i n i i nk

k k

k

k k( , )
( , )

( , )�
�


 � �
�

0 , u A B zn i i i n ik k( , ) ( , )( )� 
 .

Èìååì
( , )( , ) ( , )u p z yn i n ik k

� � � 0 	 � 
y A Bi idom( ) , 	 � 
p A B yi i( ) .

Ïîñëå ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà ïîëó÷èì ( , )0 0� � �p w y 	 � 
y A Bi idom( ) ,
	 � 
p A B yi i( ) . Ïîñêîëüêó îïåðàòîðû A Bi i
 ÿâëÿþòñÿ ìàêñèìàëüíûìè ìîíî-
òîííûìè, òî ñîãëàñíî ëåììå 1 èìååì 0� 
( )A B wi i , i I� . �

Ñôîðìóëèðóåì îäèí èç îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû.
Òåîðåìà 1. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ À1), A2), B1) è

S A Bi I i i� � 
 ���
�( ) 10 . Òîãäà ïîðîæäåííûå àëãîðèòìîì 1 ïîñëåäîâàòåëüíîñ-

òè ( )xn , ( )( , )z n i è ( )( , )� n i ñèëüíî ñõîäÿòñÿ ê ýëåìåíòó z P x
i I i iA B0 01�

� 
�
�( )

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ( )xnk
ñëàáî ñõîäèòñÿ ê ýëå-

ìåíòó w H� . Èçâåñòíî, ÷òî w S A Bi I i i� � � 
�
�( ) 10 . Äëÿ z P x

i I i iA B0 01�
� 
�

�( )

èç íåðàâåíñòâà (10) ñëåäóåò

|| || || || lim || || lim || || |x z x w x x x x
k

n
k

nk k
� � � � � � � �

�� ��
0 | ||x z� 0 .

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíî lim || || || || || ||
k

nx x x w x z
k��

� � � � � 0 . Îòêóäà x w znk
� � 0 .

Ñëåäîâàòåëüíî, x zn � 0 . Â ñèëó (9) ïîëó÷àåì � ( , )n i z� 0 è z zn i( , ) � 0 . �

Äàëåå ðàññìîòðèì ñõîäèìîñòü àëãîðèòìà 2.

ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÜ ÀËÃÎÐÈÒÌÀ 2

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ À1), A2), B1) è S A Bi I i i� � 
 ���
�( ) 10 .

Òîãäà ïîðîæäåííûå àëãîðèòìîì 2 ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ( )xn , ( )( , )z n i è ( )( , )� n i
ñèëüíî ñõîäÿòñÿ ê ýëåìåíòó z P x

i I i iA B0 01�
� 
�

�( )
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ z S� è ïîðîæäåííûõ àëãîðèòìîì 2 ïîñëåäîâàòåëüíîñ-
òåé èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

|| || || || ( ) || ||( , ) ( , )� �n i n n i n n iz x z L x z� � � � � �2 2 2 2 21 . (13)

Ïîêàæåì, ÷òî àëãîðèòì 2 ïîðîæäàåò öåïî÷êó âëîæåíèé

H C C C S A Bn i I i i� % % % % % � � 
�
�

1 2
10� � ( ) .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî S A B Ci I i i n� � 
 ��
�( ) 10 . Äëÿ z S� èç íåðàâå-

íñòâà (13) ñëåäóåò max || || || ||( , )
i I

n i nz x z
�

� � �� . Îòêóäà, S C Cn n� �
1 .

Ïîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå êîíå÷íîãî ïðåäåëà lim || ||
n

nx x
��

� . Ïîñêîëüêó

x P xn Cn
� , S Cn� , äëÿ âñåõ z S� èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî || ||x zn � �2

� � � �|| || || ||x z x xn
2 2 . Îòêóäà || || || ||x x x zn � � �2 2 .

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ( || || )x xn � îãðàíè÷åíà ñâåðõó. Ïîñêîëüêó C Cn n
 �1 , òî
|| || || ||x x x xn n
 � � �1 . Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ( || || )x xn � îãðàíè÷åíà
ñâåðõó è íåóáûâàþùàÿ, ïîýòîìó ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë lim || ||

n
nx x

��
� .

Ïîêàæåì ôóíäàìåíòàëüíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ( )xn . Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
m�� ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî C Cn m n
 � , èìååì

|| || || || || || || ||x x x P x x x x xn m n n m C n m nn
 
 
� � � � � � �2 2 2 2 .
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Îòêóäà ñëåäóåò ôóíäàìåíòàëüíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ( )xn .

Òàêèì îáðàçîì, x z Hn � �0 ïðè n � �.

Ïîñêîëüêó x Cn n
 
�1 1, òî

|| || || || || || ||( , ) ( , )� �n i n n i n n n nx x x x x� � � 
 � � �
 
 
1 1 12 xn || � 0 .

Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî (13), ïîëó÷àåì

|| ||
|| || || ||

( , )
( , )

x z
x z z

L
n n i

n n i

n i

� �
� � �

�
�2

2 2

2 21

�

�

�
� 
 �

�
�

( || | || || || )
|| ||

( , )
( , )

x z z

L
x

n n i

n i

n n i

�

�
�

1 2 2
,

ãäå z S� . Ñëåäîâàòåëüíî, èìååì � ( , )n i z� 0 è z zn i( , ) � 0 ïðè n � �.

Ïîêàæåì, ÷òî z S0 � . Èìååì

u
x z

B z B xn i
n n i

n
i n i i n( , )

( , )
( , )�

�

 � �

�
0 , u A B zn i i i n i( , ) ( , )( )� 
 .

Âñëåäñòâèå ìîíîòîííîñòè A Bi i
 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

( , )( , ) ( , )u p z yn i n i� � � 0 	 � 
y A Bi idom( ) , 	 � 
p A B yi i( ) .

Ïîñëå ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà ïîëó÷èì

( , )0 00� � �p z y 	 � 
y A Bi idom( ) , 	 � 
p A B yi i( ) .

Ïîñêîëüêó îïåðàòîðû A Bi i
 ÿâëÿþòñÿ ìàêñèìàëüíûìè ìîíîòîííûìè, ñî-
ãëàñíî ëåììå 1 èìååì 0 0� 
( )A B zi i , i I� , ò.å. z S0 � .

Ïîñêîëüêó x P xn Cn
� è S Cn� , òî

( , )x x z xn n� � � 0 	 �z S . (14)

Ñîâåðøèâ â íåðàâåíñòâå (14) ïðåäåëüíûé ïåðåõîä, ïîëó÷èì ( , )z x z z0 0 0� � �
	 �z S , ò.å. z P x

i I i iA B0 01�
� 
�

�( )
. �

Çàìå÷àíèå 5. Èñïîëüçóÿ òåõíèêó èç ðàáîò [39, 40] ìîæíî îáîñíîâàòü òàêîé
âàðèàíò àëãîðèòìà 2 ïîñòðîåíèÿ ñèëüíî ñõîäÿùèõñÿ àïïðîêñèìàöèé ðåøåíèé
ñèñòåìû (4).

Àëãîðèòì 2*
Âûáèðàåì x H� , x H1 � , C H1 � , ãåíåðèðóåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ

x Hn � ñ ïîìîùüþ èòåðàöèîííîé ñõåìû

y x B x

z J y

x y z B z

n n n p n n

n A n

n n n n n p n

n p n

� �

�

� �

�

� � � �

�

( )

( )

,

,
( )

n

n n n n

n C

C C z H z x z

x P x
n

,

{ : || || || ||},

,







� � � � � �

�

�

�

�
�




1

1 1

�

�

�

�
�
�

ãäå � n i I
i

a b
L

� �
�

�
��

�

�
���[ , ] , min0

1
, p I: � � — ñþðúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå òàêîå,

÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî èíäåêñà i I� ìíîæåñòâî p i k p k i� � � �1 ( ) : ( ){ }� áåñêîíå÷íî.

Çàìå÷àíèå 6. Óñëîâèå � n i I
i

a b
L

� �
�

�
��

�

�
���[ , ] , min0

1
â àëãîðèòìàõ íå ÿâëÿåòñÿ

êîíñòðóêòèâíûì è èìååò ñêîðåå òåîðåòè÷åñêîå çíà÷åíèå. Íà ïðàêòèêå âåëè÷èíó � n

ìîæíî ïîëó÷èòü äðîáëåíèì êàêîé-íèáóäü íà÷àëüíîé âåëè÷èíû 
  0 çà êîíå÷íîå

÷èñëî øàãîâ. Íàïðèìåð,

110 ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2014, òîì 50, ¹ 5



j n j
B J E B x B x

i I

i A
j

i n i nj
i( ) min : max

|| ( ) ||

||
� �

� �
�

�
�

0
2

2




J E B x xj
iA

j
i n n

j

n j n






�




�

 2

2

2

2

� � �
�

�

�
�

��

&

'
�

(�
�

�( ) ||
,

,
( )

�

�

�
�

�

�
�

ãäå 
  0 , � �( , )0 1 — çàäàííûå ïàðàìåòðû [13, 16]. Çàìåòèì, ÷òî â ýòîé ñõåìå äðîá-

ëåíèÿ íåîáõîäèìî âû÷èñëÿòü çíà÷åíèÿ êîìïîçèöèé ( ) ( )E A E Bj
i

j
i
 �� � �
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÷òî ìîæåò ñêàçàòüñÿ íà îáùåé âû÷èñëèòåëüíîé ýôôåêòèâíîñòè ìåòîäà.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìîòðåíà ïðîáëåìà ðåøåíèÿ êîíå÷íîé ñèñòåìû îïåðàòîðíûõ

âêëþ÷åíèé ñ ìàêñèìàëüíûìè ìîíîòîííûìè îïåðàòîðàìè, äåéñòâóþùèìè â ãèëü-

áåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ïðåäëîæåíû äâà èòåðàöèîííûõ àëãîðèòìà àïïðîêñèìà-

öèè ìåòðè÷åñêîé ïðîåêöèè çàäàííîé òî÷êè íà ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû îïå-

ðàòîðíûõ âêëþ÷åíèé. Àëãîðèòìû îñíîâàíû íà òðåõ èçâåñòíûõ ìåòîäàõ: âåêòîð-

íîì âàðèàíòå àëãîðèòìà ðàñùåïëåíèÿ Öåíãà è äâóõ ãèáðèäíûõ àëãîðèòìàõ äëÿ

àïïðîêñèìàöèè íåïîäâèæíûõ òî÷åê íåðàñòÿãèâàþùèõ îïåðàòîðîâ. Äîêàçàíû òåî-

ðåìû î ñèëüíîé ñõîäèìîñòè ïîðîæäåííûõ àëãîðèòìàìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Çàìåòèì, ÷òî îñíîâíûì íåäîñòàòêîì àëãîðèòìîâ ÿâëÿåòñÿ âîçðàñòàþùàÿ
ñëîæíîñòü ìíîãîãðàííûõ ìíîæåñòâ, íà êîòîðûå ïðîåêòèðóåòñÿ òî÷êà x. Â ñëó÷àå
I � { }1 â àëãîðèòìå 1 ïðîåêòèðîâàíèå íà ìíîæåñòâî C Qn n� îñóùåñòâëÿåòñÿ ÿâíî.
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