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ÌÎÄÅËÈ È ÑËÎÆÍÎÑÒÜ ÇÀÄÀ× ÏÐÎÅÊÒÈÐÎÂÀÍÈß
È ÐÅÊÎÍÑÒÐÓÊÖÈÈ ÒÅËÅÊÎÌÌÓÍÈÊÀÖÈÎÍÍÛÕ
È ÒÐÀÍÑÏÎÐÒÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌ

Àííîòàöèÿ. Ðàññìîòðåíû ïðîáëåìû ñèíòåçà ñåòåé, âîçíèêàþùèå ïðè ïðîåêòèðîâàíèè è
ýêñïëóàòàöèè òåëåêîììóíèêàöèîííûõ è òðàíñïîðòíûõ ñåòåé. Ïðåäëîæåíà ôîðìàëèçàöèÿ
çàäà÷ ñèíòåçà ñåòåé íà ãðàôàõ, â êîòîðûõ çàäàíû îãðàíè÷åíèÿ íà ïðîïóñêíûå ñïîñîáíîñ-
òè ðàçðåçîâ è ó÷èòûâàþòñÿ âîçìîæíîñòè âûõîäà èç ñòðîÿ íåêîòîðûõ êîìïîíåíòîâ ñåòè.
Îïèñàíû ïîäõîäû ê ðåøåíèþ è àíàëèçó òðóäîåìêîñòè ðàññìîòðåííûõ çàäà÷.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïðîåêòèðîâàíèå è íàäåæíîñòü ñåòè, ìèíèìàëüíûé ðàçðåç, ñóáìîäóëÿð-
íàÿ ôóíêöèÿ, ðàçðåçíàÿ ôóíêöèÿ, îïòèìàëüíàÿ òîïîëîãèÿ.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Â áîëüøèíñòâå çàäà÷ ñèíòåçà ñåòåé îñíîâíîå òðåáîâàíèå ñîñòîèò â òîì, ÷òî
ïðîåêòèðóåìûå ñåòè, êðîìå ìàãèñòðàëüíûõ ïóòåé, äîëæíû ñîäåðæàòü äîïîëíè-
òåëüíûå ðåçåðâíûå ïóòè, ñîåäèíÿþùèå ïðîèçâîëüíóþ ïàðó òåðìèíàëüíûõ
óçëîâ, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ äëÿ íîðìàëüíîãî ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñåòåé â àâà-
ðèéíîì ðåæèìå. Ïðè ýòîì ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî â ñëó÷àå îòêàçà íåêîòîðûõ
êîìïîíåíòîâ ìàãèñòðàëüíûõ ïóòåé ïî äîïîëíèòåëüíûì áóäåò ïåðåäàâàòüñÿ
ïðîèçâîëüíîå êîëè÷åñòâî èíôîðìàöèè. Òàêàÿ ñèòóàöèÿ èìååò ìåñòî, êàê ïðà-
âèëî, â òåëåêîììóíèêàöèîííûõ ñåòÿõ ñâÿçè, ãäå ïðîïóñêíûå ñïîñîáíîñòè âî-
ëîêíî-îïòè÷åñêèõ ëèíèé ïîçâîëÿþò ïåðåäàâàòü ïðàêòè÷åñêè íåîãðàíè÷åííîå
êîëè÷åñòâî èíôîðìàöèè. Â ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè çàäà÷è ñèíòåçà ñåòåé óñëî-
âèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ ïóòåé ìåæäó òåðìèíàëüíûìè óçëàìè ôîð-
ìóëèðóþòñÿ ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè [1–12]. Â îáùåé ïîñòàíîâêå ïðîáëåìû
ñèíòåçà ñåòåé ïðèâîäÿò ê òðóäíîðåøàåìûì îïòèìèçàöèîííûì çàäà÷àì ñ ïðè-
ìåíåíèåì ïðèáëèæåííûõ àëãîðèòìîâ [13]. Â òî æå âðåìÿ àêòóàëüíà ôîðìàëè-
çàöèÿ è èññëåäîâàíèå òàêèõ êëàññîâ çàäà÷ ñèíòåçà ñåòåé, ó÷åò ñïåöèôèêè êî-
òîðûõ ïîçâîëÿåò ðàçðàáàòûâàòü ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ.

1. ÔÎÐÌÀËÈÇÀÖÈß ÇÀÄÀ×È ÏÐÎÅÊÒÈÐÎÂÀÍÈß È ÐÅÊÎÍÑÒÐÓÊÖÈÈ ÑÅÒÅÉ

Â ðàáîòàõ [3, 7] ïðèâåäåíû îáùèå ñïîñîáû ôîðìàëèçàöèè, ñ ïîìîùüþ êîòî-
ðûõ íåïîëàäêè ðàçëè÷íûõ êîìïîíåíòîâ ñåòåé ó÷èòûâàþòñÿ êàê ðåçóëüòàò âîç-
ìîæíûõ ãëîáàëüíûõ àâàðèé â íèõ. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî âî ìíîãèõ çàäà÷àõ
ñèíòåçà íàäåæíûõ òåëåêîììóíèêàöèîííûõ ñåòåé òðåáóåòñÿ ìèíèìèçèðîâàòü
ñóììàðíûå çàòðàòû íà èõ ïðîåêòèðîâàíèå, îïðåäåëåííàÿ â ðåçóëüòàòå èõ ðå-
øåíèÿ òîïîëîãèÿ îïòèìàëüíûõ ñåòåé èçáûòî÷íà â òîì ñìûñëå, ÷òî íåêîòîðûå
äîïîëíèòåëüíûå ïóòè íå èñïîëüçóþòñÿ â òå÷åíèå äëèòåëüíîãî ïåðèîäà. Îáû÷-
íî èçáûòî÷íîñòü ïóòåé ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òîãî, ÷òî ïðè îïðåäåëåíèè îáúå-
ìîâ ïåðåäàâàåìûõ èíôîðìàöèîííûõ ïîòîêîâ, à òàêæå ïðè ïðîãíîçèðîâàíèè
âîçíèêíîâåíèÿ âîçìîæíûõ àâàðèé, èñïîëüçóþòñÿ äàííûå ñî ñòîõàñòè÷åñêîé
ïðèðîäîé. Â ïðîåêòèðóåìûõ ñåòÿõ ìîæíî ñîêðàòèòü ÷èñëî äîïîëíèòåëüíûõ
ïóòåé, çàðàíåå çàäàâ ìèíèìàëüíîå âîçìîæíîå çíà÷åíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ
âõîäíûõ ïàðàìåòðîâ â ìîäåëè çàäà÷è. Ïîñëå îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíîé òîïî-
ëîãèè ñåòè íàäåæíîñòü åå ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ìîæíî óëó÷øèòü, íàéäÿ îïòè-
ìàëüíûå çíà÷åíèÿ ïðîïóñêíûõ ñïîñîáíîñòåé åå ðåáåð, êîòîðûå âû÷èñëÿþòñÿ
â ðåøåíèÿ äðóãîé îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è.

Â îòëè÷èå îò èíôîðìàöèîííûõ ïîòîêîâ â ìàñøòàáàõ ðàññìàòðèâàåìîãî ðå-
ãèîíà ïðîãíîçèðóåìûå îáúåìû óâåëè÷åíèÿ ïðîäóêòîâûõ ïîòîêîâ ìîæíî îïðåäå-
ëÿòü áîëåå òî÷íî, îñîáåííî åñëè ðå÷ü èäåò î íåôòè è ãàçîâûõ ïðîäóêòàõ. Òàê êàê
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â òðàíñïîðòíûõ ñåòÿõ ïðîïóñêíûå ñïîñîáíîñòè ðåáåð îãðàíè÷åíû ñâåðõó, äëÿ
íîðìàëüíîãî èõ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ â àâàðèéíîì ðåæèìå òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü
÷èñëî äîïîëíèòåëüíûõ ïóòåé è çíà÷åíèå ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòè âñåõ ðåáåð
(ëèíèé) òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïî íèì ìîæíî áûëî ïðîïóñòèòü íåîáõîäèìîå êî-
ëè÷åñòâî ïîòîêîâ. Ïîäîáíûå óñëîâèÿ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ òðàíñïîðòíûõ ñåòåé ýê-
âèâàëåíòíû òîìó, ÷òî ìîùíîñòè èëè ïðîïóñêíûå ñïîñîáíîñòè âñåõ ðàçðåçîâ íà
ñåòè îãðàíè÷åíû ñíèçó. Äëÿ ôîðìóëèðîâêè ýòèõ îãðàíè÷åíèé ïðåäïîæèì, ÷òî íà
ïîäìíîæåñòâàõ âåðøèí ñåòè îïðåäåëåíà íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ f è íà
ïðîèçâîëüíîì ïîäìíîæåñòâå åå çíà÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ îöåíêîé ñíèçó äëÿ ìîùíîñòè
ðàçðåçîâ, îïðåäåëåííûõ ñîîòâåòñòâóþùèìè ïîäìíîæåñòâàìè.

Íà ïðîèçâîëüíîé ñåòè G V E� ( , ) ìíîæåñòâî ðåáåð ñ îäíèì êîíöîì â S è äðó-
ãèì â S V S� \ íàçûâàåòñÿ ðàçðåçîì, îïðåäåëåííûì ïîäìíîæåñòâîì S; îáîçíà-
÷èì åãî �( )S . Ìíîæåñòâà ðåáåð, ó êîòîðûõ îáà èëè õîòÿ áû îäèí êîíåö ïðèíàä-
ëåæèò S V� , îáîçíà÷èì �( )S è � ( )S ñîîòâåòñòâåííî. Âñþäó íèæå äëÿ ïðîèçâîëü-

íûõ ïîäìíîæåñòâ F V� èëè F E� è âåêòîðîâ z R V
� èëè z R E

� áóäåì

îáîçíà÷àòü z F z j Fj( ) ( : )� �� . Èçâåñòíî, ÷òî íà ïðîèçâîëüíîé ñåòè ìîùíîñòü
ðàçðåçîâ êàê ôóíêöèÿ îò ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà âåðøèí ÿâëÿåòñÿ ñóáìîäóëÿð-
íîé è ïîýòîìó â äàëüíåéøåì ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ôóíêöèÿ f òîæå ñóáìîäóëÿðíàÿ.
Íà íåîðèåíòèðîâàííîé ñåòè ïîäìíîæåñòâà S è S îïðåäåëÿþò îäèí è òîò æå ðàç-

ðåç, òàê ÷òî f S f S( ) ( )� . Ôóíêöèÿ f , îïðåäåëåííàÿ íà ïîäìíîæåñòâàõ S ìíîæåñ-

òâà V , íàçûâàåòñÿ ðàçðåçíîé, åñëè f S p S p S( ) ( ( )) ( ( ))� �� � , ãäå p — íåêîòîðûé

âåêòîð èç R E . Èç îïðåäåëåíèÿ �( )S , �( )S è � ( )S ñëåäóåò, ÷òî f S p S( ) ( ( ))� � è

f V( ) � 0, ïîýòîìó f — ñèììåòðè÷íàÿ ôóíêöèÿ. Ôèêñèðîâàííûå ïðîïóñêíûå
ñïîñîáíîñòè xe ðåáåð e E� áóäåì ñ÷èòàòü íîðìàëüíûìè, åñëè

� ( , ) min ( ( )) ( ):f x x S f S S V	 � � �{ }� 0.

Äëÿ ðàçëè÷íûõ âèäîâ òåëåêîììóíèêàöèîííûõ è òðàíñïîðòíûõ ñåòåé íîð-
ìàëüíûå ïðîïóñêíûå ñïîñîáíîñòè èõ ðåáåð õàðàêòåðèçóþò ðàöèîíàëüíîñòü òðå-
áîâàíèé íàäåæíîñòè èõ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, èç � ( , )f x 
 0 ñëåäó-
åò, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ðàçðåçà �( )S òåêóùàÿ ìîùíîñòü x S( ( ))� áîëüøå åãî
ïðîãíîçèðóåìîé ìîùíîñòè f S( ), è ïîýòîìó íåêîòîðûå ïóòè â ñåòè íå èñïîëüçó-
þòñÿ. Åñëè � ( , )f x � 0, èìååì x S f S( ( )) ( )� � äëÿ íåêîòîðûõ S V� , à ýòî îçíà÷à-
åò, ÷òî ïðîïóñêíûå ñïîñîáíîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçðåçîâ �( )S íåäîñòàòî÷íû
äëÿ íîðìàëüíîãî ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñåòè. Â ýòîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî óâåëè÷èòü
ïðîïóñêíûå ñïîñîáíîñòè ðåáåð ýòèõ ðàçðåçîâ. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî òðåáîâàíèå íàäåæíîñòè ðàöèîíàëüíî, åñëè � ( , )f x � 0 äëÿ ôèêñèðîâàííûõ
ïðîïóñêíûõ ñïîñîáíîñòåé xe ðåáåð e ñåòè G.

Äëÿ ðàçðåçíîé ôóíêöèè f S( ), åñëè p xe e� , íàõîæäåíèå � ( , )f x ýêâèâàëåí-
òíî èçâåñòíîé NP-òðóäíîé çàäà÷å íàõîæäåíèÿ ðàçðåçà ìàêñèìàëüíîé ìîùíîñòè
íà ñåòè G ñ âåñàìè x pe e� � 0 ðåáåð e E� . Äëÿ ýòîé ôóíêöèè, åñëè èìååò ìåñòî
p xe e� , òî îïðåäåëåíèå � ( , )f x ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å íàõîæäåíèÿ ìèíèìàëüíîãî
ðàçðåçà íà ñåòè G ñ âåñàìè p xe e� � 0 ðåáåð e èç E. Òîãäà � ( , )f xe ìîæíî îïðåäå-
ëÿòü ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà [14] íàõîæäåíèÿ ìèíèìàëüíîãî ðàçðåçà, èìåþùåãî
òðóäîåìêîñòü O V E(| | | | ).

Îòìåòèì, ÷òî åñëè f S( ) — ñóïåðìîäóëÿðíàÿ ôóíêöèÿ, òî x S f S( ( )) ( )� � —
ñóáìîäóëÿðíàÿ. Ïîýòîìó â ýòîì ñëó÷àå � ( , )f x ìîæíî îïðåäåëèòü ñ ïîìîùüþ
îäíîãî èç ïîëèíîìèàëüíûõ àëãîðèòìîâ [15–17], ïðåäíàçíà÷åííûõ äëÿ ìèíèìèçà-
öèè ñóáìîäóëÿðíîé ôóíêöèè.

Ïðè ïðîåêòèðîâàíèè è ðåêîíñòðóêöèè òåëåêîììóíèêàöèîííûõ è òðàíñïîð-
òíûõ ñåòåé âîçíèêàåò çàäà÷à èõ ñèíòåçà ñ çàäàííûìè ìîùíîñòÿìè ðàçðåçîâ, êîòî-
ðóþ îáîçíà÷èì (ÇÑ)ÌÐ (çäåñü (ÇÑ) îçíà÷àåò öèêë Ç 
 
C, C Ç). Äëÿ åå ôîðìó-
ëèðîâêè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî çàðàíåå âû÷èñëåíû ñðåäíèå çíà÷åíèÿ le ïîòîêîâ íà
âñåõ ðåáðàõ e E� . Îòìåòèì, ÷òî çíà÷åíèå le âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôèêñèðîâàííûì çíà-
÷åíèÿì ïîòîêîâ íà ðåáðå e E� (ñì. ðàçä. 2). Êðîìå ýòèõ äàííûõ, ïðåäïîëàãàåòñÿ,
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÷òî äëÿ êàæäîãî S V� òàêæå èçâåñòíî ïðîãíîçèðóåìîå ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî
ïîòîêîâ íà ðåáðàõ ñ îäíèì êîíöîì â S V� , à äðóãèì — â V S\ , êàê çíà÷åíèå
ôóíêöèè f S( ) íà ïîäìíîæåñòâå S . Îáû÷íî ïðîãíîçèðóåìàÿ ìîùíîñòü f S( ) ïðî-
èçâîëüíîãî ðàçðåçà �( )S íå ìåíüøå òåêóùåé åãî ìîùíîñòè l S( ( ))� , ò.å. çíà÷åíèÿ
le íà ðåáðàõ e E� òàêèå, ÷òî f S l S( ) ( ( ))� � äëÿ âñåõ S V� .

2. ÇÀÄÀ×À ÑÈÍÒÅÇÀ ÑÅÒÅÉ Ñ ÇÀÄÀÍÍÛÌÈ ÌÎÙÍÎÑÒßÌÈ ÐÀÇÐÅÇÎÂ

Ïðè ôîðìóëèðîâêå (ÇÑ)ÌÐ èñõîäíóþ òîïîëîãèþ ñåòè, ñîñòîÿùóþ èç çàäàí-
íûõ óçëîâ è âñåâîçìîæíûõ êîììóíèêàöèé ìåæäó íèìè, áóäåì ïðåäñòàâëÿòü
êàê íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô G V E� ( , ) ñ ìíîæåñòâàìè âåðøèí V è ðåáåð
(êîììóíèêàöèé) E. Ïóñòü äëÿ êàæäîãî ðåáðà e E� èçâåñòíû åãî äëèíà ce
è ñðåäíåå çíà÷åíèå le ïîòîêà, ïðîõîäÿùåãî ïî íåìó. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ,
÷òî çàòðàòû íà ñîçäàíèå ïðîèçâîëüíîãî ðåáðà e u v� ( , ) ìåæäó âåðøèíàìè u è v
âûðàæàþòñÿ êàê ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ c xe e îò åãî íåèçâåñòíîé ïðîïóñêíîé ñïî-
ñîáíîñòè xe . Êðîìå ýòîãî, ñ÷èòàåòñÿ òàêæå çàäàííîé ñèììåòðè÷íàÿ ñóáìîäó-
ëÿðíàÿ ôóíêöèÿ f S( ), îïðåäåëåííàÿ íà ïîäìíîæåñòâàõ S V� . Ïðåäïîëàãàÿ,
÷òî x le e� äëÿ âñåõ e E� , à ìîùíîñòü x S( ( ))� ðàçðåçà �( )S , îïðåäåëåííîãî
ïîäìíîæåñòâîì S V� , íå ìåíüøå, ÷åì f S( ) äëÿ S V� , â (ÇÑ)ÌÐ òðåáóåòñÿ
òàê îïðåäåëèòü íåèçâåñòíûå çíà÷åíèÿ xe , ÷òîáû ìèíèìèçèðîâàòü ñóììàðíûå
çàòðàòû íà ñîçäàíèå ðåáåð ñ ïðîïóñêíûìè ñïîñîáíîñòÿìè xe . Ìîäåëü çàäà÷è
èìååò ñëåäóþùèé âèä: íàéòè

min c xe e

e E�

� (1)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ
x S f S( ( )) ( )� � , S V� , (2)

x le e� � 0, e E� . (3)

Ýòà çàäà÷à âîçíèêàåò òàêæå ïðè ðåêîíñòðóêöèè ñåòè ñóùåñòâóþùèõ äîðîã,
êîãäà íàäî ðàñøèðèòü êàæäóþ äîðîãó, ñîîòâåòñòâóþùóþ ðåáðó e èç E, òàê, ÷òî-
áû åå ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü áûëà íå ìåíüøå ñðåäíåãî êîëè÷åñòâà le ïîòîêîâ,
ïðèõîäÿùèõñÿ íà ýòó äîðîãó, à ñóììà ïðîïóñêíûõ ñïîñîáíîñòåé äîðîã, ñîåäèíÿ-
þùèõ ïóíêòû S è S , áûëà íå ìåíüøå âåëè÷èíû ïðîãíîçèðóåìîãî òðàôèêà ìåæäó
ïóíêòàìè èç ýòèõ ïîäìíîæåñòâ. Ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ òðåáóåòñÿ ìèíèìèçèðîâàòü
ñóììàðíûå çàòðàòû íà ïåðåñòðîéêó äîðîã.

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ïîñëå îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíîé òîïîëîãèè òðàíñïîðòíîé
ñåòè, íàïðèìåð â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ çàäà÷, ðàññìîòðåííûõ â [1–12], äëÿ îáåñïå÷åíèÿ
åå íîðìàëüíîãî ôóíêöèîíèðîâàíèÿ â àâàðèéíîì ðåæèìå òðåáóåòñÿ íàéòè îïòèìàëü-
íûå ïðîïóñêíûå ñïîñîáíîñòè xe ðåáåð e, ò.å. òàêîå îïòèìàëüíîå ðåøåíèå
x x e Ee� �( : ), äëÿ êîòîðîãî � ( , )f x � 0. Äàëåå ïîêàæåì, ÷òî òðåáóåìûå îïòèìàëüíûå
ïðîïóñêíûå ñïîñîáíîñòè xe ðåáåð ñåòè ìîæíî îïðåäåëèòü, ðåøèâ çàäà÷ó (1)–(3).

Äëÿ íàãëÿäíîñòè ðàññìîòðèì çàäà÷ó ñèíòåçà ñåòåé ñ çàäàííîé ðåáåðíîé
ñâÿçíîñòüþ (suvaviable networks), èññëåäîâàííóþ ìíîãèìè àâòîðàìè [5, 6, 10,
12]. Â ýòèõ ðàáîòàõ ïðåäñòàâëåíû ðàçíîîáðàçíûå ìîäåëè çàäà÷è, êîòîðûå ÿâëÿ-
þòñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè ïðèâåäåííîé â [9].

Ïóñòü çàäàíû íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô G V E� ( , ), ìíîæåñòâî òåðìèíàëüíûõ
âåðøèí (óçëîâ) N V� , íåîòðèöàòåëüíûå âåñà de äëÿ âñåõ ðåáåð e E� è íåêîòîðûå
ïîëîæèòåëüíûå öåëûå ÷èñëà rv äëÿ êàæäîé âåðøèíû v N� . Çàäà÷à ïðîåêòèðîâàíèÿ
ñåòè ñ çàäàííîé ðåáåðíîé ñâÿçíîñòüþ ñîñòîèò â íàõîæäåíèè ïîäãðàôà G

*
ãðàôà G

ñ ìèíèìàëüíûì âåñîì ïðè óñëîâèè, ÷òî ÷èñëî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïî ðåáðàì ïóòåé
ìåæäó ïðîèçâîëüíûìè ïàðàìè óçëîâ v w N, � â G

*
äîëæíî áûòü íå ìåíüøå kvw.

Âåñ ïîäãðàôà G
*

îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñóììà âåñîâ åãî ðåáåð. Â ýòîé çàäà÷å ñèíòåçà
ñåòåé ðàöèîíàëüíîñòü íàäåæíîñòè ñåòè çàâèñèò îò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà kvw.
Îáû÷íî ïðåäïîëàãàþò, ÷òî ëèáî k r rvw v w� max ,{ }, ëèáî k r rvw v w� min ,{ } [9].

Èç ïîñòàíîâêè çàäà÷è âèäíî, ÷òî â ðåçóëüòàòå åå ðåøåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ
òîëüêî îïòèìàëüíàÿ òîïîëîãèÿ G V E

* * *
( , )� ñåòè, à íå çíà÷åíèÿ ïðîïóñêíûõ
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ñïîñîáíîñòåé åå ðåáåð. Â ñëó÷àå k r rvw v w� max ,{ }, åñëè ÷èñëà rv è rw ñèëüíî
îòëè÷àþòñÿ îäèí îò äðóãîãî, ïðîåêòèðóåìàÿ ñåòü ñîäåðæèò áîëüøîå êîëè÷åñòâî
äîïîëíèòåëüíûõ ïóòåé. Íà ïðàêòèêå íîðìàëüíîå ôóíêöèîíèðîâàíèå òàêèõ ñåòåé
â àâàðèéíîì ðåæèìå îáåñïå÷èâàåòñÿ ïðè x le e� äëÿ âñåõ e E�

*
. Äàëåå ïîêàçàíî,

÷òî âû÷èñëåíèå çíà÷åíèÿ le ñâîäèòñÿ ê îöåíèâàíèþ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû ìàðøðóòîâ
òðàôèêîâ (ÌÌÒ) (origin-destination, OD-matrix) [18] ìåæäó ïóíêòàìè íàçíà÷åíèé
è îòïðàâëåíèé. Â ñëó÷àå k r rvw v w� min ,{ } ÷èñëî äîïîëíèòåëüíûõ ïóòåé ñîêðàùàåò-
ñÿ. Ïîýòîìó äëÿ îáåñïå÷åíèÿ íîðìàëüíîãî ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ñåòè G V E

* * *
( , )�

â àâàðèéíîì ðåæèìå íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ïðîïóñêíûõ
ñïîñîáíîñòåé åå ðåáåð e E�

*
, ðåøèâ çàäà÷ó (1)–(3) ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Âíà÷àëå, åñëè èìååò ìåñòî V V
*

� è E E
*

� , íàäî ïåðåîïðåäåëèòü òîëüêî
çíà÷åíèå le äëÿ ðåáåð e E�

*
. Ïîòîì ïóòåì ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)–(3) ñ ôóíêöèåé

f S( ), îïðåäåëåííîé íà ïîäìíîæåñòâàõ S V� ìíîæåñòâà V , îïðåäåëÿþòñÿ îïòè-

ìàëüíûå ïðîïóñêíûå ñïîñîáíîñòè xe
* ðåáåð e òàêèå, ÷òî � ( , )*f x � 0, ãäå

x x e Ee
* *

*
( : )� � . Âåðîÿòíîñòü âîçíèêíîâåíèÿ ñëó÷àÿ V V

*
� ìàëà. Îáû÷íî èìååò

ìåñòî V V
*

� è E E
*

� . Òàê êàê ïðè îïðåäåëåíèè îïòèìàëüíîé òîïîëîãèè ñåòè
G

*
çíà÷åíèÿ ïðîïóñêíûõ ñïîñîáíîñòåé ðåáåð íå îïðåäåëÿþòñÿ, äëÿ óìåíüøåíèÿ

÷èñëà íåèñïîëüçîâàííûõ äîðîã ìåæäó òåðìèíàëüíûìè óçëàìè â G
*

ñëåäóåò çà-
ìåíèòü ôóíêöèþ f íà �f , ïîñëå ÷åãî ïðîïóñêíûå ñïîñîáíîñòè ðåáåð ìîæíî íàé-
òè, ðåøèâ (ÇÑ)ÌÐ íà ñåòè G V E

* * *
( , )� , ãäå � � � �f S f A S A A S( ) min ( ): , \{

�V V\
*

} äëÿ âñåõ S V�
*

. Êðîìå ýòîãî ïåðåîïðåäåëåíèÿ, òàêæå ñëåäóåò âû÷èñ-
ëèòü çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà le äëÿ âñåõ ðåáåð e E�

*
. Çíà÷åíèå lv äëÿ ðåáðà v E�

*
îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñóììà ýëåìåíòîâ ñòðîêè e MMT (ñì. ðàçä. 3). Ôóíêöèþ �f S( )
áóäåì íàçûâàòü ñóæåíèåì ôóíêöèè f S( ) íà ìíîæåñòâî V

*
. Îòíîñèòåëüíî ôóíê-

öèè �f S( ) äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äåéñòâèòåëüíî � ( , )*� �f x 0 äëÿ îïòèìàëüíîãî ðåøå-

íèÿ x x e Ee
* *

*
( : )� � çàäà÷è (1)–(3) íà ñåòè G

*
.

Óòâåðæäåíèå 1. Ôóíêöèÿ �f ÿâëÿåòñÿ ñóáìîäóëÿðíîé íà ïîäìíîæåñòâàõ S

ìíîæåñòâà V* .

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè �f ñëåäóåò, ÷òî � � �f S f S( ) ( ) äëÿ

âñåõ S V�
*

. Ïóñòü A A VS T, � òàêèå, ÷òî � � � �f S f A f T f AS T( ) ( ), ( ) ( ). Òàê êàê

f S( ) ñóáìîäóëÿðíàÿ ôóíêöèÿ, òî � � � � � � � �f S f T f A f A f A AS T S T( ) ( ) ( ) ( ) ( )

� � � � � � � �f A A f S T f S TS T( ) ( ) ( ), ò.å. �f S( ) òîæå ñóáìîäóëÿðíàÿ ôóíêöèÿ,

îïðåäåëåííàÿ íà ïîäìíîæåñòâàõ S ìíîæåñòâà V* .

Ñëåäîâàòåëüíî, íà ñåòè G* ñïåöèôèêà çàäà÷è (1)–(3) íå ìåíÿåòñÿ. Èç òåîðèè
çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ÿñíî, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîäìíîæåñòâî S V� ,

äëÿ êîòîðîãî x S f S* ( ( )) ( )� � � â îïòèìàëüíîì ðåøåíèè (1)–(3). Îòñþäà ñëåäóåò,

÷òî � ( , )*� �f x 0, ÷åì è çàâåðøàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî.

Â [7] îòìå÷àåòñÿ âàæíîñòü çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíûõ ïðîïóñêíûõ ñïî-

ñîáíîñòåé ðåáåð ïðîåêòèðóåìîé ñåòè, è äëÿ ýòîãî ïðåäëàãàåòñÿ ïîñëå îïðåäåëåíèÿ

òîïîëîãèè ñåòè ðåøèòü îòäåëüíóþ îïòèìèçàöèîííóþ çàäà÷ó. Òàêèì îáðàçîì, ðå-

øåíèÿ çàäà÷ ñèíòåçà ñåòåé ñîñòîèò èç äâóõ ýòàïîâ: íà ïåðâîì îïðåäåëÿåòñÿ îïòè-

ìàëüíàÿ òîïîëîãèÿ ïðîåêòèðóåìîé ñåòè, à íà âòîðîì — îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ

ïðîïóñêíûõ ñïîñîáíîñòåé åå ðåáåð. Ïîäîáíûå çàäà÷è íàçûâàþòñÿ äâóõýòàïíûìè

çàäà÷àìè ñèíòåçà ñåòåé. Åñëè ó÷èòûâàòü, ÷òî íà ïðàêòèêå çàäà÷è ñèíòåçà ñåòåé

äàæå â ïðîñòîé ïîñòàíîâêå ïðèíàäëåæàò êëàññó NP-òðóäíûõ çàäà÷, òî ïðèìåíåíèå

äâóõýòàïíîãî ïîäõîäà íàìíîãî óïðîùàåò ïðîöåññ íàõîæäåíèÿ èõ ðåøåíèÿ. Íàðÿ-

äó ñ ýòèì ïðèåìëåìîñòü òàêîãî ïîäõîäà ìîæíî îáúÿñíèòü òåì, ÷òî ââèäó ýêîíî-

ìè÷åñêîãî îáîñíîâàíèÿ ñîçäàíèÿ ñåòè ñ çàäàííûìè òðåáîâàíèÿìè åå ïðîåêòèðî-

âàíèå öåëåñîîáðàçíî íà÷èíàòü ñ îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíîé òîïîëîãèè, à ïîòîì

óæå ìîæíî îïðåäåëÿòü îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ïðîïóñêíûõ ñïîñîáíîñòåé ðåáåð.

52 ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2014, òîì 50, ¹ 5



3. ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅ ÝËÅÌÅÍÒÎÂ ÌÌÒ

Ìíîãèå àâèà- è æåëåçíîäîðîæíûå êîìïàíèè ïðèìåíÿþò èåðàðõè÷åñêèé ïðîöåññ
ïëàíèðîâàíèÿ. Íà÷èíàÿ ñ îïðåäåëåíèÿ ñòðóêòóðû (îïðåäåëåíèå ïðîïóñêíûõ ñïî-
ñîáíîñòåé ðåáåð), äàëåå îñóùåñòâëÿþò íåîáõîäèìûå óëó÷øåíèÿ èíôðàñòðóêòó-
ðû ñåòåé. Ìîäåëè îïðåäåëåíèÿ ïðîïóñêíûõ ñïîñîáíîñòåé ðåáåð ñåòè âêëþ÷àþò
äàííûå î ïàññàæèðîïîòîêàõ èëè î êîëè÷åñòâå òðàôèêîâ. Äëÿ óäîáñòâà è ýêî-
íîìíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ýòèõ äàííûõ èñïîëüçóþòñÿ ÌÌÒ. Çàäà÷à íàõîæäåíèÿ
(îöåíèâàíèå) òî÷íûõ çíà÷åíèé ýëåìåíòîâ ÌÌÒ ÿâëÿåòñÿ âàæíîé ïðîáëåìîé ïðè
ïëàíèðîâàíèè òðàíñïîðòíûõ ñèñòåì íà ïðàêòèêå. Äëÿ îöåíèâàíèÿ ýëåìåíòîâ
ÌÌÒ ïðåäëîæåíû íåñêîëüêî ìåòîäîâ [18]. Èçëîæèì ñïîñîáû âû÷èñëåíèÿ çíà-
÷åíèÿ ïàðàìåòðà le äëÿ âñåõ ðåáåð e E�

*
, à òàêæå îòìåòèì íåêîòîðûå îñîáåí-

íîñòè ïðèìåíåíèÿ ìåòîäîâ [18–20] äëÿ îöåíèâàíèÿ ýëåìåíòîâ ÌÌÒ.

Ñòîëáöû ÌÌÒ ñîîòâåòñòâóþò ìàðøðóòàì, ñîåäèíÿþùèì ïóíêòû îòïðàâëå-
íèÿ è íàçíà÷åíèÿ, ñòðîêè — äîðîãàì ýòèõ ìàðøðóòîâ [18]. Â îïòèìàëüíîé ñåòè
G V E

* * *
( , )� ìíîæåñòâî òåðìèíàëüíûõ óçëîâ ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ïóíêòû îò-

ïðàâëåíèÿ èëè íàçíà÷åíèÿ, à ðåáðà èç E
*

ïðåäñòàâëÿþò äîðîãè, èç êîòîðûõ ñî-
ñòîÿò ìàðøðóòû ìåæäó ýòèìè ïóíêòàìè. Ïîñëå îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíîé òîïî-
ëîãèè ñåòè G V E

* * *
( , )� äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ le ìîæíî ïðèìåíèòü îäèí èç

àëãîðèòìîâ [18–20], ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî îöåíèâàþòñÿ ýëåìåíòû ÌÌÒ, ïðåä-
ñòàâëÿþùèå îáúåì òðàôèêà (ïàññàæèðîïîòîêîâ) ìåæäó òåðìèíàëüíûìè óçëàìè
â åäèíèöó âðåìåíè. Äëÿ ýòîãî âíà÷àëå ïóòåì q íàáëþäåíèé îïðåäåëÿåòñÿ êîëè-

÷åñòâî òðàôèêà te
q íà êàæäîì ðåáðå e. Äàëåå âåêòîð t t e Eq

e
q

� �( : ) èñïîëüçóåòñÿ

äëÿ ñòàòè÷åñêîãî îöåíèâàíèÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû ÌÌÒ. Íàïðèìåð, â [19] äëÿ
ýòîãî ïðèìåíÿåòñÿ ãðèäè àëãîðèòì, îïðåäåëÿþùèé êðàò÷àéøèå ïóòè â ñåòè G

*
,

ïî êîòîðûì ïðåäëàãàåòñÿ ïðîïóñòèòü ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ïîòîêîâ îò îäíî-
ãî òåðìèíàëüíîãî óçëà ê äðóãîìó òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî

ïîòîêîâ íà ðåáðå e íå ïðåâûøàëî te
q .

Äëÿ îöåíèâàíèÿ ýëåìåíòîâ ÌÌÒ â [20] ôîðìóëèðóåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùàÿ çà-
äà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ïðè óñëîâèè, ÷òî åñëè ïîòîê îòïðàâëÿåòñÿ íå
ïî êðàò÷àéøåìó ïóòè, òî âçèìàåòñÿ íåêîòîðûé øòðàô. Êðîìå îïèñàííûõ ïîäõî-
äîâ, äëÿ îöåíèâàíèÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû ÌÌÒ ïðèìåíÿþòñÿ ìåòîäû ìèíèìèçà-
öèè íåêîòîðîé íåëèíåéíîé ôóíêöèè ñëåäóþùèì îáðàçîì. Íà ñåòè G

*
ôèêñèðó-

þòñÿ ìàðøðóòû, ñîåäèíÿþùèå íåêîòîðûå ïàðû òåðìèíàëüíûõ óçëîâ, êîòîðûå
ìîæíî ïðåäñòàâèòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèì âåêòîðîì ðàçìåðíîñòè | |*E . Ïóñòü ñòîë-
áöû ìàòðèöû Q ÿâëÿþòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè âåêòîðàìè çàäàííûõ ìàðøðóòîâ
íà ñåòè G V E

* * *
( , )� , à ñòðîêè ñîîòâåòñòâóþò ðåáðàì èç E* . ßñíî, ÷òî èìååì

Q t q� � , ãäå � — âåêòîð, êîìïîíåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ íåèçâåñòíûå âåëè÷è-

íû òðàôèêà íà äîðîãàõ êàæäîãî ìàðøðóòà. Òàê êàê ÷èñëî ñòîëáöîâ ìàòðèöû Q

íàìíîãî áîëüøå, ÷åì ÷èñëî åå ñòðîê, òî ñèñòåìà Q t q� � èìååò ìíîãî ðåøåíèé.

Ïîýòîìó â çàâèñèìîñòè îò õàðàêòåðà èñêîìûõ ïîòîêîâ ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàçëè÷-

íûå öåëåâûå ôóíêöèè, íàïðèìåð êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ îò ( )Q t q� � [18], è ïóòåì

èõ ìèíèìèçàöèè îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèå �, ò.å. âåêòîð ýòîé ñèñ-
òåìû. Â ñëó÷àå ëèíåéíîñòè öåëåâîé ôóíêöèè âåêòîð � ìîæíî îïðåäåëèòü ïîëè-
íîìèàëüíûì àëãîðèòìîì [21]. Òàêèì îáðàçîì, ïî g íàáëþäåíèÿì îöåíèâàåòñÿ
ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå ïîòîêà íà êàæäîì ðåáðå e E�

*
(ýëåìåíòû ìàòðèöû

ÌÌÒ), èäóùåãî îò îäíîãî òåðìèíàëüíîãî óçëà ê äðóãîìó. Äëÿ íàõîæäåíèÿ
çíà÷åíèÿ le òðåáóåòñÿ ñóììèðîâàòü ýëåìåíòû ñòðîêè e ìàòðèöû ÌÌÒ.

4. ÇÀÄÀ×À ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈß ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÉ ÒÎÏÎËÎÃÈÈ ÑÅÒÈ

Â çàäà÷àõ ñèíòåçà íàäåæíûõ ñåòåé ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýëåìåíòû ñèñòåìû ìî-
ãóò âðåìÿ îò âðåìåíè âûõîäèòü èç ñòðîÿ, íàðóøàÿ òåì ñàìûì íîðìàëüíîå
ôóíêöèîíèðîâàíèå âñåé ñèñòåìû èëè åå ÷àñòè. Îñíîâíûì òðåáîâàíèåì ê ñî-
çäàâàåìîé ñèñòåìå êîììóíèêàöèè ÿâëÿåòñÿ åå íîðìàëüíîå ôóíêöèîíèðîâàíèå
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â àâàðèéíîì ðåæèìå. Êàê áûëî îòìå÷åíî âî ââåäåíèè, äëÿ ãàðàíòèè íîðìàëü-
íîãî ôóíêöèîíèðîâàíèÿ â àâàðèéíîì ðåæèìå ñîçäàþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå ïóòè
ìåæäó òåðìèíàëüíûìè óçëàìè ïðîåêòèðóåìûõ ñåòåé. Â ìîäåëÿõ çàäà÷è èìå-
þòñÿ óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ ïóòåé â îïòèìàëüíûõ ñåòÿõ, êî-
òîðûå ôîðìóëèðóþòñÿ ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè. Â ðåçóëüòàòå âîçíèêàþò ðàç-
ëè÷íûå çàäà÷è ñèíòåçà íàäåæíûõ ñåòåé. Ïîñòàíîâêè ýòèõ çàäà÷ ìîæíî íàéòè
â [9]. Ìíîãèå çàäà÷è ñèíòåçà íàäåæíûõ ñåòåé, êîòîðûå ðåøàþòñÿ íà
íà÷àëüíîì ýòàïå, ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè îáùåé çàäà÷è ñèíòåçà ñåòåé
[3], ïîýòîìó ðàññìîòðèì åå äåòàëüíåå.

Ïóñòü çàäàíû ìíîæåñòâà âåðøèí V è ðåáåð E íåîðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà
G V E� ( , ), à òàêæå ìíîæåñòâî óçëîâ (òåðìèíàëüíûõ âåðøèí) N è íåîòðèöàòåëüíûå
âåñà ce äëÿ âñåõ ðåáåð e èç E. Îòêàç íåêîòîðûõ êîìïîíåíòîâ ñåòè ìîæíî ðàññìàòðè-
âàòü êàê óäàëåíèå ðåáåð ïðîèçâîëüíîãî ïîäãðàôà, êîòîðûé èçîìîðôíûé íåêîòîðîìó
çàðàíåå çàäàííîìó ãðàôó H V H E H� ( ( ), ( )). Íàïîìíèì, ÷òî äâà ãðàôà íàçûâàþòñÿ
èçîìîðôíûìè, åñëè îíè èäåíòè÷íû ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåíóìåðàöèè èõ âåðøèí. Óäà-
ëåíèå ïðîèçâîëüíîãî ïîäìíîæåñòâà ðåáåð A èç G îçíà÷àåò ïîëó÷åíèå ïîäãðàôà
( , \ )V E A . Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü s v v v v v vl l� �0 0 1 1 1, ( , ), , , ( , )� , v rl � , âåðøèí è ðå-
áåð òàêàÿ, ÷òî êàæäàÿ âåðøèíà è êàæäîå ðåáðî â íåé ïîÿâëÿåòñÿ îäèí ðàç, íàçûâàåò-
ñÿ ïóòåì, ñîåäèíÿþùèì âåðøèíû s è r. Ïóòü íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì öèêëîì èëè öèê-
ëîì, åñëè s è r ÿâëÿåòñÿ îäíîé è òîé æå âåðøèíîé. Âåñ ïðîèçâîëüíîãî ïîäãðàôà
ãðàôà G îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñóììà âåñîâ åãî ðåáåð. Âûäåëèì ñëåäóþùèå äâà ñëó÷àÿ
äëÿ çàäàíèÿ ìíîæåñòâ âåðøèí è ðåáåð íåîðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà H :

� çàäàíû ìíîæåñòâà V H( ) è E H( ) èëè â ÿâíîì âèäå îíè íå çàäàíû, íî óêàçà-
íî êîëè÷åñòâî ðåáåð è âåðøèí ãðàôà H ñ âûäåëåííîé ñòðóêòóðîé;

� ìíîæåñòâà V H( ) è E H( ) â ÿâíîì âèäå íå çàäàíû, à òàêæå íå óêàçàíî êîëè-
÷åñòâî ðåáåð è âåðøèí ãðàôà H , íî èçâåñòíî, ÷òî ãðàô H ìîæåò áûòü ïðîèçâîëü-
íûì ãðàôîì ñ âûäåëåííîé ñòðóêòóðîé.

Îáùàÿ çàäà÷à ñèíòåçà ñåòåé ( )OÇ2C ñîñòîèò â íàõîæäåíèè ïîäãðàôà
G V E

* * *
( , )� ( )

*
E E� ñ ìèíèìàëüíûì âåñîì ïðè óñëîâèè, ÷òî ïîäãðàô

( , \ ( ))* *V E E Ã , îïðåäåëåííûé ìíîæåñòâîì ðåáåð E E Ã* \ ( ), ñîäåðæèò õîòÿ áû
îäèí ïóòü ìåæäó ïðîèçâîëüíûìè ïàðàìè óçëîâ èç N , ãäå Ã — ïðîèçâîëüíûé
ïîäãðàô ãðàôà G, êîòîðûé èçîìîðôåí çàäàííîìó ãðàôó H .

Â äâóõýòàïíûõ çàäà÷àõ ñèíòåçà íàäåæíûõ ñåòåé òàêæå çàäàåòñÿ íåîòðèöà-
òåëüíàÿ ñèììåòðè÷íàÿ ñóáìîäóëÿðíàÿ ôóíêöèÿ f S( ), îïðåäåëåííàÿ íà ïîäìíî-
æåñòâàõ S V� . Ïîñëå òîãî êàê íà ïåðâîì ýòàïå â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ ÎÇ2Ñ íàé-
äåíà îïòèìàëüíàÿ ñåòü G V E* * *( , )� , îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèå ïàðàìåòðà le � 0 äëÿ
êàæäîãî e E�

*
, à äàííàÿ ôóíêöèÿ f S( ) çàìåíÿåòñÿ ôóíêöèåé �f S( ), è íà âòîðîì

ýòàïå ñ ïîìîùüþ ðåøåíèÿ çàäà÷è ñèíòåçà ñåòåé ñ çàäàííûìè ìîùíîñòÿìè îïðå-
äåëÿþòñÿ îïòèìàëüíûå ïðîïóñêíûå ñïîñîáíîñòè ðåáåð e E�

*
.

Èç ñïîñîáîâ çàäàíèÿ ãðàôà ñëåäóåò, ÷òî íàäî ðàññìàòðèâàòü òàêèå ãðàôû H ,
äëÿ êîòîðûõ | ( )| | |V H V� è E H E( )| | |� .

Â ñëó÷àÿõ, åñëè H — òðèâèàëüíûé ãðàô ( ( ) )E H � � èëè â ãðàôå G íå ñóùåñ-
òâóåò íè îäíîãî ïîäãðàôà, èçîìîðôíîãî H , òî ÎÇ2Ñ ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å Øòåé-
íåðà íà ãðàôå G, êîòîðàÿ ñîñòîèò â íàõîæäåíèè äåðåâà, ñâÿçûâàþùåãî âñå óçëû
èç N è èìåþùåãî ìèíèìàëüíûé ñóììàðíûé âåñ ñðåäè ïîäîáíûõ äåðåâüåâ [22].
Â çàäà÷å Øòåéíåðà óçëû èç N íàçûâàþòñÿ îñíîâíûìè, à âåðøèíû èç V N\ —
âåðøèíàìè Øòåéíåðà. Òàê êàê çàäà÷à Øòåéíåðà íà ãðàôå G ÿâëÿåòñÿ NP-òðóä-
íîé, òî ÎÇ2Ñ òîæå NP-òðóäíàÿ çàäà÷à. Èçâåñòíî, ÷òî ïðèV N� çàäà÷à Øòåéíåðà
íà ãðàôå G ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé íàõîæäåíèÿ ìèíèìàëüíîãî îñòîâíîãî äåðåâà ãðàôà
G. Â ñëó÷àå, êîãäà H — ïðîèçâîëüíûé ãðàô, ñîñòîÿùèé èç k ðåáåð, ÎÇ2Ñ ýêâèâà-
ëåíòíà çàäà÷å ñèíòåçà ïðî÷íûõ ñåòåé [7]. Åñëè H — ïðîèçâîëüíûé ãðàô òèïà
çâåçäû, ó êîòîðîãî ÷èñëî âèñÿ÷èõ âåðøèí íå ìåíüøå òðåõ, òî ÎÇ2Ñ ýêâèâàëåíòíà
çàäà÷å íàõîæäåíèÿ ãàìèëüòîíîâà ïóòè ìèíèìàëüíîé äëèíû. Êîãäà ìíîæåñòâî
ðåáåð E H( ) ñîñòîèò èç äâóõ íåèíöèäåíòíûõ ðåáåð, äðóãèìè ñëîâàìè, ãðàô H —
äâóõðåáåðíîå ïàðîñî÷åòàíèå, òî ÎÇ2Ñ ÿâëÿåòñÿ áëèçêîé ê çàäà÷å íàõîæäåíèÿ
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ìèíèìàëüíûõ õîðäàëüíûõ (ïîñòðîåíèå òðèèàíãëóàöèè) ãðàôîâ. Èíòåðåñíûå
÷àñòíûå ñëó÷àè ÎÇ2Ñ ðàññìîòðåíû â [3].

Â çàâèñèìîñòè îò çàäàíèÿ ãðàôà H óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ ÎÇ2Ñ
ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Óòâåðæäåíèå 2. Çàäà÷à ÎÇ2Ñ èìååò ðåøåíèÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïî-
ñëå óäàëåíèÿ ìíîæåñòâà ðåáåð ïðîèçâîëüíîãî ïîäãðàôà ãðàôà G , èçîìîðôíîãî
ãðàôó H , ìíîæåñòâî òåðìèíàëüíûõ óçëîâ N ñîäåðæèòñÿ â îäíîé èç ïîëó÷åííûõ
êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè G .

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ ëåãêî ñëåäóåò èç ñëåäóþùåãî èçâåñòíîãî ôàê-
òà: åñëè â ãðàôå ñóùåñòâóþò ïóòè, ñâÿçûâàþùèå îäíó âåðøèíó ñ îñòàëüíûìè, òî
ýòîò ãðàô ñâÿçíûé. Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå òàêæå âåðíî.

Óòâåðæäåíèå 2 îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì è äëÿ âòîðîãî ñïîñîáà çàäàíèÿ ãðàôà
H ïðè óñëîâèè, ÷òî ìíîæåñòâî ðåáåð E G( )0 ïðîèçâîëüíîãî ïîäãðàôà G0 ãðàôà G,
èçîìîðôíîãî ïðîèçâîëüíîìó ãðàôó òèïà H (ò.å. ñ ïðîèçâîëüíûì ÷èñëîì âåðøèí
è ðåáåð), íå ñîäåðæèò ðåáåð ðàçðåçà, îòäåëÿþùåãî õîòÿ áû îäèí óçåë èç N îò
îñòàëüíûõ óçëîâ â ãðàôå G.

Ïðè ïðîåêòèðîâàíèè òðàíñïîðòíûõ ñåòåé äëÿ îáåñïå÷åíèÿ íîðìàëüíîãî äâè-
æåíèÿ òðàôèêà íà äîðîãàõ ïðè çàòîðàõ íà ïåðåêðåñòàõ ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ñëó-
÷àé ÎÇ2Ñ, êîãäà N V� è ãðàô H — ïðîèçâîëüíûé ãðàô òèïà çâåçäû, ÷èñëî âåð-
øèí êîòîðîãî íå áîëüøå, ÷åì k, ò.å. ãðàô H ñîäåðæèò âåðøèíó v0 òàêóþ, ÷òî îíà
ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé âåðøèíîé âñåõ ðåáåð èç E H( ) è íàçûâàåòñÿ öåíòðîì çâåçäû
(èíûìè ñëîâàìè çâåçäà — ýòî äåðåâî ñ îäèíàêîâûì ÷èñëîì âèñÿ÷èõ âåðøèí
è ðåáåð). Ýòîò ñëó÷àé ÎÇ2Ñ òàêæå èíòåðåñåí òåì, ÷òî â ðåàëüíûõ ñèòóàöèÿõ âî
âðåìÿ ïåðåäà÷è èíôîðìàöèîííîãî ïîòîêà îò îäíîãî ïóíêòà ê äðóãîìó ïðè îòêàçå
k �1 èñõîäÿùåãî êàíàëà ïóíêòîâ îòïðàâëåíèÿ èëè íàçíà÷åíèÿ â ñåòè äîëæåí
ñóùåñòâîâàòü õîòÿ áû îäèí ñâîáîäíûé êàíàë, ñîåäèíÿþùèé èõ.

Òåîðåìà 1. Åñëè H — ïðîèçâîëüíûé ãðàô òèïà çâåçäû ñ ìàêñèìàëüíûì ÷èñ-
ëîì âåðøèí k, òî ÎÇ2Ñ NP-ïîëíàÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ÎÇ2Ñ ýêâèâàëåíòíà èçâåñòíîé
NP-ïîëíîé çàäà÷å ñèíòåçà ñåòåé ñ ðåáåðíîé ñâÿçíîñòüþ k [7]. Èòàê, ïóñòü ðåáåð-
íàÿ ñâÿçíîñòü ïîäãðàôà G0 ãðàôà G ðàâíà k. Äîïóñòèì, ÷òî ïðè óäàëåíèè íåêîòî-
ðîé çâåçäû ñ k âåðøèíàìè èç ïîäãðàôà G0 îí ðàñïàäàåòñÿ íà íåñêîëüêî êîìïî-
íåíò ñâÿçíîñòè. Òîãäà öåíòð çâåçäû ñîäåðæèòñÿ â îäíîé èç ýòèõ êîìïîíåíò ñâÿç-
íîñòè, à âèñÿ÷èå âåðøèíû — â äðóãîé. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðåáåðíàÿ ñâÿçíîñòü
ïîäãðàôà G0 ìåíüøå, ÷åì k, òàê êàê ãðàô — çâåçäà ñ k âåðøèíàìè è èìååò k �1
ðåáðî. Ïî îïðåäåëåíèþ ãðàô H ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíîé çâåçäîé ñ ìàêñèìàëüíûì
÷èñëîì âåðøèí k, ïîýòîìó ÷èñëî óäàëåííûõ ðåáåð íå áîëüøå, ÷åì k �1, ÷òî äîêà-
çûâàåò ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû.

Ñîãëàñíî òåîðåìå äëÿ ðåøåíèÿ ÎÇ2Ñ ìîæíî ïðèìåíèòü ïîëèýäðàëüíûé ïîä-
õîä, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ðåøåí ðÿä âàæíåéøèõ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ ñèíòåçà ñå-
òåé c ðåáåðíîé ñâÿçíîñòüþ k ( , , )k � 2 3 4 [7, 9]. Ïðè ïðèìåíåíèè ïîëèýäðàëüíîãî
ïîäõîäà ê çàäà÷àì ñèíòåçà ñåòè îñíîâíûì ýòàïîì ÿâëÿåòñÿ ãåíåðèðîâàíèå òàê íà-
çûâàåìûõ ïðàâèëüíûõ îãðàíè÷åíèé, ìíîæåñòâî ðåøåíèé êîòîðûõ âêëþ÷àåò âñå
äîïóñòèìûå ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ çàäà÷. Ïðèâåäåííàÿ â [3] ìîäåëü ÎÇ2Ñ
ñîäåðæèò îãðàíè÷åíèÿ, îáåñïå÷èâàþùèå ñóùåñòâîâàíèå õîòÿ áû îäíîãî ïóòè
ìåæäó ðàçëè÷íûìè âåðøèíàìè èç V ïîñëå óäàëåíèÿ èç ãðàôà G ðåáðà ïðîèçâîëü-
íîãî åãî ïîäãðàôà, èçîìîðôíîãî ãðàôó H . Â ñëó÷àå, êîãäà H ÿâëÿåòñÿ ãðàôîì òèïà
çâåçäû ñ ÷èñëîì k ( , , )k � 2 3 4 âåðøèí, èç ïðèâåäåííîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî îãðàíè-
÷åíèÿ ÎÇ2Ñ ïðàâèëüíûå äëÿ çàäà÷è ñèíòåçà ñåòåé c ðåáåðíîé ñâÿçíîñòüþ k [3].

5. ÂÛ×ÈÑËÅÍÈß ÏÀÐÀÌÅÒÐÎÂ (ÇÑ)ÌÐ

Ïîñëå îïðåäåëåíèÿ ãðàôà G V E
* * *

( , )� c îïòèìàëüíîé òîïîëîãèåé ïóòåì ðå-
øåíèÿ ÎÇ2Ñ òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü òàêèå ïðîïóñêíûå ñïîñîáíîñòè xe ðåáåð
e E�

*
, ïðè êîòîðûõ � ( , )� �f x 0, è îáåñïå÷èòü íàäåæíîñòü ôóíêöèîíèðîâàíèÿ

ñåòè. Êàê óæå áûëî ïîêàçàíî âûøå, óäîâëåòâîðÿþùèå ýòèì òðåáîâàíèÿì ïðî-
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ïóñêíûå ñïîñîáíîñòè xe ðåáåð e E�
*

ìîæíî îïðåäåëèòü â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ
(ÇÑ)ÌÐ. Ïîýòîìó íàäî îïðåäåëèòú çíà÷åíèå �f S( ) ïî çíà÷åíèÿì ôóíêöèè
f S( ) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî � � �S V

*
. Äðóãèìè ñëîâàìè, íåîáõîäèìî èìåòü àë-

ãîðèòì (îðàêóë), êîòîðûé ýôôåêòèâíî âû÷èñëÿåò �f S( ) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
S V�

*
. Äëÿ íàõîæäåíèÿ íîðìàëüíûõ ïðîïóñêíûõ ñïîñîáíîñòåé ðåáåð ïðîåêòèðó-

åìîé ñåòè çíà÷åíèå �f S( ) ìîæíî îïðåäåëèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

� � � �f S f T S T V( ) min ( ):{ }. (4)

Çíà÷èò, äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé �f S( ) ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñòðîãî ïîëèíî-
ìèàëüíûå àëãîðèòìû, êîòîðûå íàõîäÿò ìèíèìóì ñóáìîäóëÿðíîé ôóíêöèè, íà-
ïðèìåð àëãîðèòìû, ïðèâåäåííûå â [16–17]. Âðåìåííàÿ ñëîæíîñòü ýòèõ àëãîðèò-

ìîâ îöåíèâàåòñÿ êàê ïîëèíîì âûñîêîé ñòåïåíè îò n, à èìåííî O n E( | | )7 . Ïîêà-

æåì, ÷òî â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ �f S( ) ìîæåò âû÷èñëÿòüñÿ áîëåå ýôôåêòèâíî. Äëÿ
ýòîãî âíà÷àëå äîêàæåì ñëåäóþùèé âàæíûé ðåçóëüòàò.

Ëåììà 1. Ïóñòü A Q L� � è â ãðàôå G íå ñóùåñòâóåò ðåáåð ( , )v w òàêèõ, ÷òî

v Q� , w L� . Òîãäà îãðàíè÷åíèå (2) ïðè S A� ÿâëÿåòñÿ èçáûòî÷íûì.
Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê f S( ) — ñèììåòðè÷íàÿ è ñóáìîäóëÿðíàÿ ôóíêöèÿ,

òî èç óñëîâèÿ ëåììû ñëåäóåò, ÷òî

x A x Q x L f Q f L f A( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ) ( ) ( )� � �� � � � � .

Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåì, ÷òî åñëè îãðàíè÷åíèå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ S Q� è
S L� , òî x A f A( ( )) ( )� � .

Ñëåäîâàòåëüíî, îãðàíè÷åíèå (2) äëÿ S A� ÿâëÿåòñÿ èçáûòî÷íûì. Êðîìå
òîãî, òàê êàê f A f V A( ) ( \ )� , òî îãðàíè÷åíèå (2) äëÿ S V A� \ òàêæå èçáûòî÷íîå.
Ïîýòîìó â îãðàíè÷åíèÿõ (2) ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü òîëüêî òå ðàçðåçû �( )S , êîòî-
ðûå îòäåëÿþò âåðøèíû ïîäìíîæåñòâ S è V S\ .

Ïóñòü g T( ) — ñóáìîäóëÿðíàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà ïîäìíîæåñòâå T
ìíîæåñòâà V , è ïîëîæèì g S g V g V S

*
( ) ( ) ( \ )� � . Ôóíêöèÿ g S

*
( ) íàçûâàåòñÿ

äâîéñòâåííîé äëÿ g S( ). Â ðàáîòå [23] äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 2. Çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ñóáìîäóëÿðíîé ôóíêöèè g T( ) ÿâëÿåòñÿ çà-

äà÷åé íàõîæäåíèÿ ìèíèìàëüíîãî ðàçðåçà â ñåòè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

g S g v w v w S v w
* *

( ) ( ( , ): , , )� � �� (5)

äëÿ âñåõ S V� .

Òåïåðü ðàññìîòðèì âîïðîñ âû÷èñëåíèÿ f S' ( ) äëÿ � � �S V â ñëó÷àå, êîãäà

ôóíêöèÿ f S( ) çàäàíà ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîãî îðàêóëà, ò. å. ñóùåñòâóåò ïîäïðîã-
ðàììà, êîòîðàÿ âû÷èñëÿåò çíà÷åíèå ôóíêöèè f S( ) äëÿ òðåáóåìîãî ïîäìíîæåñòâà
S ìíîæåñòâà âåðøèí V ñåòè G V E0 0� ( , ) ñ íåèçâåñòíûì ìíîæåñòâîì ðåáåð E0 .
Ïðè ýòîì èçâåñòíî, ÷òî f S( ) — ðàçðåçíàÿ ôóíêöèÿ. Ïîýòîìó f S p S( ) ( ( ))� ��
� �p S p S( ( )) ( ( ))� � äëÿ íåêîòîðûõ íåèçâåñòíûõ âåñîâ p v w( , ) ðåáåð ( , )v w E� 0 .
Ïîëîæèì g S p S( ) ( ( ))� � äëÿ âñåõ S V� . Ïîêàæåì, ÷òî óñëîâèå (5) òåîðåìû 2
âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ôóíêöèè g S p S( ) ( ( ))� � . Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî

g V g V* ( ) ( )� ; g S g V g V S( ) ( ) ( \ )
* *

� � ; g S g S d S( ) ( ) ( )
*

� � ,

ãäå d f vv � ( ) äëÿ âñåõ v V� è d S d v Sv( ) ( : )� �� . Èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè
g* ñëåäóåò, ÷òî

g v w g V g V v w p V p V v w p
*

( , ) ( ) ( \ , ) ( ( )) ( ( \ , )) ({ } { } { }� � � � �� � v w, ).

Ñ ó÷åòîì îïðåäåëåíèÿ �( )S èìååì

g S p S p v w v w S v w E
*

( ) ( ( )) ( ( , ): , ( , )� � � � ��� { }0 .

Ñîãëàñíî òåîðåìå 2 íåèçâåñòíûå âåñà p v w( , ) ðåáåð ( , )v w E� 0 ìîæíî îïðå-
äåëèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì [23]:

p v w d d f v w f v f w f v wv w( , ) ( ( , )) ( ( ) ( ) ( , ))� � � � � �
1

2

1

2
.
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Èç ñóáìîäóëÿðíîñòè ôóíêöèè f S( ) ñëåäóåò, ÷òî p v w( , ) � 0. Ïîëîæèâ
E v w p v w0 0� 
{ }( , ): ( , ) , îïðåäåëèì ìíîæåñòâà ðåáåð E0 , è òåì ñàìûì ïîñòðîèì
ñåòü G0 , ïîñëå ÷åãî âû÷èñëåíèå çíà÷åíèÿ �f S( ) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
� � � �S V V

*
ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å íàõîæäåíèÿ ìèíèìàëüíîãî ðàçðåçà ñëåäóþùèì

îáðàçîì. Ââèäó òîãî, ÷òî � � �S V , ñóùåñòâóåò âåðøèíà t S� . Ïîýòîìó äëÿ âû-
÷èñëåíèÿ �f S( ) íà ñåòè G0 ïîäìíîæåñòâî âåðøèí S ñòÿãèâàåòñÿ ê íåêîòîðîé âåð-
øèíå s S� , ïîñëå ÷åãî ïîëó÷åííûå ïàðàëëåëüíûå ðåáðà çàìåíÿþòñÿ îäíèì ðåá-
ðîì, ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòüþ êîòîðîãî åñòü ñóììà ïðîïóñêíûõ ñïîñîáíîñòåé
ïàðàëëåëüíûõ ðåáåð. Íà ïîëó÷åííîé ñåòè íàõîäèòñÿ ìèíèìàëüíûé ðàçðåç, îòäå-
ëÿþùèé âåðøèíû s è t. Ïîýòîìó äëÿ âû÷èñëåíèÿ �f S( ) ïîäìíîæåñòâî âåðøèí S
ñòÿãèâàåòñÿ ê íåêîòîðîé âåðøèíå s íà ñåòè G0 . Òàêèì îáðàçîì, åñëè f S( ) — ðàç-
ðåçíàÿ ôóíêöèÿ, òî çíà÷åíèå �f S( ) ìîæíî âû÷èñëèòü ýôôåêòèâíî îäíèì èç èç-
âåñòíûõ àëãîðèòìîâ îïðåäåëåíèÿ ìèíèìàëüíîãî ðàçðåçà.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â ñòàòüå ðàññìîòðåíà çàäà÷à ïðîåêòèðîâàíèÿ èëè ðåêîíñòðóêöèè òåëåêîììóíè-
êàöèîííûõ è òðàíñïîðòíûõ ñåòåé, â êîòîðîé òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ïðîïóñ-
êíûå ñïîñîáíîñòè ðåáåð ïðè óñëîâèè, ÷òî ìîùíîñòè ðàçðåçîâ îãðàíè÷åíû
ñíèçó çíà÷åíèÿìè çàäàííîé ñóáìîäóëÿðíîé ôóíêöèè, îïðåäåëåííîé íà ïîä-
ìíîæåñòâàõ ìíîæåñòâà âåðøèí ñåòè. Ïîêàçàíî, êàêèì îáðàçîì ñëåäóåò ïåðå-
îïðåäåëèòü çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ýòîé çàäà÷è ïîñëå òîãî êàê îïðåäåëåíà îïòè-
ìàëüíàÿ òîïîëîãèÿ ñåòè ñ ó÷åòîì íàäåæíîñòè åå ôóíêöèîíèðîâàíèÿ. Ïðåäëîæåí
ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ôóíêöèè, èñïîëüçóþùèé åå
ñóæåíèå íà íåêîòîðîå ìíîæåñòâî. Âàæíåéøèì íàïðàâëåíèåì äàëüíåéøèõ èñ-
ñëåäîâàíèé ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ ðàññìîòðåííûõ çàäà÷
ñ ó÷åòîì ñïåöèôè÷åñêèõ âèäîâ èõ îãðàíè÷åíèé.
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