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Аннотация. В работе изучается асимптотическое поведение реше-
ний весового уравнения Лапласа-Бельтрами на некомпактных рима-
новых многообразиях, обобщающих как модельные многообразия,
так и искривленные римановы произведения. На основе спектраль-
ных свойств рассматриваемых многообразий получены оценки ра-
змерностей пространств гармонических функций предписанного ро-
ста в терминах внутренних характеристик данных многообразий.
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1. Введение

В данной работе изучается поведение решений уравнения Лапласа-
Бельтрами на некомпактных римановых многообразиях некоторого
специального вида, обобщающих сферически-симметричные. Клас-
сическая формулировка теоремы Лиувилля утверждает, что всякая
ограниченная гармоническая в Rn функция является тождественной
постоянной. Хорошо известна справедливость следующих утвержде-
ний, носящих название теорем типа Лиувилля.

1. Если гаpмоническая функция u в Rn имеет коне-
чный интегpал Диpихле, то u ≡ const.

2. Если u ∈ Lp(Rn) является гаpмонической функцией
и 1 ≤ p <∞, то u ≡ 0.

3. Если функция u — гаpмоническая в Rn и удовлетво-
pяет неpавенству |u(x)| ≤ C(1 + |x|)m, то u — гаpмониче-
ский полином степени, не пpевышающей m.
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В последнее время осуществляется следующий подход к теоремам
типа Лиувилля. Пусть на римановом многообразии M задан класс
функций A и эллиптический опеpатоp L. Будем говоpить, что на M
выполнено обобщенное (A,L)-лиувиллево свойство, если любое pе-
шение уpавнения Lu = 0, пpинадлежащее функциональному клас-
су A, имеет конечную размерность. Оценки размерностей различных
пространств гармонических функций на некомпактных римановых
многообразиях были получены в работах ряда математиков (см., на-
пример, [2]–[8], [12], [13], [18], [19]).

Ряд работ был посвящен изучению гармонических функций на
модельных, или сферически-симметричных многообразиях. В частно-
сти, были получены точные условия разрешимости задачи Дирихле
с непрерывными граничными данными на "бесконечности", условия
выполнения теорем типа Лиувилля для ограниченных и положитель-
ных гармонических функций, а также найдены точные оценки ра-
змерности пространств гармонических функций, некоторого предпи-
санного роста (см., например, [8], [9], [12], [14]). Опишем данные мно-
гообразия подробнее.

Фиксируем начало координат O ∈ Rn и некоторую гладкую фун-
кцию q на интервале [0, R0) (R0 может быть ∞) такую, что q(0) = 0
и q′(0) = 1. Определим модельное риманово многообразие Mq следу-
ющим образом:

1) множество точек Mq является открытым шаром в Rn радиуса
R0 с центром в O (если R0 = ∞ то все Rn);

2) в полярных координатах (r, θ) (где r ∈ (0, R0) и θ ∈ Sn−1)
риманова метрика на Mq \ {O} определяется как

ds2 = dr2 + q2(r)dθ2, (1.1)

где dθ — стандартная риманова метрика на сфере Sn−1;

3) риманова метрика в O является гладким продолжением (1.1).

Примерами таких многообразий могут служить евклидово про-
странство Rn, гиперболическое пространство Hn, поверхности вра-
щения и т. д.

В данной работе изучаются несколько более общие многообразия.
А именно, рассмотрим тройки (Si, dθ

2
i , fi), где i = 1, · · · , k, Si — ком-

пактное риманово многообразие без края, dθ2
i — метрика на Si, fi —

положительная гладкая функция на Si.

Многообразие D будем называть скрещенным произведением по-
рядка k, если D изометрично прямому произведению [r0,∞) × S1×
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× · · · × Sk с метрикой

ds2 =
k∏

i=1

f2
i (θi)dr

2 +
k∑

i=1

q2i (r)
∏

j 6=i

f2
j (θj)dθ

2
i .

Здесь qi(r) — положительные гладкие на [r0,∞) функции.

Многообразия, представимые в виде M = B∪D, где B — компакт,
а D — скрещенное произведение, будем называть квазимодельными
многообразиями.

Заметим, что в поведении решений эллиптических уравнений на
данных многообразиях и на модельных, есть отличия. Например,
на модельных многообразиях из выполнения теоремы Лиувилля для
ограниченных гармонических функций следует стохастическая пол-
нота (см. [10]), или, что тоже самое, справедливость теоремы Лиувил-
ля для ограниченных решений уравнения

∆u− u = 0.

На произвольных квазимодельных многообразиях данное свойство не
выполняется (см. [11]).

Поведению гармонических функций на различных квазимодель-
ных многообразиях посвящен ряд работ (см., например, [4], [11], [13],
[17]). Данная работа посвящена изучению неограниченных гармони-
ческих функций на данных многообразиях.

2. Гармонические функции на квазимодельных много-

образиях

В данном параграфе изучается поведение гармонических фун-
кций на квазимодельных многообразиях. Рассмотрим весовой опе-
ратор Лапласа-Бельтрами

∆σ = σ−1div(σ∇),

где σ — положительная гладкая функция, на квазимодельных мно-
гообразиях. Здесь ∇ и div, соответственно, градиент и дивергенция
в римановой метрике на M .

Будем предполагать, что на скрещенном произведении D выпол-
нено

σ(r, θ) = δ(r)
k∏

i=1

hi(θi).
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Здесь δ(r) и hi(θi) — положительные гладкие на [r0,∞) и Si функции.
Решения уравнения

∆σu = 0 (2.2)

являются гармоническими функциями на соответствующем весовом
многообразии. В дальнейшем будем называть их σ-гармоническими.

Пусть λij - j-е собственное число, заданного на Si оператора −Li,
где

Li = div(f
2n−4

ni
i (θ)h

2
ni
i (θ)∇),

а dim Si = ni, dim D = n = n1 + n2 + · · · + nk + 1. Будем считать,
что собственные числа пронумерованы в порядке возрастания, т.е.
выполнено 0 = λi0 < λi1 ≤ λi2 ≤ . . . .

Обозначим Aij(r) — решение уравнения

d2v(r)

dr2
+

[
k∑

i=1

ni
q′i(r)

qi(r)
+
δ′(r)

δ(r)

]
dv(r)

dr
−

λij
q2i (r)

v(r) = 0 (2.3)

с краевыми условиями v(r0) = 0, v
′

(r0) = 1.

Введем обозначения: s(t) = qn1
1 (t) · · · qnk

k (t),

Ji =

∞∫

r0

1

δ(t)s(t)




t∫

r0

δ(z)
s(t)

q2i (t)
(z)dz



 dt, K =

∞∫

r0

dt

δ(t)s(t)
,

где r0 > 0, i = 1, . . . , k. Тогда, справедливо следующее утверждение.

Теорема 2.1. Пусть M — квазимодельное многообразие, такое, что
выполнены следующие условия:
1. K <∞;
2. для всех i выполнено Ji = ∞.
Тогда размерность пространства σ-гармонических функций на M ,
удовлетворяющих условию u(r, θ) = o(Ail(r)) для некоторого i при
r → ∞, не менее l.

Замечание 2.1. Выполнение первого условия теоремы эквивален-
тно непараболичности типа многообразия M (см. [13]). Некоторые
свойства многообразий непараболического типа описаны в Приложе-
нии (см. предложение 3.6.).

Замечание 2.2. Если хотя бы для одного i выполнено Ji < ∞, то
на M существует континуум линейно-независимых ограниченных
гармонических функций (см. [13]).
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Замечание 2.3. Аналогичные утверждения для гармонических и
σ-гармонических функций на модельных многообразиях доказаны в
[8] и [12].

Доказательство теоремы. Введем новую метрику на Si. Пусть

dθ̃2
i = h

2
ni
i (θ)f

2(n−ni−2)

ni
i (θ)dθ2

i .

Компакт Si с вновь введенной метрикой будем обозначать S̃i. В таком
случае, метрика на D представляется следующим образом

ds2 =
k∏

i=1

f2
i (θi)dr

2 +
k∑

i=1

q2i (r)h
−2
ni
i (θ)f

2(2+ni−n)

ni
i (θ)

∏

j 6=i

f2
j (θj)dθ̃

2
i .

Непосредственно по определению оператора Лапласа-Бельтрами (см.,
например, [15], стр. 357) получаем, что оператор ∆σ на D в коорди-
натах (r, θ) имеет вид

∆σ =
1

f2(θ)

(
∂2

∂r2
+

(
n1
q′1(r)

q1(r)
+ · · · + nk

q′k(r)

qk(r)
+
δ
′

(r)

δ(r)

)
∂

∂r

)
+

+
1

f2(θ)

k∑

i=1

1

q2i (r)
Li, (2.4)

где оператор Li определен выше, а

f2(θ) =
k∏

i=1

f2
i (θi).

Обозначим {Φi
j(θi)} — ортонормированный базис в L2(S̃i) из соб-

ственных функций оператора −Li, а λij — соответствующие собствен-
ные числа.

Пусть u(r, θ) — σ-гармоническая на D функция. Тогда для любого
r справедливо следующее равенство

u(r, θ) =

∞∑

lk=0



. . .




∞∑

l1=0

Vl1...lk(r)Φ1
l1(θ1)



 . . .



Φk
lk

(θk), (2.5)

где Vl1···lk(r) является решением следующего уравнения

d2v(r)

dr2
+

[
k∑

i=1

ni
q′i(r)

qi(r)
+
δ′(r)

δ(r)

]
dv(r)

dr
−
[

k∑

i=1

λili
q2i (r)

]
v(r) = 0. (2.6)
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Замечание 2.4. Данное уравнение играет существенную роль при
изучении гармонических функций на квазимодельных многообразиях
(см., например, [11], [13]). В дальнейшем будем его называть спе-
ктральным. Очевидно, что Aij(r) является решением спектрально-
го уравнения в случае, когда lm = 0 для всех m 6= i. В дальнейшем
уравнение (2.3) будем называть (i,j)-спектральным.

Ясно, что функции вида Aij(r)Φ
i
j(θi) являются σ-гармоническими

на D.

В предложении 3.4 (см. Приложение) доказано, что если выполне-

но Ji = ∞ и λil > λim, то limr→∞
Ai

l(r)

Ai
m(r)

= ∞. Построим некоторые ба-

зисные функции искомого пространства σ-гармонических функций.

Пусть {Bp} является гладким исчерпанием многообразия M . Ре-
шим в Bp следующую краевую задачу





∆σϕ

j
p = 0 в Bp,

ϕjp

∣∣∣
∂Bp

= uj |∂Bp
,

где uj = Aij(r)Φ
i
j(θi). Пусть ϕ0 равна нулю на B и равна 1 вне неко-

торой окрестности B. Положим

U = ujϕ0, F = ∆σU.

Заметим, что suppF лежит в окрестности B. Тогда для ψjp = ϕjp−U ,
имеем

∆σψ
j
p = −F, ψjp

∣∣
∂Bp

= 0.

Следовательно,

ψjp(x) =

∫

Bp

Gp(x, y)F (y)dy,

где Gp(x, y) есть функция Грина оператора ∆σ в Bp. Из существо-
вания предела функций Грина {Gp} при p → ∞ следует, что на M

существует limp→∞ ψjp = ψj такой, что ∆σψj = −F . Из существования

функции ψj следует существование предельной функции ϕj = lim
p→∞

ϕjp,

причем ∆σϕj = 0 на M .

На M \B функция ψj(r, θ) является решением уравнения ∆σψj =
= 0. Так как ∂B компакт, то в силу непрерывности функции ψj(r, θ)
существует A = max∂B |ψj(r, θ)|. Тогда

−A ≤ ψj |∂B ≤ A
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и для достаточно больших p

−(A+ 1) ≤ ψjp
∣∣
∂B

≤ A+ 1.

Покажем, что limr→∞ ψj(r, θ) = 0. Из предложения 3.2 следует, что на
M \B существует решение уравнения (2.2) v(r, θ) такое, что v|∂B = 1
и limr→∞ v(r, θ) = 0. Рассмотрим на M \B функции

ψj = (A+ 1) · v и ψj = −(A+ 1) · v.

Функции ψj и ψj являются решениями уравнения (2.2) и удовлетво-
ряют условиям

ψj
∣∣
∂B

= A+ 1, 0 ≤ ψj ≤ A+ 1, lim
r→∞

ψj(r, θ) = 0,

ψj

∣∣∣
∂B

= −(A+ 1), −(A+ 1) ≤ ψj ≤ 0, lim
r→∞

ψj(r, θ) = 0.

Тогда на M \B выполнено ψj ≤ ψj . Так как на Bp \B

∆σψj = ∆σψ
j
p = ∆σψj = 0,

ψj

∣∣∣
∂Bp

≤ ψjp
∣∣
∂Bp

≤ ψj
∣∣
∂Bp

и
ψj

∣∣∣
∂B

≤ ψjp
∣∣
∂B

≤ ψj
∣∣
∂B
,

то с учетом принципа сравнения для достаточно больших p на мно-
жестве Bp \B

ψj ≤ ψjp ≤ ψj .

Переходя к пределу при p → ∞, получаем ψj ≤ ψj ≤ ψj . А так как

limr→∞ ψj(r, θ) = limr→∞ ψj(r, θ) = 0, то и limr→∞ ψj(r, θ) = 0. Тогда

lim
r→∞

[ϕj(r, θ) − uj(r, θ)] = 0.

Точно так же мы строим li σ-гармонических функций для всех
Aij(r)Φ

i
j(θi), где j < li.

Заметим (см. предложение 3.3), что для любого решения (i, j)-
спектрального уравнения v(r), удовлетворяющего условию v(r) → ∞
при r → ∞, найдется такая константа aij , что

lim
r→∞

(v(r) − aijA
i
j(r)) = 0.

Линейная независимость построенных функций {ϕj} следует из
линейной независимости систем функций {Φi

j(θi)}. Теорема доказана.
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Замечание 2.5. В зависимости от асимптотического поведения
функций qi(r), размерность исследуемого в работе пространства гар-
монических функций может быть как в точности равным l, так и
бесконечным. Доказательство сразу следует из предложения 3.5 и
формулы (2.5).

3. Приложение

Опишем на множестве (r0,+∞) некоторые свойства решений спект-
рального уравнения (2.6)

∂2Vl1...lk(r)

∂r2
+

[
k∑

i=1

ni
q′i(r)

qi(r)
+
δ′(r)

δ(r)

]
∂Vl1...lk(r)

∂r
− φ(r)Vl1...lk(r) = 0,

где

φ(r) =
k∑

i=1

λili
q2i (r)

,

δ(r), qi(r) — положительные, гладкие на R+ функции, а λili — неот-
рицательные константы.

Заметим, что доказательство первых трех предложений дослов-
но повторяет доказательство аналогичных утверждений для решений
спектрального уравнения для классических гармонических функций
(см. [13]), и поэтому приводиться не будут.

Предложение 3.1. Пусть Ji = ∞ при всех i. Тогда если λ2
1 + · · ·+

+λ2
k 6= 0, то всякое ограниченное решение спектрального уравнения

Vl1...lk(r) стремится к нулю при r → ∞.

Предложение 3.2. Пусть K < ∞. Тогда на D существует огра-
ниченное решение u(r, θ) уравнения (2.2) такое, что

u(r0, θ) = 1 и lim
r→∞

u(r, θ) = 0.

Предложение 3.3. Пусть Ji = ∞ при всех i. Тогда, для любого
решения спектрального уравнения Vl1...lk(r) такого, что φ(r) > 0 и
Vl1...lk(r) → ∞ при r → ∞, существует решение этого же уравнения
V 0
l1...lk

(r) с (V 0
l1...lk

)′(r0) = 0 такое, что

lim
r→∞

(Vl1...lk(r) − V 0
l1...lk

(r)) = 0.
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Предложение 3.4. Пусть K <∞, Ji = ∞ и λil > λim. Тогда выпол-

нено lim
r→∞

Ai
l(r)

Ai
m(r)

= ∞.

Доказательство. Из уравнения (2.3) получаем

[
qn1
1 (r) . . . qnk

k (r)δ(r)
(
Aij(r)

)′]′
=

λij
q2i (r)

qn1
1 (r) . . . qnk

k (r)δ(r)Aij(r).

Проинтегрируем последнее равенство в пределах от r0 до r. По-
лучим

(Aij(r))
′ =

1

qn1
1 (r) . . . qnk

k (r)δ(r)

r∫

r0

λij
q2i (z)

qn1
1 (z) . . . qnk

k (z)δ(z)Aij(z)dz,

(3.7)
откуда

Aij(r) =

r∫

r0

dt

qn1
1 (t) . . . qnk

k (t)δ(t)

t∫

r0

λij
q2i (z)

qn1
1 (z) . . . qnk

k (z)δ(z)Aij(z)dz + 1,

(3.8)
где r ≥ r0 > 0 — любые.

Легко доказать, что Aij(r) будет монотонно возрастающая и по-
ложительная на (r0,+∞) функция. Действительно, возьмем макси-
мальный интервал (r0, r1), в котором Aij(r) > 0. Из (3.7) видно, что на

этом интервале Aij(r) строго возрастает. Значит, необходимо r1 = ∞.

Из расходимости интеграла Ji следует, что Aij(r) стремится к беско-
нечности при r → ∞.

Пусть λil > λim. Покажем, что для любой константы c > 0 и до-
статочно больших r, справедливо неравенство Ail(r) > cAim(r). Пос-
леднего достаточно для справедливости утверждения предложения.

Докажем, вначале, что для достаточно больших r выполнено

Ail(r) >
λil
λim

Aim(r).

Предположим противное, т. е. для всех r справедливо неравенство

λimA
i
l(r) ≤ λilA

i
m(r).

Тогда из (3.8) получаем

λilλ
i
m

r∫

r0

dt

qn1
1 (t) . . . qnk

k (t)δ(t)

t∫

r0

δ(z)

q2i (z)
qn1
1 (z) . . . qnk

k (z)Ail(z)dz + λim <
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< λilλ
i
m

r∫

r0

dt

qn1
1 (t) . . . qnk

k (t)δ(t)

t∫

r0

δ(z)

q2i (z)
qn1
1 (z) . . . qnk

k (z)Aim(z)dz + λil.

Отсюда получаем неравенство

r∫

r0

λilλ
i
mdt

qn1
1 (t) . . . qnk

k (t)δ(t)

t∫

r0

δ(z)

q2i (z)
qn1
1 (z) . . . qnk

k (z)(Ail(z) −Aim(z))dz <

< λil − λim. (3.9)

Возьмем некоторое r∗ > r0. Для него

Ail(r
∗) −Aim(r∗) = c1 > 0.

Так как Ji = ∞, то с некоторого r1 неравенство (3.9) не выполняется,
то есть

Ail(r) >
λil
λim

Aim(r)

при r > r1.
Дальнейшее доказательство легко провести, используя метод ма-

тематической индукции. Пусть

Ail(r) >

(
λil
λim

)k
Aim(r),

начиная с некоторого rk. Докажем, что

Ail(r) >

(
λil
λim

)k+1

Aim(r),

начиная с некоторого rk+1. Предположим противное, то есть для всех
r выполнено

Ail(r) <

(
λil
λim

)k+1

Aim(r).

Отсюда, как и выше, получаем

r∫

r0

λilλ
i
mdt

qn1
1 (t) . . . qnk

k (t)δ(t)

t∫

r0

δ(z)

q2i (z)
qn1
1 (z) . . . qnk

k (z)(Ail(z)−

− (
λil
λim

)kAim(z))dz < λil

(
λil
λim

)k
− λim. (3.10)

Точно также, как и выше, получаем противоречие. Учитывая, что
λil > λim получаем утверждение предложения.
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Предложение 3.5. Пусть Ji = ∞ при всех i. Предположим, кроме
того, что λij > λili . Тогда любое неограниченное решение спектраль-
ного уравнения (2.6) Vl1...lk обладает следующими свойствами.
1. Пусть qi(r) = o(ql(r)) при r → ∞ для всех l 6= i. Тогда Vl1...lk =
= o(Aij(r)) при r → ∞.
2. Пусть ql(r) = o(qi(r)) при r → ∞ для всех l 6= i. Тогда Aij(r) =
= o(Vl1...lk) при r → ∞.

Доказательство. Из уравнения (2.3) получаем

[
qn1
1 (r) . . . qnk

k (r)δ(r) (Vl1...lk(r))′
]′

= φ(r)qn1
1 (r) . . . qnk

k (r)δ(r)Vl1...lk(r).

Проинтегрируем последнее равенство в пределах от r0 до r. Получим

(Vl1...lk(r))′ =

=
1

qn1
1 (r) . . . qnk

k (r)δ(r)

r∫

r0

φ(z)qn1
1 (z) . . . qnk

k (z)δ(z)Vl1...lk(z) dz+

+ qn1
1 (r0) . . . q

nk
k (r0)δ(r0) (Vl1...lk)′ (r0)

1

qn1
1 (t) . . . qnk

k (t)δ(t)
,

откуда

Vl1...lk(r) =

=

r∫

r0

dt

qn1
1 (t) . . . qnk

k (t)δ(t)

t∫

r0

φ(z)qn1
1 (z) . . . qnk

k (z)δ(z)Vl1...lk(z) dz+

+ gn1
1 (r0) . . . g

nk
k (r0)δ(r0) (Vl1...lk)′ (r0)

r∫

r0

dt

qn1
1 (t) . . . qnk

k (t)δ(t)
+

+ Vl1...lk(r0), (3.11)

где r ≥ r0 > 0 — любые.

Доказательство предложения легко получается из равенств (3.8)
и (3.11), например, с помощью правила Лопиталя. Предложение до-
казано

В работах ряда математиков исследовались связи между свой-
ствами функции Грина, емкостью и параболичностью типа римано-
вых многообразий. В частности, доказано следующее утверждение.
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Предложение 3.6. (см. [1], [3], [16]) Следующие утверждения экви-
валентны:
1. M — многообpазие паpаболического типа;
2. всякая положительная супергармоническая функция на M явля-
ется тождественной постоянной;
3. M не имеет положительной функции Гpина;
4. емкость любого компакта в M pавна нулю.

Обсудим данные понятия несколько подробнее. Пусть M — прои-
звольное риманово многообразие, B — предкомпактное множество в
M , а A — компакт в B. Пару (A,B) будем называть конденсатором в
M . В этом случае емкостью множества A относительно B называется
число

cap(A,B) = inf

∫

M

|∇φ|2dµ, (3.12)

где точная нижняя грань берется по всем локально-липшецевым фун-
кциям φ таким, что 0 ≤ φ ≤ 1 и φ|A = 1, φ|M\B = 0. Функции φ,
удовлетворяющие названным выше условиям, будем называть допу-
стимыми.

Так как емкость множества A относительно B убывает при возра-
стании B, то существует величина

capA = lim
k→∞

cap(A,Bk),

где предел берется по произвольному исчерпанию многообразия пред-
компактными открытыми множествами Bk. Число capA будем на-
зывать емкостью множества A.

Обозначим чеpез GΩ(x, y) функцию Гpина опеpатоpа Лапласа-
Бельтpами в откpытой пpедкомпактной области Ω ⊂M . Пpи pасши-
pении области Ω, последовательность {GΩ}, как следует из пpинципа
максимума, возpастает. Построим функцию Грина на всем M (см.,
например, [1]). Пусть {Bk} — исчеpпание многообpазия возpастаю-
щей последовательностью пpедкомпактных откpытых подмножеств
в M. Обозначим чеpез Gk функцию Гpина в области Bk. Возpаста-
ющая последовательность {Gk} либо пpи всех x стpемится к беско-
нечности, либо пpи некотоpом x огpаничена. В последнем случае по-
следовательность {Gk} имеет пpедел G(x, y) пpи всех x 6= y, котоpый
называют функцией Гpина опеpатоpа Лапласа-Бельтpами на много-
обpазии M.

Говорят, что многообразие M имеет параболический тип, если для
любого компакта F ⊂M существует исчерпание M открытыми мно-
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жествами Bk такое, что

lim
k→∞

cap(F,Bk) = 0.

В противном случае говорят, что многообразие имеет гиперболиче-
ский (или непараболический) тип.

Как видно из формулировки предложения, возможны и другие
определения многообразий параболического типа.
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