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Конечное среднее колебание

в теории отображений
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Аннотация. Мы говорим, что функция Q(x) имеет конечное сред-
нее колебание в точке, если ее среднее отклонение от среднего значе-
ния ограничено по всем шарам с центрами в этой точке с достаточно
малыми радиусами, другими словами, если дисперсия по всем малым
шарам с центром в данной точке ограничена. Показано, что изолиро-
ванная сингулярность устранима для Q-гомеоморфизмов
при условии, что Q(x) имеет конечное среднее колебание в точке. До-
казан также аналог известной теоремы Пенлеве для аналитических
функций при условии, что Q(x) имеет конечное среднее колебание
на сингулярном множестве нулевой длины. Результаты применимы
ко многим классам отображений с конечным искажением.
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1. Введение

В последнее десятилетие интенсивно изучаются различные ото-
бражения с конечным искажением, естественным образом обобщаю-
щие конформные, квазиконформные и квазирегулярные отображе-
ния, см., напр., [4, 13, 14, 17–21, 23, 29–31, 33, 51, 52]. Исторически им
также предшествовали так называемые отображения, квазиконформ-
ные в среднем, см., напр., [6, 26–28, 32, 34–39, 53–55, 66–69, 76, 77]. Во
всех этих обобщениях, как и в классической теории, модульная тех-
ника играет ключевую роль. Имея ввиду эту роль, профессор Олли
Мартио предложил следующую общую концепцию, см. [43–46].
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Пусть D — область в R
n, n ≥ 2, и пусть Q : D → [1,∞] — изме-

римая функция. Гомеоморфизм f : D → Rn = R
n
⋃{∞} называется

Q-гомеоморфизмом, если

M(fΓ) ≤
∫

D

Q(x) · ρn(x) dm(x) (1.1)

для любого семейства Γ путей в D и любой допустимой функции ρ
для Γ. Здесь непрерывность отображений понимается относительно
сферической (хордальной) метрики.

Напомним, что борелевская функция ρ : R
n → [0,∞] называется

допустимой для семейства кривых Γ в R
n, пишем ρ ∈ adm Γ, если

∫

γ

ρ(x) |dx| ≥ 1 (1.2)

для всех γ ∈ Γ. Модуль семейства Γ определяется равенством

M(Γ) = inf
ρ∈adm Γ

∫

D

ρn(x) dm(x) . (1.3)

Основной целью теории Q-гомеоморфизмов является изучение
взаимосвязей свойств отображения f со свойствами мажоранты Q(x)
в определяющем соотношении (1.1). Основы теории Q-гомеоморфиз-
мов были заложены в работах [43–45], а в работе [46] концепция Q-
гомеоморфизмов была распространена на отображения с ветвлением,
так называемые Q-отображения. Высокий уровень абстракции тео-
рии Q-отображений позволяет применять эту теорию ко всем совре-
менным классам отображений, где удается установить оценку моду-
ля типа (1.1) с подходящей мажорантой Q(x), связанной с теми или
иными характеристиками (дилатациями) отображений, в том числе,
к различным классам отображений с конечным искажением и ото-
бражениям, квазиконформным в среднем, см., напр., [31, 46,66].

В работах [43–45] теория Q-гомеоморфизмов развивалась в ос-
новном для случая, когда мажоранта Q принадлежала известному
пространству ВМО. В настоящей работе теория Q-гомеоморфизмов
развивается, прежде всего, применительно к случаю, когда Q(x) име-
ет конечное среднее колебание в соответствующих граничных точках.
Одновременно, в работе развивается метод сингулярных функцио-
нальных параметров, выбор которых позволяет получать и многие
другие критерии непрерывной и гомеоморфной продолжимости Q-
гомеоморфизмов на границу.
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Напомним некоторые определения. Пусть отображение f : D →
R

n имеет первые частные производные в точке x ∈ D. Тогда внешняя
дилатация отображения f в точке x определяется равенством

KO(x, f) =

{
|f ′(x)|n
|J(x,f)| , J(x, f) 6= 0,

1, f ′(x) = 0,
(1.4)

и KO(x, f) = ∞ в остальных случаях. Аналогично, внутренняя ди-
латация отображения f в точке x определяется равенством

KI(x, f) =

{
|J(x,f)|
l(f ′(x))n , J(x, f) 6= 0,

1, f ′(x) = 0,
(1.5)

и KI(x, f) = ∞ в остальных случаях. Максимальная дилатация, или
просто дилатация, отображения f в точке x есть величина

K(x, f) = max (KO(x),KI(x)) . (1.6)

Как обычно, f ′(x) — якобиева матрица отображения f, J(x, f) =
det f ′(x) — его якобиан, |f ′(x)| — операторная норма f ′(x), т.е.

|f ′(x)| = max { |f ′(x)h| : h ∈ R
n, |h| = 1 }

и
l(f ′(x)) = min { |f ′(x)h| : h ∈ R

n, |h| = 1 } .
Отметим, что

KI(x, f) ≤ Kn−1
O (x, f) , KO(x, f) ≤ Kn−1

I (x, f) , (1.7)

см., напр., [59], и, в частности, KO(x, f),KI(x, f) и K(x, f) одновре-
менно конечны или бесконечны. Неравенство K(x, f) < ∞ эквива-
лентно условию, что det f ′(x) 6= 0 или f ′(x) = 0.

Отображение f : D → R
n называется отображением с конечным

искажением, если f ∈ W 1,n
loc , J(x, f) ≥ 0 и KO(x, f) < ∞ п.в. Иногда

в литературе условие f ∈ W 1,n
loc заменяется на более слабое условие

f ∈ W 1,1
loc , ср., напр., [4, 13, 17–21, 23, 29–31]. Если к тому же дилата-

ция KO(x, f) ограничена константой п.в., то мы получаем отображе-
ния с ограниченным искажением, см. [59], или, как в других рабо-
тах, квазирегулярные отображения, ср. [48]. Для заданной функции
Q : D → [1,∞], будем говорить, что гомеоморфизм f : D → R

n

с конечным искажением называется Q(x )-квазиконформным, пишем
Q(x )-кк, если K(x, f) ≤ Q(x) п.в. Также будем говорить, что гомео-
морфизм f с конечным искажением является BMO-квазиконформ-
ным, пишем BMO-кк, если K(x, f) ≤ Q(x) ∈ BMO. Как известно,
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Q(x)-кк отображение с условием Q ∈ Ln−1
loc является Q-гомеоморфиз-

мом, см. [43–45]. Напомним, что BMO функции связаны во многих
отношениях с квазиконформными и квазирегулярными отображени-
ями, см., напр., [2, 3, 11,24,25,47,57–59].

2. О функциях конечного среднего колебания

Пусть D область в R
n, n ≥ 1. Будем говорить, что функция ϕ :

D → R имеет конечное среднее колебание в точке x0 ∈ D, пишем ϕ ∈
FMO в x0, если

lim
ε→0

−
∫

D(x0,ε)

|ϕ(x) − ϕε(x0)| dm(x) < ∞ , (2.1)

где для малых ε > 0

ϕε(x0) = −
∫

D(x0,ε)

ϕ(x) dm(x) =
1

|D(x0, ε)|

∫

D(x0,ε)

ϕ(x) dm(x) — (2.2)

среднее значение функции ϕ(x) по множеству

D(x0, ε) = D
⋂
B(x0, ε) , (2.3)

где
B(x0, ε) = {x ∈ R

n : |x− x0| < ε}
и предполагается, что ϕ(x) интегрируема по множеству D(x0, ε) для
малых ε > 0. Заметим, что при выполнении условия (2.1) возможна
ситуация, когда ϕε(x0) → ∞ при ε→ 0, см. пример в конце парагра-
фа.

Также будем говорить, что ϕ : D → R — функция конечного
среднего колебания в области D, пишем ϕ ∈ FMO(D), или просто
ϕ ∈ FMO, если ϕ имеет конечное среднее колебание в каждой точке
x ∈ D. Наконец, будем говорить, что функция ϕ : D → R — конечного
среднего колебания в замыкании D, пишем ϕ ∈ FMO(D), если ϕ имеет
конечное среднее колебание в каждой точке x ∈ D.

Предложение 2.1. Если для некоторого набора чисел ϕε ∈ R, ε ∈
(0, ε0],

lim
ε→0

−
∫

D(x0,ε)

|ϕ(x) − ϕε| dm(x) <∞, (2.4)

то ϕ имеет конечное среднее колебание в точке x0.
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Доказательство. Действительно, по неравенству треугольника

−
∫

D(x0,ε)

|ϕ(x) − ϕε(x0)| dm(x) ≤

≤ −
∫

D(x0,ε)

|ϕ(x) − ϕε| dm(x) + |ϕε − ϕε(x0)| ≤

≤ 2−
∫

D(x0,ε)

|ϕ(x) − ϕε| dm(x) .

Следствие 2.1. Если для точки x0 ∈ D

lim
ε→0

−
∫

D(x0,ε)

|ϕ(x)| dm(x) <∞, (2.5)

то ϕ имеет конечное среднее колебание в точке x0.

Точка x0 ∈ D называется точкой Лебега функции ϕ : D → R,
если ϕ интегрируема в окрестности точки x0 и

lim
ε→0

−
∫

B(x0,ε)

|ϕ(x) − ϕ(x0)| dm(x) = 0. (2.6)

Известно, что для каждой функции ϕ ∈ L1(D) почти все точки D
являются ее точками Лебега .

Следствие 2.2. Любая локально интегрируемая функция ϕ : D → R

имеет конечное среднее колебание для почти всех точек D

Будем говорить, что область D ⊂ R
n, n ≥ 2, удовлетворяет усло-

вию удвоения меры (Лебега) в точке x0 ∈ D, если

|B(x0, 2ε) ∩D| ≤ c · |B(x0, ε) ∩D| (2.7)

для некоторого c > 0 и для всех достаточно малых ε > 0. Заметим,
что условию удвоения меры во всех граничных точках удовлетворя-
ют, в частности, области с гладкими границами, а также ограничен-
ные выпуклые области.

Версии следующей леммы были впервые доказаны во внутренних
точках для класса BMO на плоскости в [63, 64], ср. следствие 2.3
ниже, и в пространстве в [43]. Впервые FMO введено и изучалось в
препринте [22].
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Лемма 2.1. Пусть область D ⊂ R
n, n ≥ 3, удовлетворяет условию

удвоения меры в 0 ∈ D. Если неотрицательная функция ϕ : D → R

имеет конечное среднее колебание в 0, то
∫

D(0,ε0)

ϕ(x) dm(x)(
|x|log 1

|x|

)n <∞ , (2.8)

т.е. сингулярный интеграл сходится при некотором ε0 > 0.

Доказательство. Выберем ε0 ∈ (0, 2−1), такое, что ϕ интегрируема
в D1 = D

⋂
B, где B = B(0, ε0), и

δ = sup
r∈(0,ε0)

−
∫

D(r)

|ϕ(x) − ϕr(0)| dm(x) <∞ ,

гдеD(r) = D
⋂
B(r), B(r) = B(0, r) = {x ∈ R

n : |x| < r}. Пусть далее,
ε < 2−1ε0, εk = 2−kε0, Ak = {x ∈ R

n : εk+1 ≤ |x| < εk}, Bk = B(εk)
и пусть ϕk — среднее значение ϕ(x) в Dk = D

⋂
Bk, k = 1, 2 . . . .

Выберем натуральное число N так, что ε ∈ [εN+1, εN ), и обозначим

α(t) = (t log2 1/t)−n. Тогда D
⋂
A(ε, ε0) ⊂ ∆(ε) =

N⋃
k=1

∆k, где ∆k =

D
⋂
Ak и

η(ε) =

∫

∆(ε)

ϕ(x) α(|x|) dm(x) ≤ |S1| + S2 ,

где

S1(ε) =
N∑

k=1

∫

∆k

(ϕ(x) − ϕk) α(|x|) dm(x) ,

S2(ε) =
N∑

k=1

ϕk

∫

∆k

α(|x|) dm(x) .

Так как ∆k ⊂ Dk ⊂ Bk, |x|−n ≤ Ωn2n/|Dk| для x ∈ ∆k, где Ωn —
объем единичного шара в R

n, а log2
1
|x| > k в ∆k, то

|S1| ≤ δΩne
n

N∑

k=1

1

kn
< δΩn2n+1,

поскольку
∞∑

k=2

1

kn
<

∞∫

1

dt

tn
=

1

n− 1
≤ 1.
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Далее, ∫

∆k

α(|x|) dm(x) ≤ 1

kn

∫

Ak

dm(x)

|x|n ≤ ωn−1

kn
,

где ωn−1 — гиперплощадь единичной сферы в R
n. Кроме того,

|ϕk − ϕk−1| =
1

|Dk|

∣∣∣∣∣

∫

Dk

(ϕ(x) − ϕk−1) dm(x)

∣∣∣∣∣ ≤

≤ c

|Dk−1|

∫

Dk−1

|(ϕ(x) − ϕk−1)| dm(x) ≤ δc,

где c — константа из условия удвоения меры, и по неравенству тре-
угольника

ϕk = |ϕk| ≤ ϕ1 +

k∑

l=1

|ϕl − ϕl−1| ≤ ϕ1 + kδc.

Поэтому

S2 = |S2| ≤ ωn−1

N∑

k=1

ϕk

kn
≤ 2ϕ1ωn−1 + δωn−1c

N∑

k=1

1

k(n−1)

и вместе с оценкой

∞∑

k=2

1

k(n−1)
<

∞∫

1

dt

tn−1
=

1

n− 2
≤ 1

для n ≥ 3 доказательство леммы 2.4 завершено.

Так как
N∑

k=2

1

k
<

N∫

1

dt

t
= logN < log2N

и, для ε0 ∈ (0, 2−1) и ε < εN ,

N < N + log2

(
1

2ε0

)
= log2

1

εN
< log2

1

ε
,

то для n ≥ 2,

N∑

k=1

1

k(n−1)
≤

N∑

k=1

1

k
< 1 + log2 log2

1

ε
,

и мы имеем следующее утверждение.
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Следствие 2.3. В условиях леммы 2.4, для n ≥ 2,
∫

D
⋂

A(ε,ε0)

ϕ(x) dm(x)(
|x| log 1

|x|

)n = O

(
log log

1

ε

)
(2.9)

при ε→ 0 и некотором ε0 > 0, где

A(ε, ε0) = {x ∈ R
n : ε < |x| < ε0} . (2.10)

3. Примеры Q-гомеоморфизмов

В этой секции мы будем изучать супер Q-гомеоморфизмы, т.е. та-
кие Q-гомеоморфизмы f : D → R

n, n ≥ 2, для которых неравен-
ство (1.1) выполняется не только для семейств Γ непрерывных путей
γ : (0, 1) → D, но и для штриховых линий γ : ∆ → D, где ото-
бражение γ непрерывно на произвольном открытом подмножестве ∆
вещественной оси R (состоящем из счетной последовательности ин-
тервалов ∆i ⊂ R, i = 1, 2, . . . ). Будем говорить, что семейство штри-
ховых линий Γ минорируется другим таким семейством Γ∗, и писать
Γ ≥ Γ∗, если для любой линии γ ∈ Γ, γ : ∆ → R

n найдется линия
γ∗ ∈ Γ∗, γ∗ : ∆∗ → R

n, которая является сужением γ, т.е. ∆∗ ⊂ ∆ и
γ∗ = γ|∆∗ . В дальнейшем важно следующее свойство, см. теорему 1(c)
в [10], с. 178.

Предложение 3.1. Пусть Γ и Γ∗ — семейства штриховых линий
в R

n. Если Γ ≥ Γ∗, то M(Γ) ≤M(Γ∗) .

Будем говорить, что свойство P имеет место для почти всех (п.в.)
штриховых линий γ в семействе Γ, если модуль подсемейства всех ли-
ний γ в Γ, для которых P не имеет места, равен нулю. В частности,
почти все штриховые линии в R

n спрямляемы. Все определения мо-
дуля, спрямляемости и так далее для штриховых линий совершенно
аналогичны соответствующим определениям для непрерывных путей
и потому опускаются. Для более общих рассмотрений систем мер,
см. [10].

Предложение 3.2. Пусть f : D → R
n — гомеоморфизм класса

W 1,n
loc . Тогда f дифференцируемо п.в. и удовлетворяет свойству Лу-

зина (N). Если также f−1 принадлежит классу W 1,n
loc , то

Jf (x) 6= 0 п.в. (3.1)

Утверждение следует из результатов Решетняка для W 1,n
loc гомео-

морфизмов, см. [60] и [61], и эквивалентности (N−1)-свойства свой-
ству (3.1) для п.в. дифференцируемых отображений f , см. теорему 1
в [56].
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Теорема 3.1. Пусть отображение f : D → R
n — гомеоморфизм

класса W 1,n
loc с f−1 ∈ W 1,n

loc . Тогда f является супер Q-гомеоморфиз-
мом с Q(x) = KI(x, f).

По истории вопроса смотри замечание 3.1 в конце секции.

Доказательство. Во-первых, f−1 ∈ ACLn
loc, см., напр., [42, с. 8].

Следовательно, по теореме Фугледе модуль семейства всех локально
спрямляемых путей в f(D), которые имеют хотя бы один замкнутый
подпуть, где отображение f−1 не является абсолютно непрерывным,
равен нулю, см., напр., [10] и [70]. Это семейство путей минорирует
соответствующее семейство штриховых линий и, таким образом, по
предложению 3.1 последнее семейство также имеет нулевой модуль.
Пусть Γ — произвольное семейство штриховых линий в D. Обозна-
чим через Γ∗ семейство всех штриховых линий γ∗ ∈ fΓ, для которых
f−1 абсолютно непрерывно на всяком замкнутом подпути γ∗. Тогда
M(fΓ) = M(Γ∗).

Для ρ ∈ adm Γ, полагаем ρ∗(y) = ρ(f−1(y)) · |(f−1)′(y)|, если f−1

дифференцируемо в точке y ∈ f(D), и ρ∗(y) = ∞ в противом случае
при y ∈ f(D), а также ρ∗(y) = 0 вне f(D). Тогда

∫

γ∗

ρ∗ds∗ ≥
∫

f−1◦γ∗

ρ ds ≥ 1 (3.2)

для всех γ∗ ∈ Γ∗, т.е. ρ∗ ∈ adm Γ∗.
По предложению 3.1, f−1 обладает свойством (N) и дифференци-

руемо с J(y, f−1) 6= 0 п.в. Следовательно, используя замену перемен-
ных, см., напр., теорему 6.4 в статье [50], имеем

M(fΓ) = M(Γ∗) ≤
∫

f(D)

ρ∗(y)ndm(y) =

=

∫

f(D)

ρ(f−1(y))nKO(y, f−1)J(y, f−1) dm(y) =

=

∫

D

ρ(x)nKI(x, f) dm(x) ,

т.е., действительно, f — супер Q-гомеоморфизм с Q(x) = KI(x, f).

Известно, что гомеоморфизм класса W 1,n
loc с KI ∈ L1

loc имеет обра-
тное отображение f−1 в том же классе, см. следствие 2.3 в [31]. Таким
образом, мы имеем следующее утверждение.
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Следствие 3.1. Пусть f : D → R
n — гомеоморфизм класса W 1,n

loc с
KI ∈ L1

loc. Тогда f — супер Q-гомеоморфизм с Q(x) = KI(x, f).

Так как KI(x, f) ≤ Kn−1
O (x, f), имеем также следующее утверж-

дение.

Следствие 3.2. При условиях теоремы 3.1, f является супер Q-
гомеоморфизмом с Q(x) = Kn−1

O (x, f).

Теорема 3.1 показывает, что супер Q-гомеоморфизмы образуют
широкий подкласс Q-гомеоморфизмов, включающий многие отобра-
жения с конечным искажением.

Замечание 3.1. По-видимому, впервые неравенство типа (1.1) сQ(x)
= KI(x, f) для гомеоморфизмов f ∈ ACLn с f−1 ∈ ACLn было уста-
новлено в работе [66], на которую внимание авторов обратил рецен-
зент. Указанное неравенство при n = 2 встречалось ранее в рамках
теории квазиконформных отображений, см., напр., V(6.6) в [41], и
использовалось при исследовании так называемых BMO-квазикон-
формных отображений в [62–64]. Это неравенство доказано также
для различных классов отображений с конечным искажением, см.,
напр., [31, 46]. Этот список примеров Q-гомеоморфизмов в будущем
может быть продолжен.

4. Устранимость изолированных особенностей

Как показывает следующая лемма, для устранимости изолиро-
ванных особенностей Q-гомеоморфизмов достаточно потребовать ин-
тегрируемость Q(x) с подходящим весом.

Лемма 4.1. Пусть f : B
n\{0} → R

n, n ≥ 2, — Q-гомеоморфизм.
Если при ε→ 0

∫

ε<|x|<1

Q(x) · ψn(|x|) dm(x) = o(I(ε)n) , (4.1)

где ψ(t) — неотрицательная измеримая функция на (0,∞), такая
что

0 < I(ε) =

1∫

ε

ψ(t) dt < ∞ ε ∈ (0, 1) , (4.2)

то f имеет непрерывное продолжение на B
n, которое является Q-

гомеоморфизмом.
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Отметим, что условия (4.1)–(4.2) всегда влекут, что I(ε) → ∞ при
ε→ 0. Это следует непосредственно рассуждением от противного.

Замечание 4.1. Отметим также, что (4.1) выполняется, в частности,
если ∫

Bn

Q(x) · ψn(|x|) dm(x) < ∞ (4.3)

и I(ε) → ∞ при ε → 0. Другими словами, для заключения леммы
4.1 достаточно, чтобы сингулярный интеграл (4.3) сходился с ядром
ψn(t), где ψ(t) — произвольная неотрицательная функция, которая
локально интегрируема на интервале (0, 1), но которая имеет неин-
тегрируемую особенность в 0.

Функции Q(x) = [ log(e/|x|)]λ, λ ∈ (0, 1), x ∈ B
n, n ≥ 2, и ψ(t) =

1/(t log(e/t)), t ∈ (0, 1), показывают, что условие (4.3) совместимо с
условием, что I(ε) → ∞ при ε→ 0. По лемме 2.1 условие (4.3) имеет
место для любой функции Q(x) ≥ 1 с конечным средним колебанием
в нуле при n ≥ 3 с указанным ψ.

Доказательство леммы 4.1. Так как модуль семейства путей, про-
ходящих через фиксированную точку, равен 0, то нам достаточно
показать, что f(x) имеет предел при x → 0. Пусть Γε есть семей-
ство всех кривых соединяющих сферы Sε = {x ∈ R

n : |x| = ε} и
S0 = {x ∈ R

n : |x| = 1} в кольце Aε = {x ∈ R
n : ε < |x| < 1}. Пусть

также ψ∗ есть борелевская функция, такая что ψ∗(t) = ψ(t) для п.в.
t ∈ (0,∞). Такая функция ψ∗ существует по теореме Лузина, см.,
напр., [9, 2.3.5] и [65, с. 69]. Тогда функция

ρε(x) =

{
ψ∗(|x|)/I(ε), x ∈ Aε,

0, x ∈ R
n\Aε

допустима для Γε и, следовательно,

M(fΓε) ≤
∫

0<|x|<1

Q(x) · ρε
n(|x|) dm(x) ,

т.е. M(fΓε) → 0 при ε→ 0 ввиду (4.1).
По теореме Жордана-Брауэра образы сфер fSt, t ∈ (0, 1), разби-

вают пространство R
n на две компоненты и, таким образом, R

n\fAε

состоит только из двух компонент, см., напр., [8, с. 358], [16, с. 363]
и [73, с. 63]. Обозначим через Γ∗

ε семейство всех путей в R
n, соединя-

ющих образы сфер fSε и fS0. Тогда

M(Γ∗
ε) = M(fΓε),
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поскольку с одной стороны fΓε ⊂ Γ∗
ε и, следовательно, M(fΓε) ≤

M(Γ∗
ε), а с другой стороны fΓε < Γ∗

ε (т.е. каждый путь в Γ∗
ε содер-

жит подпуть, входящий в fΓε, т.к. fAε разделяет две компоненты
дополнения R

n \ fAε) и, следовательно, M(fΓε) ≥ M(Γ∗
ε), см. также

теорему 1(c) в [10] или [70, 6.4].
По лемме Геринга, см. [12], см. также [71, 7.37, 7.22 и 7.19],

M(Γ∗
ε) ≥ an

/(
log

bn
δ0δε

)n−1

,

где постоянные an и bn зависят только от n, δ0 и δε — сферические
(хордальные) диаметры fS0 и fSε. Таким образом, δε → 0 и fSε

стягивается в точку при ε→ 0.

В частности, выбирая в лемме 4.1 ψ = 1/(t log(1/t)), получаем по
следствию 2.3 следующее утверждение.

Теорема 4.1. Пусть f : D \ {x0} → R
n, n ≥ 2, является Q-

гомеоморфизмом, где Q(x) имеет конечное среднее колебание в точке
x0 ∈ D. Тогда f допускает Q-гомеоморфное продолжение на D.

Другими словами, изолированная особенность Q-гомеоморфизма
устранима, если Q(x) имеет конечное среднее колебание в точке. В
качестве следствий теоремы 4.1, предложения 2.1 и следствия 2.1,
получаем следующие утверждения.

Следствие 4.1. Точка Лебега функции Q является устранимой осо-
бенностью для Q-гомеоморфизмов.

Следствие 4.2. Если f : B
n\{0} → R

n, n ≥ 2, есть Q-гомеоморфизм
с

lim
ε→0

−
∫

B(ε)

Q(x) dm(x) <∞, (4.4)

то f имеет Q-гомеоморфное продолжение на B
n.

5. Топологические леммы

Здесь доказываются леммы, которые заменяют теорему Жорда-
на-Брауэра в случае, когда вместо одной особой точки приходится
иметь дело с бесконечными и даже несчетными множествами особых
точек.

Напомним, что по известной теореме Александрова-Борсука, см.,
напр., [8, с. 357], [15, с. 100], [1] и [7], компакт K ⊂ R

n, n ≥ 2, раз-
бивает R

n тогда и только тогда, когда существует непрерывное отоб-
ражение f : K → Sn−1 = {x ∈ R

n : |x| = 1}, которое не гомотопно
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постоянному. Наоборот, утверждение, что компакт K не разбивает
R

n эквивалентно утверждению,что любое непрерывное отображение
f : K → Sn−1 гомотопно константе. Таким образом, получаем следу-
ющее простое следствие теоремы Александрова-Борсука.

Предложение 5.1. Пусть K1 и K2 — два непересекающихся ком-
пакта в Rn, n ≥ 2, каждый из которых не разбивает Rn. Тогда
компакт K = K1

⋃
K2 также не разбивает Rn.

На этой основе мы докажем следующее утверждение.

Лемма 5.1. Пусть D — область в Rn, n ≥ 2. Тогда границей каждой
компоненты ее дополнения Rn\D является компонента ∂D.

Доказательство. Допустим, что заключение леммы 5.1 неверно, т.е.
существует область D в Rn, n ≥ 2, такая что граница некоторой
компоненты C0 дополнения Rn\D не совпадает с компонентой ∂D.

Известно, что ∂C0 ⊂ ∂D, см., напр., [8, с. 356]. Кроме того, если
некоторая компонента K границы ∂D имеет непустое пересечение с
∂C0, то K ⊂ ∂C0. Таким образом, отрицание утверждения леммы
эквивалентно тому, что ∂C0 состоит более чем из одной компоненты
∂D, т.е., что ∂C0 не является связным множеством. Каждая компо-
нента Rn\D является замкнутым множеством. Поэтому, присоединяя
к D, если необходимо, все компоненты дополнения Rn\D за исклю-
чением C0, мы можем по теореме Александрова-Борсука без потери
общности считать, что Rn\D имеет единственную компоненту C0 и,
следовательно, Rn\C0 = D есть область.

По предположению компакт ∂C0 может быть разбит на два не-
пересекающихся замкнутых множества S1 и S2, которые являются
компактами в Rn. Пусть Ω1 — компонента дополнения Rn\S1, вклю-
чающая область D. Тогда компакт K1 = Rn\Ω1 включает S1 и не
разбивает Rn. Кроме того, по построению K1 ⊂ C0 и S2 ⊂ Ω1 (пос-
леднее в силу того, что любая точка S2 ⊂ ∂C0 в любой своей окрест-
ности должна содержать точки D ⊂ Ω1, а сферическое (хордальное)
расстояние h(S2, ∂Ω1) ≥ h(S2, S1) > 0, т.к. ∂Ω1 ⊂ S1, см. [8, с. 356]).
Аналогично, Ω2 и K2 определяются через S2.

Заметим, что K1
⋂
K2 = ∅. Действительно,

∂K1 = ∂Ω1 ⊂ S1 ⊂ Ω2 = Rn\K2

и
∂K2 = ∂Ω2 ⊂ S2 ⊂ Ω1 = Rn\K1 .

Поэтому ∂K1
⋂
K2 = ∅ и ∂K2

⋂
K1 = ∅. Таким образом, если

допустить, что

K1

⋂
K2 6= ∅ , (5.1)
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то
IntK1

⋂
IntK2 6= ∅ ,

т.е. найдутся компоненты Ω(1) 6= Ω1, Ω(1)⊂ IntK1 и Ω(2) 6= Ω2, Ω(2) ⊂
IntK2 дополнений Rn\S1 и Rn\S2, соответственно, такие что Ω(1)

⋂

Ω(2) 6= ∅. Если Ω(1) = Ω(2), тогда ∂Ω(1) = ∂Ω(2) ⊂ S1
⋂
S2 = ∅, т.е.

∂Ω(1) = ∂Ω(2) = ∅ и Ω(1) = Ω(2) = Rn (т.к. Rn связно), что невоз-
можно по построению. Пусть для определенности Ω(1)\Ω(2) 6= ∅. То-
гда ∂Ω(2)

⋂
Ω(1) 6= ∅, поскольку ∅ 6= Ω(1)

⋂
Ω(2) ⊂ Ω(1) и Ω(1) связно.

Однако, ∂Ω(2) ⊂ S2 и Ω(1) ⊂ K1. Следовательно, допущение (5.1)
противоречит включению S2 ⊂ Ω1 = Rn\K1.

Тогда по предложению 5.1 компакт K = K1
⋃
K2 ⊂ C0 не разби-

вает Rn, т.е. Ω = Rn\K = Ω1
⋂

Ω2 является областью в Rn.
Далее, так как ∂C0 = S1

⋃
S2 ⊂ K1

⋃
K2 = K и K1

⋂
K2 = ∅ и

C0 связно, то Ω0 = Ω
⋂

IntC0 6= ∅ (если IntC0 ⊂ K, то C0 = K =
K1
⋃
K2). Однако, по построению D ⊂ Ω, D

⋃
C0 = Rn, D

⋂
C0 = ∅

и Ω = D
⋃

Ω0. Последнее противоречит связности Ω. Таким обра-
зом, наше допущение, что ∂C0 не связно, является неверным и мы
получаем заключение леммы.

Следствие 5.1. Внутренность IntC∗ каждой компоненты C∗ до-
полнения Rn\D области D отделяется от Rn\C∗ единственной
компонентой K∗ границы ∂D, т.e. любой путь, соединяющий x ∈
IntC∗ и y ∈ Rn\C∗ в Rn, пересекает K∗.

Доказательство. Действительно, по лемме 5.1 граница C∗ состоит
из одной компоненты K∗ границы ∂D. Если некоторый путь γ :
(0, 1) → Rn, соединяющий x ∈ IntC∗ и y ∈ Rn\C∗, не пересекает ∂D,
тогда (0, 1) разбивается на два непересекающихся открытых множе-
ства γ−1(IntC∗) и γ−1(Rn\C∗), что противоречит связности интерва-
ла (0, 1).

Лемма 5.2. Пусть D — область в Rn, n ≥ 2, и пусть C∗ ком-
понента ее дополнения Rn\D. Тогда, для любого ε > 0, найдется
окрестность Nε компоненты C∗, такая что Dε = D

⋂
Nε ⊂ Cε яв-

ляется областью, где

Cε = {x ∈ Rn : h(x,C∗) < ε} — (5.2)

ε-окрестность C∗ относительно сферической (хордальной) метрики
h в Rn.

Доказательство. Обозначим через Sε объединение всех компонент
компакта C = Rn\D, которые пересекают компакт Rn\Cε. Заметим,
что множество Sε — замкнутое и, следовательно, — компакт в Rn.
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Действительно, предположим, что Sε — незамкнутое, т.е. суще-
ствует точка x0 ∈ Rn\Sε и последовательность xl ∈ Sε, такие что
xl → x0 при l → ∞. Пусть Cl ⊂ Sε — соответсвующая последователь-
ность компонент C, содержащих xl. Тогда

C0 = lim
l→∞

Cl = {y ∈ Rn : y = lim
l→∞

yl, yl ∈ Cl, l = 1, 2 . . .} (5.3)

является связным (замкнутым) подмножеством C, см., напр., (9.12)
в [72, с. 15], которое содержит x0 и пересекает Rn\Cε. Полученное
противоречие опровергает предположение.

Теперь, пусть Nε — компонента Rn\Sε, содержащая C∗. Тогда по
построению всякая компонента C полностью содержится либо в обла-
стиNε, либо в ее дополнении. Заметим также, что отрытое множество
Dε = D

⋂
Nε не пусто. Остается показать, что Dε связно.

Предположим, что Dε не является связным. Тогда существует
компонента D0 ⊂ Dε, такая что Dε\D0 6= ∅ и по следствию 5.1 суще-
ствует компонента K0 границы ∂D0, которая отделяет D0 от другой
компоненты D∗ дополнения Dε\D0. По построению K0 содержится в
компоненте K∗ границы D или Nε.

Если K∗ ⊂ ∂D, то точки x ∈ D0 и y ∈ D∗ можно соединить путем
γ в D. С другой стороны, по следствию 5.1 γ должен пересекать
K0, что невозможно, поскольку K0 ⊂ C = Rn\D. Аналогично, если
K∗ ⊂ ∂Nε, то точки x ∈ D0 и y ∈ D∗ могут быть соединены путем
γ в Nε. Снова по следствию 5.1 путь γ должен пересекать K0, что
противоречит включению K0 ⊂ Rn\Nε.

Лемма 5.3. Пусть D — область в Rn, n ≥ 2, и пусть f : D → Rn

является гомеоморфизмом. Тогда D′ = f(D) — область и существу-
ет естественное взаимно однозначное соответствие между ком-
понентами K и K ′ границ ∂D и ∂D′, такое что C(f,K) = K ′ и
C(f−1,K ′) = K.

Здесь мы используем понятие предельного множества отображе-
ния f на E ⊂ ∂D

C(f,E) = {y ∈ Rn : y = lim
l→∞

f(xl), xl → x ∈ E}. (5.4)

Доказательство. D′ = f(D) является областью по известной теоре-
ме Брауэра, см., напр., [8, с. 358].

Далее, C(f,E) ⊂ ∂D′ для каждого множества E ⊂ ∂D и, анало-
гично, C(f−1, E′) ⊂ ∂D для каждого множества E′ ⊂ ∂D′.
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Действительно, по определению C(f,E) ⊂ D′. Предположим, что
существует точка y0 ∈ C(f,E)

⋂
D′. Положим x0 = f−1(y0). Тогда

x0 ∈ D и, следовательно, δ0 = dist (x0, ∂D)/2 > 0. Пусть xk ∈ D тако-
во, что f(xk) → y0 и dist (xk, E) → 0 при k → ∞. Тогда xk ∈B(x0, δ0)
для достаточно больших k и, одновременно, xk =f−1(f(xk))→f−1(y0)
= x0 при k → ∞ по непрерывности f−1. Противоречие опровергает
предположение.

Пусть K — компонента границы D. Ясно, что K является замкну-
тым подмножеством ∂D, которое является компактным множеством
в Rn и, следовательно, K — континуум. Далее, пусть

δε = {x ∈ D : h(x,K) < ε } ,

где h — сферическое (хордальное) расстояние в Rn. Тогда

C(f,K) =
⋂

ε>0

f(δε) .

Обозначим через D′
ε компоненту f(δε), включающую C(f,K). Суще-

ствование такой компоненты следует из леммы 5.1. Множества D′
ε

образуют убывающее семейство континуумов и

C(f,K) =
⋂

ε>0

D′
ε .

Таким образом, C(f,K) — континуум, см., напр., (9.4) в [72, с. 15].

Обозначим через K ′ компоненту ∂D′, включающую C(f,K). Тог-
да, аргументируя как и выше, мы получаем, что C(f−1,K ′) — кон-
тинуум, который по построению включает K и, следовательно, K =
C(f−1,K ′). В силу симметрии условий леммы относительно f и f−1,
имеем также, что K ′ = C(f,K).

Следствие 5.2. Пусть f : D \ X → D′ — гомеоморфизм, где X —
замкнутое полностью разрывное подмножество D. Если f имеет
непрерывное продолжение f на D, то f — гомеоморфизм D на f(D).

Здесь множество X ⊂ R
n называется полностью разрывным, если

все связные компоненты X вырождаются в точку. Замкнутые мно-
жества X в R

n являются локально-компактными пространствами и,
следовательно, для таких X, полная разрывность эквивалентна усло-
вию dim X = 0, см., напр., [15, с. 22].
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6. Сингулярные множества длины нуль

В этой секции рассматривается проблема устранимости особенно-
стей для супер Q−гомеоморфизмов. Множество X в R

n называет-
ся множеством нулевой длины, если X можно покрыть последова-
тельностью шаров в R

n с произвольно малой суммой диаметров. Как
известно, такие множества имееют (лебегову) нулевую меру и

dim X = 0 (6.1)

и, следовательно, они полностью разрывны, см., напр., [15, с. 104 и 22].
Классическим примером таких множеств является множество C типа
Кантора, которое получается удалением последовательности откры-
тых интервалов, средних половин, из замкнутого единичного отрезка.
Заметим, что множество C является совершенным, т.е. замкнутым и
без изолированных точек. Следовательно, по известной теореме Янга,
любая окрестность точки в C содержит подмножество C мощности
континуума, см. [74].

По теореме Менгера и Урысона (6.1) гарантирует, что X не разби-
вает область D в R

n, n ≥ 2, и, таким образом, если X — замкнутое в
D, то D∗ = D \X — область.

Лемма 6.1. Пусть D — область в R
n, n ≥ 2, X — замкнутое под-

множество D длины нуль и пусть f : D \X → R
n — супер Q-

гомеоморфизм. Если для x0 ∈ X при ε→ 0
∫

ε<|x|<δ(x0)

Q(x0 + x) · ψn
x0,ε(|x|) dm(x) = o(I(x0, ε)

n) , (6.2)

где 0 < δ(x0) < dist (x0, ∂D) и ψx0,ε(t), ε ∈ (0, δ(x0)), — неотрица-
тельная измеримая (по Лебегу) функция на (0,∞), такая что

0 < I(x0, ε) =

δ(x0)∫

ε

ψx0,ε(t) dt <∞ , (6.3)

то f имеет непрерывное продолжение в x0. Если условия (6.2) и
(6.3) выполнены в каждой точке x0 ∈ X, то f имеет гомеоморфное
продолжение на D.

Доказательство. Пусть Γε — семейство всех открытых дуг (инъек-
тивных путей), соединяющих B0 = Rn\B(x0, ε0) и Bε = B(x0, ε) в
кольце Aε = {x ∈ R

n : ε < |x − x0| < ε0}, где ε0 = δ(x0) и Γ◦
ε — се-

мейство соответсвующих штриховых линий в Aε\X, получающихся
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из дуг Γε при выбрасывании всех точек из X. Пусть ψ∗
x0,ε — боре-

левская функция, такая что ψ∗
x0,ε(t) = ψx0,ε(t) для п.в. t ∈ (0,∞),

см. [9, 2.3.5] и [65, с. 69]. Тогда функция

ρε(x) =

{
ψ∗

x0,ε(|x− x0|)/I(x0, ε), x ∈ Aε \X,
0, x ∈ R

n\(Aε \X),
(6.4)

является допустимой для Γ◦
ε, поскольку X имеет длину нуль, см.,

напр., замечание 30.11 в [70], и поэтому

M(fΓ◦
ε) ≤

∫

D\X

Q(x) · ρn
ε (|x|) dm(x) . (6.5)

Следовательно,
lim
ε→0

M(fΓ◦
ε) = 0 (6.6)

по условию (6.2).
Обозначим через Γ∗

ε семейство всех открытых дуг в Rn, соединя-
ющих множества f(B0) и f(Bε). Тогда, как это ясно из следствия 5.1,

fΓ◦
ε ≤ Γ∗

ε (6.7)

и, следовательно,
M(fΓ◦

ε) ≥ M(Γ∗
ε) , (6.8)

см. предложение 3.1.
Напомним также, что

M(Γ∗
ε) = M(Γ′

ε) , (6.9)

где Γ′
ε семейство всех путей, соединяющих f(Bε) и f(B0) в Rn, см.,

напр., замечание 7.11 в [70]. С другой стороны, по лемме Геринга,
см. [12], см. также [71, 7.37, 7.22 и 7.19],

M(Γ′
ε) ≥ an

/(
log

bn
δ0δε

)n−1

, (6.10)

где an и bn — постоянные, зависящие только от n, а δε и δ0 — диаметры
f(Bε) и f(B0) в сферической (хордальной) метрике в Rn.

Наконец, соотношения (6.6)–(6.10) влекут, что δε → 0, т.е. f(Bε)
стягивается в точку при ε → 0 и, таким образом, f продолжается в
x0 по непрерывности. Утверждение о гомеоморфности продолжения
f в D получается из следствия 5.2.

Важным следствием леммы 6.1 является следующая теорема.
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Теорема 6.1. Пусть D — область в R
n, n ≥ 2, X — замкнутое

подмножество D длины нуль и пусть f : D\X → R
n — супер Q-

гомеоморфизм. Если функция Q(x) имеет конечное среднее колеба-
ние в каждой точке x0 ∈ X, то f имеет гомеоморфное продолжение
на D.

Доказательство. Заключение теоремы 6.1 получается из леммы 6.1
при выборе функционального параметра ψx0,ε(t) ≡ 1/(t log(1/t)) с
привлечением следствия 2.3.

По предположению 2.1 и следствию 2.1 получаются, в частности,
следующие два интересных следствия теоремы 6.1.

Следствие 6.1. Пусть X — замкнутое множество длины нуль в
D и пусть

lim
ε→0

−
∫

B(x0,ε)

Q(x) dm(x) <∞ (6.11)

для каждой точки x0 ∈ X. Тогда любой супер Q-гомеоморфизм f :
D\X → R

n имеет гомеоморфное продолжение на D.
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