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Аннотация. Изучены группы, у которых коммутанты всех соб-
ственных подгрупп являются черниковскими подгруппами при усло-
вии, что они имеют нормальную систему, факторы которой локально
ступенчатые.
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Группы, все собственные подгруппы которых имеют некоторое
фиксированное свойство ρ, стали предметом изучения очень давно.
Эта область теории групп берет свое начало с классических работ
Г. Миллера и Х. Морено [1], где были рассмотрены конечные группы,
все собственные подгруппы которых абелевы, и О. Ю. Шмидта [2],
где были рассмотрены конечные группы, все собственные подгруппы
которых нильпотентны. В дальнейшем эта область теории групп ра-
звивалась весьма интенсивно как для конечных, так и бесконечных
групп. Этой тематике было посвящено большое число работ, где было
получено много важных и интересных результатов. В ней работали
многие известные математики. Мы не будем делать здесь детально-
го описания основных результатов, это было сделано в некоторых
обзорах, например, в обзоре О. Д. Артемовича и Л. А. Курдачен-
ко [3]. Отметим результаты, относящиеся к тематике данной работы.
В работах В. М. Беляева и Н. Ф. Сесекина [4, 5] были рассмотрены
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группы, все собственные подгруппы которых имеют конечный ком-
мутант. Поскольку естественным обобщением конечных групп явля-
ются черниковские группы, то естественным расширением групп с
конечным коммутантом являются группы с черниковским коммутан-
том. В работе [6] Х. Отал и М. Пенья начали рассматривать группы,
в которых все собственные подгруппы имеют черниковские комму-
танты. Они показали, что при дополнительном условии локальной
ступенчатости всякая такая группа сама имеет черниковский комму-
тант. Напомним, что группа G называется локально ступенчатой,
если всякая ее конечно порожденная подгруппа имеет собственную
подгруппу конечного индекса. Данная работа посвящена обобщению
этого результата. Именно доказана.

Теорема. Пусть G — группа, все собственные подгруппы которой

имеют черниковские коммутанты. Если G имеет нормальную си-

стему, факторы которой локально ступенчатые, то ее коммутант

[G, G] является черниковской подгруппой.

Заметим, что определение нормальной системы введено в класси-
ческой работе А. Г. Куроша и С. Н. Черникова в 1947 году.

Следствие 1. Пусть G — группа, все собственные подгруппы кото-

рой имеют черниковские коммутанты. Если G имеет возрастаю-

щий ряд нормальных подгрупп, факторы которой локально ступен-

чатые, то ее коммутант [G, G] является черниковской подгруппой.

Следствие 2. Пусть G — группа, все собственные подгруппы кото-

рой имеют черниковские коммутанты. Если G имеет убывающий

ряд нормальных подгрупп, факторы которой локально ступенчатые,

то ее коммутант [G, G] является черниковской подгруппой.

А. Ю. Ольшанский построил серию экзотических примеров про-
стых бесконечных групп, все собственные подгруппы которых абеле-
вы (см. [7, §28]). Эти примеры показывают, что утверждение теоремы
не может быть расширено на произвольные группы, все собственные
подгруппы которых имеют черниковский коммутант.

Мы начнем со следующего небольшого обобщения леммы Дицма-
на.

Лемма 1. Пусть G — группа и F — ее конечная подгруппа. Если

F имеет конечное множество сопряженных, то ее нормальное за-

мыкание FG конечно.

Доказательство. Поскольку F имеет конечное множество сопряжен-
ных, то ее нормализатор NG(F ) имеет конечный индекс в группе G.
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Тогда F — конечная нормальная подгруппа H = NG(F ). Отсюда
вытекает, что подгруппа CH(x) имеет в H конечный индекс для лю-
бого элемента x ∈ F . Так как индекс |G : H| конечен, то конечным
будет и индекс |G : CG(x)| для любого элемента x ∈ F . Из леммы Ди-
цмана (см., например, [8, лемма II.1.1]) получаем тогда конечность
подгруппы 〈x〉G для любого элемента x ∈ F . Так как подгруппа F
конечна и порождается подгруппами 〈x〉G, x ∈ F , то отсюда вытека-
ет конечность FG.

Пусть X — класс групп. Будем писать X = SX, если всякая под-
группа в каждой X-группе сама принадлежит классу X. Будем писать
X = QX, если всякая фактор-группа каждой X-группы сама прина-
длежит классу X. Будем писать X = N0X, если всякая группа, являю-
щаяся произведением конечного множества нормальных X-подгрупп,
сама принадлежит классу X.

Предложение 1. Пусть G — группа и H — ее подгруппа. Пусть,

далее, X — класс групп, удовлетворяющий следующим условиям: X =
SX, X = N0X и всякое расширение X-группы с помощью конечной

группы принадлежит классу X. Если H имеет конечное множество

сопряженных, то ее нормальное замыкание HG принадлежит клас-

су X.

Доказательство. Поскольку H имеет конечное множество сопряжен-
ных, то ее нормализатор NG(H) имеет конечный индекс в группе G.
Пусть {H0 = H, H1, . . . , Hn} — система всех сопряженных с H под-
групп. Тогда и подгруппа Lj = NG(Hj) имеет в G конечный индекс,
0 ≤ j ≤ n. Отметим, что если Hj = x−1Hx, то и

Lj = NG(Hj) = NG(Hx) = NG(H)x, 0 ≤ j ≤ n,

так что семейство {L0, L1, . . . , Ln} составит класс сопряженных под-
групп. Из конечности индекса |G : Lj |, 0 ≤ j ≤ n, получаем, что и
пересечение K = ∩0≤j≤nLj имеет в G конечный индекс. Кроме того,
подгруппа уже нормальна в группе G. Из включения K ≤ NG(Hj)
получаем равенство Hy

j = Hj для любого элемента y ∈ K, 0 ≤ j ≤ n.
Положим Tj = Hj ∩ K, тогда

T y
j = (Hj ∩ K)y = Hy

j ∩ Ky = Hj ∩ K = Tj

для любого элемента y ∈ K, 0 ≤ j ≤ n. Иначе говоря, подгруппа
Tj нормальна в K при любом j, 0 ≤ j ≤ n. Так как X = SX, то
Tj ∈ X, 0 ≤ j ≤ n. Так как X = N0X, то T1 · · ·Tn ∈ X. Очевидно,
что семейство {T0, T1, . . . , Tn} будет классом сопряженных подгрупп.
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Поэтому их произведение T = T1 · · ·Tn является нормальной в G
подгруппой.

Имеем теперь HT/T ∼= H/(H ∩ T ). Далее T0 = H ∩ K ≤ H и
T0 ≤ T , так что T0 ≤ H ∩ T . Поскольку K нормальна в G, то H ∩ K
нормальна в H. Из изоморфизма H/(H ∩ K) ∼= HK/K и конечности
G/K получаем, что H ∩ K имеет конечный индекс в H. Включение
H ∩ K ≤ H ∩ T доказывает конечность HT/T . Итак HT/T — ко-
нечная подгруппа G/T , имеющая конечное множество сопряженных.
Из леммы 1 получаем, что (HT/T )G/T = HGT/T конечна. Очевидно
включение T ≤ HG, так что HGT = HG. Конечность HG/T и T ∈ X

вместе с условиями предложения дают HG ∈ X.

Следствие 3. Пусть G — группа и H — ее черниковская подгруппа.

Если H имеет конечное множество сопряженных, то ее нормаль-

ное замыкание HG является черниковской подгруппой.

Очевидно класс черниковских групп удовлетворяет всем условиям
предложения 1.

Следствие 4. Пусть G — группа и H — ее почти полицикличе-

ская подгруппа. Если H имеет конечное множество сопряженных,

то ее нормальное замыкание HG является почти полициклической

подгруппой.

Очевидно класс почти полициклических групп удовлетворяет всем
условиям предложения 1.

Лемма 2. Пусть G — почти разрешимая группа. Если всякая соб-

ственная подгруппа G имеет черниковский коммутант, то и ком-

мутант всей группы G будет черниковской подгруппой.

Доказательство. Обозначим через S максимальную нормальную ра-
зрешимую подгруппу G. Если S = G, то из следствия леммы 2 рабо-
ты [9] получаем, что коммутант группы G будет черниковской под-
группой. Поэтому допустим, что S 6= G. Пусть L/S — произвольная
собственная подгруппа G/S. Тогда L — собственная подгруппа G, а
потому подгруппа [L, L] будет черниковской. Из конечности индекса
|G : L| и того факта, что [L, L] нормальна в L, вытекает конечность
индекса |G : NG([L, L])|. Иначе говоря, подгруппа [L, L] имеет в груп-
пе G конечное множество сопряженных. Из следствия 3 получаем,
что [L, L]G будет черниковской. Пусть M — семейство всех собствен-
ных подгрупп G/S. Поскольку G/S конечна, это семейство также
конечно. Поэтому конечным будет и семейство D = {[L, L]|L ≥ S и
L/S ∈ M}. Положим C =< [L, L]G|[L, L] ∈ D. Из доказанного выше
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вытекает, что замыкание всякой подгруппы из семейства D является
черниковской подгруппой, поэтому из конечности D вытекает, что по-
дгруппа будет черниковской. Далее, [S, S] ∈ D, поэтому [S, S] ≤ C,
а значит, [S, S] ≤ S ∩ C. Из изоморфизма SC/C ∼= S/(S ∩ C) полу-
чаем теперь, что SC/C абелева. В частности, если G = CS, то все
доказано. Поэтому предположим, что G 6= CS. Если L/SC — соб-
ственная подгруппа G/SC, то L/S — собственная подгруппа G/S.
Отсюда вытекает, что [L, L] ≤ C, в частности, L/SC — абелева по-
дгруппа G/SC. Таким образом, всякая собственная подгруппа G/S
является абелевой. Но тогда G/S разрешима (см., например, [10, те-
орема А.10.7]). Итак, G/C — разрешимая группа. Снова используя
лемму 2 работы [9] получаем, что коммутант K/C группы G/C будет
черниковской подгруппой. Поскольку C — черниковская подгруппа,
то и K будет черниковской. Из очевидного включения [G, G] ≤ K
получаем, что [G, G] — черниковская подгруппа.

Следующий результат известен, но поскольку мы не нашли соо-
тветствующей ссылки, то приводим его здесь.

Предложение 2. Пусть G — локально ступенчатая группа. Если

G удовлетворяет условию минимальности, то G — черниковская

группа.

Доказательство. Так как G удовлетворяет условию минимальности,
то G — периодическая группа. Пусть F — произвольная конечно по-
рожденная подгруппа G. Допустим, что она бесконечна. Будучи коне-
чно порожденной, F включает в себя собственную подгруппу F1 коне-
чного индекса. Из конечности индекса |F : F1| вытекает, что подгруп-
па F1 также конечно порождена. Поэтому, в свою очередь, F1 включа-
ет в себя собственную подгруппу F2 конечного индекса. Рассуждая
подобным образом, мы построим строго убывающую цепочку под-
групп, что противоречит нашему условию. Полученное противоречие
доказывает конечность подгруппы F . Таким образом, G — локально
конечная. Но локально конечная группа с условием минимальности
является черниковской (см., например, [11, теорема 5.8]).

Лемма 3. Пусть G — локально ступенчатая группа, все собствен-

ные подгруппы которой имеют черниковские коммутанты. Если по-

дгруппа [G, G] не является черниковской, то G — счетная группа.

Доказательство. Предположим, что [G, G] не является черников-
ской подгруппой. Из предложения 2 получаем, что она не удовлетво-
ряет условию минимальности. Но тогда [G, G] имеет строго убываю-
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щую систему подгрупп

H1 > H2 > · · · > Hn > · · · .

Выберем элементы x1 ∈ H1\H2, x2 ∈ H2 H3, . . . , xn ∈ Hn\Hn−1, . . . .
Положим теперь Xn = 〈xj | j ≥ n〉, n ∈ N . Эти подгруппы также
составят строго убывающую систему

X1 > X2 > · · · > Xn > · · · .

Это означает, что подгруппа X = X1 не является черниковской. Так
как каждый элемент xj принадлежит [G, G], то найдется такое ко-
нечное подмножество Mj , что xj ∈ [Tj , Tj ], где Tj = 〈Mj〉, j ∈ N .
Положим T = 〈Mj | j ∈ N〉. Тогда T — счетная подгруппа и xj ∈
[T, T ], j ∈ N . Иначе говоря, X ≤ [T, T ]. Отсюда получаем, что [T, T ]
не является черниковской подгруппой. В свою очередь, это означает,
что T не может быть собственной подгруппой. Итак, T = G, так что
G — счетна.

Лемма 4. Пусть G — бесконечная группа, всякая собственная по-

дгруппа которой имеет черниковский коммутант. Предположим,

что G имеет такую систему собственных подгрупп

< 1 >= G0 ≤ G1 ≤ · · · ≤ Gn ≤ Gn+1 ≤ · · · ,

что ∪n∈NGn = G. Тогда [G, G] — черниковская подгруппа.

Доказательство. Положим Dn = [Gn, Gn], n ∈ N . Поскольку Dn яв-
ляется черниковской подгруппой, Dn имеет максимальную нормаль-
ную делимую черниковскую подгруппу Kn, n ∈ N . Из включения
Gn ≤ Gn+1 вытекает, очевидно, что Kn ≤ Kn+1, при любом n ∈ N . В
свою очередь это влечет за собой тот факт, что ∪n∈NKn = K — под-
группа группы G. Очевидно эта подгруппа является периодической
абелевой и делимой. Если G = K, то G — абелева, и все доказано.
Поэтому предположим, что — собственная подгруппа. В этом случае
она будет делимой черниковской. Все последующие рассмотрения мы
будем проводить в фактор-группе G/K. Поэтому, чтобы не вводить
новых обозначений, будем считать подгруппу единичной. Как будет
видно из последующего доказательства, это не отразится на общно-
сти рассуждений.

Наше допущение влечет за собой тот факт, что подгруппа Dn

конечна при любом n ∈ N . Из включения Gn ≤ Gn+1 вытекает, оче-
видно, что Dn ≤ Dn+1, при любом n ∈ N . В свою очередь это влечет
за собой тот факт, что ∪n∈NDn = D — подгруппа группы G. Оче-
видно эта подгруппа является локально конечной. Если G 6= D, то
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D — черниковская нормальная подгруппа, фактор-группа по кото-
рой — абелева, и все доказано. Поэтому предположим, что G = D.
Иначе говоря, группа G будет счетной и локально конечной. Если G
включает в себя собственную подгруппу конечного индекса, то наше
утверждение вытекает из леммы 2. Предположим, что G — простая
группа. Из теоремы 4.8 книги [11] и наличия классификации коне-
чных простых групп вытекает, что G не может быть линейной. В
этом случае G включает в себя такую подгруппу Y , что централь-
ная фактор-группа Y/ζ(Y ) изоморфна PSL2(K) или Sz(K) для не-
которого локально конечного поля K [12]. Однако это противоречит
основному результату работы [13]. Полученное противоречие дока-
зывает непростоту группы G.

Итак G включает в себя собственную неединичную нормальную
подгруппу A1. Фактор-группа G/A1 снова бесконечна и не простая, а
потому включает в себя собственную неединичную нормальную по-
дгруппу A2/A1, и т.д. Рассуждая таким образом, получим, что G
обладает возрастающим рядом нормальных подгрупп

〈1〉 < A1 < A2 < · · ·Aα < Aα+1 < · · ·Aγ = G,

где γ — cчетное предельное порядковое число. Каждая из нормаль-
ных подгрупп Aα имеет черниковский коммутант Da. Обозначим че-
рез Ka делимую часть Dα. Поскольку Kα порождается конечными
G-инвариантными подгруппами, а группа G не имеет собственных по-
дгрупп конечного индекса, то Ka ≤ ζ(G) для любого α < γ. Фактор-
группа Dα/Kα конечна, поэтому Dα/Kα ≤ ζ(G/Kα) для любого α <
γ. Отсюда вытекает, что второй гиперцентр группы G включает в
себя [G, G], так что G — нильпотентная группа. Остается применить
лемму 2 работы [9].

Следствие 5. Пусть G — локально ступенчатая группа, все соб-

ственные подгруппы которой имеют черниковские коммутанты.

Тогда и ее коммутант [G, G] является черниковской подгруппой.

Доказательство. Если G конечно порождена, то она включает в се-
бя собственную подгруппу конечного индекса. В этом случае име-
ется черниковский коммутант, а потому группа G будет почти ра-
зрешимой, и мы можем использовать лемму 2. Если же G не имеет
конечной системы порождающих элементов, то она будет объедине-
нием счетной возрастающей последовательности своих собственных
подгрупп, и мы можем использовать лемму 4.

Доказательство теоремы. Пусть σ — нормальная система группы
G, факторы которой локально ступенчатые. Если система σ имеет
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максимальный элемент H 6= G, то фактор-группа G/H будет факто-
ром системы σ, а потому G/H является локально ступенчатой. Это
означает, что G/H имеет черниковский коммутант ввиду следствия
леммы 4. В частности, G/H — почти разрешимая группа. Так как
и имеет черниковский коммутант, то она также почти разрешима.
Отсюда получаем, что и вся группа будет почти разрешимой, и мо-
жно применить лемму 2. В частности, мы можем допустить, что G
не включает в себя собственных подгрупп конечного индекса.

Из только что доказанного получаем, что σ не имеет максималь-
ных элементов. Иначе говоря, для любой подгруппы L ∈ σ в систе-
ме σ существует такая подгруппа R, что L < R. Пусть L — прои-
звольная подгруппа системы σ. Будучи собственной, она имеет чер-
никовский коммутант [L, L]. Из включения L ≤ R вытекает, что
[L, L] ≤ [R, R]. Поэтому система подгрупп {[L, L]|L ∈ σ}, как и систе-
ма σ, будет линейно упорядоченной. Из равенства G = ∪L∈σL вытека-
ет, что K = ∪L∈σ[L, L] — нормальная подгруппа, включающая комму-
тант группы G. Обозначим через d(L) делимую часть черниковской
подгруппы [L, L]. Из включения L ≤ R вытекает, что d(L) ≤ d(R).
Поэтому система подгрупп {d(L)|L ∈ σ}, как и система σ, будет
линейно упорядоченной. Поэтому D = ∪L∈σd(L) будет подгруппой
G. Поскольку d(L) порождается конечными G-инвариантными по-
дгруппами, а группа G не имеет собственных подгрупп конечного
индекса, то d(L) ≤ ζ(G) для любой подгруппы L ∈ ±. Отсюда выте-
кает, что и D ≤ ζ(G). Отметим, что D будет периодической абе-
левой делимой подгруппой. В фактор-группе G/D рассмотрим си-
стему σ = {LD/D|L ∈ σ}. Так как d(L) ≤ D, то [L, L]/([L, L] ∩
D) ∼= [L, L]D/D — конечна. Cнова используя тот факт, что G не
имеет собственных подгрупп конечного индекса, получим включение
[L, L]D/D ≤ ζ(G/D) для любой подгруппы L ∈ Σ. Отсюда вытекает,
что второй гиперцентр группы G включает в себя K. Выше отмеча-
лось включение [G, G] ≤ K, которое показывает, что G — нильпотен-
тная группа. Остается применить лемму 2 работы [9].
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