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НЕЛОКАЛЬНА ПАРАБОЛIЧНА КРАЙОВА ЗАДАЧА
ТА ЗАДАЧА ОПТИМАЛЬНОГО КЕРУВАННЯ

Дослiджується задача про вибiр оптимального керування системами, що описуються

параболiчною крайовою задачею з iнтегральною нелокальною умовою за часовою змiнною i

обмеженим внутрiшнiм керуванням. Функцiонал якостi визначено об’ємним iнтегралом.
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1. Постановка задачi та основнi обмеження.

Нехай D – обмежена випукла область в R
n з межею ∂D. В областi Q =

(0, T ]×D розглянемо задачу знаходження функцiй (u, p), на яких функцiонал

I(p) =

T
∫

0

dt

∫

D

F(t, x;−→u )dx (1)

досягає мiнiмуму в класi функцiй p(t, x) ∈ V = {p(t, x), p(t, x) ∈ Cα(Q),
ψ1(t, x) ≤ p(t, x) ≤ ψ2(t, x)}, iз яких u(t, x, p) є розв’язком рiвномiрно пара-
болiчної нелокальної крайової задачi

(Lu)(t, x) ≡



∂t −
∑

|k|≤2b

Ak(t, x)∂
k
x



u = f0(t, x, p), (2)

u(0, x, p) +

T
∫

0

∑

|k|≤2b−1

ak(τ, x)∂
k
xu(τ, x, p)dτ = ϕ(x), (3)

(Biu)(t, x)|Γ =

[

∑

|k|≤ri

b
(i)
k (t, x)∂k

x

]

u

∣

∣

∣

∣

∣

Γ

= fi(t, x), (4)

де
Γ = (0, T ] × ∂D, ri ≤ 2b− 1, i ∈ {1, . . . , b},

−→u = (u, ∂xu, . . . ∂
2b−1
x u, p) = (u0, u1, . . . , u2b),

∂k
x = ∂k1

x1
. . . ∂kn

xn
, |k| = k1 + · · · + kn.

Нехай виконуються такi умови:
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(а) крайова задача

(Lu)(t, x) = g0(t, x), u(0, x) = ϕ(x), Biu|Γ = fi(t, x) (5)

є параболiчною [2] i Ak(t, x) ∈ C
α(Q), b

(i)
k (t, x) ∈ C2b−ri+α(Γ), ∂D ∈ C2b+α,

ak(τ, x) ∈ C(Q);

(б) ϕ(x) ∈ C2b+α(D), fi(t, x) ∈ C2b−ri+α(Γ), ψ1(t, x) ∈ Cα(Q), ψ2(t, x) ∈
Cα(Q);

(в) функцiї f0(t, x, p), F(t, x,−→u ), як функцiї вiд (t, x) належать до простору
Cα(Q) i мають гельдеровi похiднi другого порядку за p i −→u , гельдеровi
як функцiї вiд (t, x).

Розглянемо нелокальну крайову задачу

(Lu)(t, x) = g0(t, x), Biu|Γ = fi(t, x), (6)

u(0, x) +

T
∫

0

∑

|k|≤2b−1

ak(τ, x)∂
k
xu(τ, x)dτ = ϕ(x).

Нехай G0(t, x, τ, ξ) – функцiї Грiна однорiдної крайової задачi

(Lu)(t, x) = g0(t, x), u(0, x) = ϕ0(x), Biu|Γ = 0 (7)

побудована в [2]. Позначимо

r(x) =

T
∫

0

dτ

∫

D

∣

∣

∣

∣

∣

∑

|k|≤2b−1

ak(τ, x)∂
k
xG0(τ, x, 0, ξ)

∣

∣

∣

∣

∣

dξ.

Правильна теорема.

Теорема 1. Нехай виконуються умови (а), (б), g0(t, x) ∈ Cα(Q), r(x) ≤ K0 <

1. Тодi iснує розв’язок задачi (6) i для нього справедлива оцiнка
∣

∣

∣

∣

∣

t
|k|
2b ∂k

xu

∣

∣

∣

∣

∣

≤ cB(ϕ, g0, f), (8)

де B(ϕ, g0, f) = |ϕ|C2b+α(D) + |g0|Cα(Q) +

b
∑

i=1

|fi|C2b−ri+α(Γ), а c залежить вiд T ,

K0 i норм коефiцiєнтiв операторiв L, Bi, i ∈ {1, . . . , b}.
Доведення. Розв’язок задачi (6) шукаємо у виглядi

u(t, x) =

∫

D

G0(t, x, 0, ξ)u(0, ξ)dξ + v(t, x), (9)
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де v(t, x) – розв’язок крайової задачi (5).
Згiдно з теоремою 1 з працi [2] для v(t, x) справедлива оцiнка

|v|C2b+α(Q) ≤ cB(ϕ, g0, f). (10)

Задовольнивши нелокальну умову у задачi (6), матимемо

u(0, x) = −

T
∫

0

dτ

∫

D

∑

|k|≤2b−1

ak(τ, x)∂
k
xG0(τ, x, 0, ξ)u(0, ξ)dξ + F1(x), (11)

де F1(x) ≡ −

T
∫

0

∑

|k|≤2b−1

ak(τ, x)∂
k
xv(τ, x)dτ.

Враховуючи обмеження K0 < 1 на функцiю r(x), визначаємо розв’язок
iнтегрального рiвняння (11) у виглядi

u(0, x) = F1(x) +

∫

D

Φ(x, ξ)F1(ξ)dξ, (12)

де Φ(x, ξ) – резольвента, яка задовольняє iнтегральне рiвняння

Φ(x, ξ) =

T
∫

0

∑

|k|≤2b−1

ak(τ, x)∂
k
xG0(τ, x, 0, ξ)dτ+

+

T
∫

0

dτ

∫

D

∑

|k|≤2b−1

ak(τ, x)∂
k
xG0(τ, x, 0, y)Φ(y, ξ)dy, (13)

звiдки отримуємо оцiнку

∣

∣

∣

∣

∣

∫

D

Φ(x, ξ)dξ

∣

∣

∣

∣

∣

≤
K0

1 −K0
. (14)

Отже, з урахуванням (14) для розв’язку iнтегрального рiвняння (11) спра-
ведлива оцiнка

|u(0, x)| ≤ c|F1|C(Q). (15)

Пiдставляючи (12) у (9) i враховуючи нерiвнiсть (15) i оцiнки функцiї Грiна
G0(t, x, τ, ξ), отримаємо, що

∣

∣

∣

∣

∣

t
|k|
2b ∂k

xu

∣

∣

∣

∣

∣

≤ cB(ϕ, g0, f), |k| ≤ 2b.
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Теорема 2. Нехай виконанi умови теореми 1, fi(t, x) = 0. Тодi iснує функцiя
Грiна (G0, E0) однорiдної крайової задачi (6) i справедлива формула

u(t, x) =

t
∫

0

dτ

∫

D

G0(t, x, β, y)g0(β, y)dy +

∫

D

G0(t, x, 0, y)ϕ(y)dy+

+

T
∫

0

dβ

∫

D

E0(t, x, β, ξ)g0(β, ξ)dξ +

∫

D

E0(t, x, 0, ξ)ϕ(ξ)dξ. (16)

Доведення. Пiдставляючи у (12) замiсть F1(x) значення

F1(x) =

T
∫

0

∑

|k|≤2b−1

ak(τ, x)

[ τ
∫

0

dβ

∫

D

∂k
xG0(t, x, β, ξ)g0(β, ξ)dξ+

+

∫

D

∂k
xG0(t, x, 0, ξ)ϕ(ξ)dξ

]

dτ

i змiнюючи порядок iнтегрування, отримуємо

u(0, x) =

T
∫

0

dβ

∫

D

Γ0(T, x, β, y)g0(β, y)dy +

∫

D

Γ0(T, x, 0, y)ϕ(y)dy,

де

Γ0(T, x, β, y) =

T
∫

β

[

∑

|k|≤2b−1

ak(τ, x)∂
k
xG0(τ, x, 0, ξ)+

+

∫

D

∑

|k|≤2b−1

Φ(x, y)ak(τ, y)∂
k
yG0(τ, y, 0, ξ)dξ

]

dτ.

Пiдставляючи значення u(0, x) у поверхневий iнтеграл рiвностi (9), одер-
жимо зображення (16), де

E0(t, x, β, ξ) =

∫

D

G0(t, x, 0, y)Γ0(T, y, β, ξ)dy.

Зауваження 1. Нехай виконанi умови (а), ϕ ∈ Cα(D), g0 ∈ Cα(Q), fi = 0.
Тодi класичний розв’зок однорiдної задачi (6) задовольняє нерiвнiсть

|∂k
xu| ≤ cQk(t, ρ(x, ∂D))(|ϕ|Cα(D) + |g0|Cα(Q)), (17)
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деQ2b(t, p) = t−1+ 1

2b (t−
1

2b +ρ−1),Q2b−1 = t−1+ 1

2b ln
1

ρ
,Qk(t, p) = t−

|k|
2b , |k| < 2b−1,

ρ(x, ∂D) – вiдстань вiд точки x до межi ∂D.
Оцiнка (17) одержується iз формули (9) за допомогою оцiнок функцiї Грiна

G0(t, x, τ, ξ) [2].

2. Задача оптимального керування.

Позначимо через

λ(t, x) =

T
∫

t

dβ

∫

D

2b−1
∑

j=0

∂uj
F(β, y,−→u )∂j

yG0(β, y, t, x)dy+

+

T
∫

0

dβ

∫

D

2b−1
∑

j=0

∂uj
F(β, y,−→u )∂j

yE0(β, y, t, x)dy,

H(−→u , λ) = F(t, x,−→u ) + λ(t, x)f0(t, x, u2b).

Сформулюємо необхiднi та достатнi умови оптимальностi розв’язку задачi
(1) – (4).

Теорема 3. Якщо функцiя H(−→u , λ) є монотонно зростаючою за аргументом

u2b для u2b ∈ V , то оптимальним є керування u
(0)
2b = ψ1(t, x), а оптимальним

розв’язком задачi (2) – (4) є u(0)(t, x, p) ≡ u(t, x, ψ1(t, x)).
Якщо функцiя H(−→u , λ) є монотонно спадною за аргументом u2b ∈ V , то

оптимальним є керування u
(0)
2b = ψ2(t, x), а оптимальним розв’язком задачi

(2) – (4) є u(0)(t, x, p) = u(t, x, ψ2(t, x)).

Доведення. Нехай ∆u2b – деякий допустимий прирiст керування u
(0)
2b . По-

значимо через ∆uj вiдповiднi прирости функцiй uj(t, x, u
(0)
2b ), j ∈ {0, 1, . . . , 2b−

1}. Тодi ∆u0 в областi Q буде розв’язком крайової задачi

(L∆u0)(t, x) = f0(t, x, u
(0)
2b + ∆u2b) − f0(t, x, u

(0)
2b ) ≡ ∆f0(t, x),

∆u0(0, x) +

T
∫

0

∑

|k|≤2b−1

ak(τ, x)∂
k
x∆u0(τ, x)dτ = 0, (18)

(Bi∆u0)(t, x)|Γ = 0.

За допомогою формули Тейлора знаходимо прирiст функцiонала I(p):

∆I(p) =

T
∫

0

dt

∫

D

2b
∑

j=0

∂uj
F(t, x,−→ω )∆ujdx, (19)
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де ωj ∈ [uj , uj + ∆uj], j ∈ {0, . . . , 2b}.
Оскiльки ∆u0 – розв’зок задачi (18), то використовуючи формулу (16),

маємо

∆ui =

t
∫

0

dτ

∫

D

∂i
xG0(t, x, β, y)∆f0(τ, y)dy+

+

T
∫

0

dβ

∫

D

∂i
xE0(t, x, β, y)∆f0(β, y)dy, (20)

i ∈ {0, 1, . . . , 2b− 1}.
Пiдставляючи (20) у (19) i змiнюючи порядок iнтегрування, знаходимо

∆I(p) =

T
∫

0

dβ

∫

D

[

∂u2b
H(−→u , λ)∆u2b +O(|∆u|2)

]

dx. (21)

Якщо u
(0)
2b i H(−→u , λ) задовольняють умови теореми 3, то при досить малих

∆u2b маємо, що ∆I > 0.

Нехай u
(0)
2b – оптимальне значення, тобто ∆I > 0 . Перевiримо виконан-

ня умов теореми 3. Якщо H(−→u , λ) не є монотонною за аргументом u2b, то
∂u2b

H(−→u , λ) – знакозмiнна величина, тобто ∂u2b
H(−→u , λ) > 0 в Q+ ⊂ Q i

∂u2b
H(−→u , λ) < 0 в Q− = Q \ Q+. Використовуючи теорему про середнє зна-

чення, маємо

∆I =

∫∫

Q+

∂u2b
H(−→u , λ)∆u2bdxdt−

∫∫

Q−

|∂u2b
H(−→u , λ)|∆u2bdxdt+

+

∫∫

Q

O(|∆u|2)dxdt = ∂u2b
H(−→u +, λ+)

∫∫

Q+

∆u2bdxdt−

−|∂u2b
H(−→u −, λ−)|

∫∫

Q−

∆u2bdxdt +

∫∫

Q

O(|∆u|2)dxdt.

При досить малому ∆u2b знак ∆I визначається першими двома доданками
суми. Рiзниця перших двох членiв змiнює знак залежно вiд величини mesQ+,
mesQ−, ∆u2b. При досить малих mesQ+ i ∆u2b > 0 маємо ∆I < 0 i, навпаки,
∆I > 0, якщо мала mesQ− i ∆г2b < 0. Отже, функцiонал не досягає мiнiмуму.

Теорема 4. Нехай H(−→u , λ) не є монотонною функцiєю за аргументом u2b.

Для того, щоб керування u
(0)
2b i вiдповiдний розв’язок u0(t, x;u

(0)
2b ) крайової за-

дачi (2) – (4) були оптимальними, необхiдно та достатньо, щоб виконувалися
умови:
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А) функцiя H(−→u , λ) за аргументом u2b досягає в точцi u
(0)
2b мiнiмального

значення;
В) для довiльного вектора −→ν = (ν0, . . . , ν2b) 6= 0 i (t, x) ∈ Q виконується

нерiвнiсть

K1(t, x; ν) =

2b
∑

ij=1

∂2
uiuj

F(t, x,−→u )νiνj − λ(t, x)∂2
u2b
f0(t, x, u

(0)
2b )ν2

2b > 0.

Доведення. Достатнiсть. Нехай u0
2b задовольняє умови теореми 4, пока-

жемо його оптимальнiсть. Надамо керуванню u0
2b деякого допустимого приро-

сту ∆u2b i позначимо через ∆uj вiдповiднi прирости функцiй uj(t, x, u
(0)
2b ). Тодi

∆u0 в областi Q буде розв’язком задачi (18).
За допомогою формули Тейлора знаходимо прирiст функцiоналу I(p):

∆I =

T
∫

0

dt

∫

D

[

2b
∑

j=0

∂uj
F(t, x,−→u (0))∆uj+

+
1

2

2b
∑

ij=0

∂2
uiuj

F(t, x,−→u (0))∆ui∆uj +O(|∆u|)2+α

]

dx. (22)

Пiдставляючи (20) у (22) i змiнюючи порядок iнтегрування, одержуємо,
що

∆I =

T
∫

0

dt

∫

D

[

∂u2b
H(−→u (0), λ)∆u2b +

1

2
K(t, x;∆−→u ) +O(|∆u|)2+α

]

dx.

Оцiнимо ∆I знизу, враховуючи, що ∂u2b
H(−→u (0), λ) = 0 за умовою А) тео-

реми 4. Позначимо δ = inf
|ξ|=1

K(t, x;
−→
ξ ). За умовою В) маємо, що δ > 0 для всiх

(t, x) ∈ Q. Тодi, очевидно

K(t, x;∆−→u (0)) ≥ δ(|∆u|2).

Отже,

∆I ≥
1

2

T
∫

0

dt

∫

D

(δ +O(|∆u|α))|∆u|2dx.

Враховуючи спiввiдношення (20), маємо, що ∆−→u → 0 при ∆u2b → 0. Тому
при досить малих ∆u2b таких, що

O(|∆u|α) ≤
1

2
δ,
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одержуємо оцiнку

∆I ≥
1

4

T
∫

0

dt

∫

D

δ|∆u|2dx > 0.

Необхiднiсть. Нехай u0
2b – оптимальне, тобто ∆I(u0

2b) > 0. Перевiримо
виконання умов А), В) теореми. Нехай ∂u2b

H(−→u , λ) 6= 0. Тодi вибираючи досить
малi рiзнi за знаком на областi Q прирости ∆u2b, iз формули (21) одержуємо, що
∆I змiнює знак в залежностi вiд знаку ∆u2b. Це суперечить наявностi мiнiмуму
функцiонала I(p) у точцi u0

2b. Отже, ∂u2b
H(−→u (0), λ) = 0.

Визначимо знак функцiї ∂u2b
H(−→u , λ) в околi u

(0)
2b . Запишемо прирiст ∆I у

виглядi

∆I =

T
∫

0

dt

∫

D

[

∂u2b
H(u

(0)
0 , . . . , u

(0)
2b−1, u

(0)
2b + µ∆u2b, λ)∆u2b +O(|∆u|2)

]

dx,

µ ∈ (0, 1).
При досить малих ∆u2b iз умови ∆I > 0 випливає, що

∂u2b
H(u

(0)
0 , . . . , u

(0)
2b−1, u

(0)
2b + µ∆u2b, λ)∆u2b > 0,

тобто ∂u2b
H < 0 при u2b < u

(0)
2b i ∂u2b

H > 0 при u2b > u
(0)
2b . Тому в точцi u0

2b

функцiя H(−→u (0), λ) досягає мiнiмуму.
Якщо K(t, x,∆−→u ) ≤ 0 в областi Q, то з урахуванням умови А) одержимо

∆I ≤ 0, що неможливо.
Нехай K(t, x,∆−→u ) > 0 в областi Q+ i K(t, x,∆−→u ) < 0 в областi Q− =

Q \Q+. Враховуючи теорему про середнє для приросту ∆I, маємо

∆I = K(t+, x+,∆−→u +)mesQ+ − |K(t−, x−,∆−→u −)|mesQ−+

+

T
∫

0

dt

∫

D

O(|∆u|2+α)dx,

де (t±, x±) ∈ Q±.
При досить малих ∆u2b знак ∆I визначається першими двома членами

суми. Рiзниця цих членiв змiнює знак залежно вiд величини значень mesQ±.
Отже, при знакозмiннiй K(t, x;∆−→u ) функцiонал I(p) не досягає мiнiмуму.

Iснування (u
(0)
0 , u

(0)
2b ) встановлюється наступним чином. Нехай u

(0)
2b – опти-

мальне керування. Тодi ∂u2b
H(−→u (0), λ) = 0 i ∂2

u2b
H(−→u (0), λ) > 0. Застосовуючи

теореми про неявну функцiю [1] до рiвняння ∂u2b
H(−→u (0), λ) = 0, одержуємо

p(0) ≡ u
(0)
2b = W (u0, u

(0)
1 , u

(0)
2b−1, λ).
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Використовуючи формулу (16), поставимо у вiдповiднiсть задачi (1) – (4)
систему iнтегральних рiвнянь

u
(0)
j (t, x) =

t
∫

0

dτ

∫

D

∂j
xG0(t, x, τ, ξ)f0(τ, ξ,W (u

(0)
0 , u

(0)
1 , . . . , u

(0)
2b−1, λ))dξ+

+

t
∫

0

dτ

∫

D

∂j
xE0(t, x, τ, ξ)f0(τ, ξ,W (u

(0)
0 , u

(0)
1 , . . . , u

(0)
2b−1, λ))dξ+

+

∫

D

∂j
xG0(t, x, 0, ξ)

[

ϕ(ξ) −

T
∫

0

∑

|k|≤2b−1

ak(β, ξ)u
0
k(β, ξ)dβ

]

dξ + ∂j
xω(t, x),

λ(t, x) =

T
∫

t

dβ

∫

D

2b−1
∑

j=0

∂uj
F(β, y,−→u 0)∂j

yG0(β, y, t, x)dy+

+

T
∫

0

dβ

∫

D

2b−1
∑

j=0

∂uj
F(β, y,−→u )∂j

yE0(β, y, t, x)dy, (23)

де ω(t, x) є розв’язком крайової задачi

(Lω)(t, x) = 0, ω(0, x) = 0, Biω|Γ = fi(t, x).

Розв’язок системи (23) знаходимо методом послiдовних наближень.
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