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ПРО ПАРАБОЛIЧНУ КРАЙОВУ ЗАДАЧУ
З ВАГОВИМИ КРАЙОВИМИ УМОВАМИ

Лiнiйнi та квазiлiнiйнi крайовi задачi для рiвняння параболiчного типу
у рiзних функцiональних просторах вивчались багатьма авторами, зокрема
у працях [1-6].

У данiй роботi дослiджується коректнiсть загальної параболiчної край-
ової задачi з особливостями у коефiцiєнтах рiвнянь i з ваговими крайовими
умовами.
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диференцiальне рiвняння, функцiя Грiна
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1. Постановка задачi. Основний результат.

У областi Q+ = (0, T )×Ω×E+
1 розглянемо задачу з ваговими

крайовими умовами

Lt,x(D)u ≡
∂u

∂t
−

∑

|k|+2j≤2b

Akj(t, x)Dk
x′Bj

xn
u = f(t, x), (1)

u|t=0 = ϕ(x), x ∈ Ω+ = Ω × E+
1 (2)

fνBiu|xn=0 = lim
xn→0

fν(xn)
∑

|k|+2j≤ri

b
(i)
kj (t, x

′)Dk
x′Bj

xn
u = gi(t, x

′) (3)

(ri ≤ 2b − 1, i = 1, bN),

де Ω ⊆ En−1, fν(xn) = x2ν
n , ν > 0, f0(xn) = (ln(1/xn))1 , fν(xn) = 1,

якщо ν < 0, xn > 0,

Bxn
= D2

xn
+

2ν + 1

xn

∂

∂xn
.

Означення 1. Простором C
(m+α)
a,B,fν

(Q+) називається клас функ-

цiї u(t, x), що мають в областi Q+ похiднi Dk
xB

j
xn

u(t, x) до по-
рядку |k| + 2j ≤ m i для яких скiнченна норма

|u|a,fν

m+α = |u|a,fν

m + [u]a,fν

m+α, (0 < α < 1, a > 0), (4)

де
|u|a,fν

m =
∑

|k|+2j≤m

sup
Q+

{

|Dk
x′Bj

xn
u(t, x)|eaxq

nxkn

n fν(xn)
}

,
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[u]a,fν

m+α =
∑

|k|+2j=m

sup
Q+

{

|∆xD
k
xB

j
xn

u(t, x)|

|∆x|α
eax̃q

n x̃kn+α
n fν(x̃n)

}

,

x̃n = min{xn, |xn + ∆xn|}.

Для задачi (1)-(3) доведено такi твердження.

Теорема 1. (про коректнiсть) I. Нехай: 1) крайова задача B -
параболiчна i виконується умова узгодження

fν(xn)Bi(t, x
′, Dx′, Bxn

)ϕ|t=0 = gi(0, x
′), x′ ∈ Ω;

2) коефiцiєнти Akj(t, x) парнi по xn i Ak0(t, x) ≡ Ak0(t, x
′),

причому Ak0 ∈ ∈ Cα(Q′) при |k| = 2b, Akj ∈ C
(3)
a,xn(Q+)

⋃

C
(α)
t,x (Q+),

Ds
xn

Akj(t, x
′, 0) = 0, s = 1, 2, 3 i при |k|+2j = 2b, a при |k|+2j < 2b

Dxn
Akj ∈ Cα

a,x′(Q+), f ∈ C1+α
a,fν

(Q+), ϕ ∈ C2b+1+α
a,fν

(Ω+), b
(i)
kj , gi ∈

C2b−ri+α(Q′). Тодi iснує розв’язок задачi (1) - (3), який належить

класу C
(2b+α)
a0,fν

(Q+) i справджується нерiвнiсть

|u|a0,fν

2b+α ≤ C

(

|ϕ|a,fν

2b+1+α + |f |a,fν

1+α +

bN
∑

i=1

|gi|2b−ri+α

)

(5)

(0 < a0 < a)

II. Якщо для Akj, f виконанi умови I, але ϕ ∈ C1+α
a (Ω+),

b
(i)
kj , gi ∈ ∈ C(2b−ri−1+α)(Q′) при ri < 2b − 1, то

|fν(xn)xkn

n Dk
xB

j
xn

u(t, x)| ≤ CkjΦkj(t, ρ(x′, S))e−a0|xn|q×

×(|ϕ|a1+α + |f |a,fν

1+α +

bN
∑

j=1

|gi|2b−ri−1+α), (6)

де Φkj(t, ρ) = T
|k|+2j

2b , |k| + 2j < 2b − 1; Qkj(t, p) = t−
2b−1

2b ln(1/ρ),

|k| + 2j = 2b − 1, Qkj(t, ρ) = t−
2b−1

2b (t−1/2b + ρ1), |k| + 2j = 2b.

2. Задача Кошi для iнтегро-диференцiального
рiвняння.

Для доведення теореми спочатку побудуємо розв’язок зада-
чi Кошi (1), (2), звiвши її за допомогою перетворення Пуассона
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i Сонiна [4] до iнтегро-диференцiального рiвняння. Розв’язок за-
дачi (1), (2) будемо шукати у виглядi

u1(t, x) = ϕ(x)+Pνv = ϕ+x−2ν
n

∞
∫

1

(h2−1)−ν−1/2v(t, x′, xnh)dh. (7)

Тодi з рiвняння (1), згiдно з властивостями (9.24) i (11.7),(11.8)
оператора Pν з монографiї [4], для функцiї v отримаємо задачу
Кошi

∂v

∂t
=

∑

|k|+2j≤2b

Akj(t, x)Dk
x′D2j

xn
v + Sνxn

f̃(t, x)+

+
∑

|k|+2j≤2b

∞
∫

xn

a
(ν)
kj (t, x, ξn)D

k
x′D

2j
ξn

v(t, x′, ξn)dξn, (8)

v|t=0 = 0, (9)

де позначимо

f̃ ≡ f − Lt,x(D)ϕ = f −
∑

|k|+2j≤2b

Akj(t, x)Dk
x′Bj

xn
ϕ,

a
(ν)
kj (t, x, ξn) ≡

≡ Cν

∫ 1

0
sν−1/2(1 − s)−ν−1/2 ∂

∂xn
Akj(t, x

′,
√

(1 − s)x2
n + sξ2

n)ds,

Sνf(xn) = Cnuxn

∫ ∞

xn

(h2 − x2
n)ν−1/2f(h)dh, ν ∈ (0, 1/2). (10)

При виконаннi умов теореми система параболiчних рiвнянь

∂v

∂t
=

∑

|k|+2j≤2b

Akj(t, x)Dk
x′D2j

xn
v−

∑

|k| + 2j ≤ 2b,
j ≥ 1

∂

∂xn

AkjD
k
x′D2j−1

xn
v, (11)

має фундаментальну матрицю Z(t, τ, x, ξ), з допомогою якої си-
стемi (11) поставимо у вiдповiднiсть систему iнтегральних рiв-
нянь

Dm
x′Dp

xn
v(t, x) = Fmp(t, x)+

∑

|k|+2j≤2b,j<2b

t
∫

0

dτ

∫

E+
n

K
(mp)
kj (t, τ, x, ξ, ξn)×
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×Dk
y′D

j
ξn

v(τ, y′, ξn)dy′dξn. (12)

Тут позначимо: Fmp(t, x) = Dm
x′Dp

xn
F(t, x), F(t, x) =

=
t
∫

0

dτ
∫

E+
n

Z(t, τ, x, ξ)Sνξn
f(τ, ξ)dξ,

K
(mp)
kj (t, τ, x, y′, ξn) =

ξn
∫

0

K̃
(mp)
kj (t, τ, x, y, ξn)dyn,

а K
(mp)
kj має вигляд

K̃
(mp)
kj ≡















































































Dm
x′Dp

xn
Za

(ν)
kj (τ, y, ξn), |k| + 2j < 2b, |m| + p < 2b,

−Dm
x′Dp

xn
Z

∂

∂ξn

a
(ν)
kj (τ, y, ξn), |k| + 2j = 2b, j ≥ 1,

|m| + p < 2b,

D̄2b
x′G[a

(ν)
kj (τ, y, ξn) − a

(ν)
kj (τ, x′, yn, ξn)], |k| + 2j < 2b,

D̄2b−1
x′ G

∂

∂ξn

a
(ν)
kj (τ, x′, yn, ξn)], |m| + p = 2b,

D̄2b
x′G[

∂

∂ξn
a

(ν)
kj (τ, y, ξn) −

∂

∂ξn
a

(ν)
kj (τ, x′, yn, ξn)],

|k| + 2j = 2b, j ≥ 1,

D̄2b−1
x′ G

∂

∂ξn

a
(ν)
kj (τ, x′, yn, ξn) + D2b

x Wa
(ν)
kj (τ, y, ξn).

За умов теореми на коефiцiєнти рiвнянь (1) i оцiнок матрицi

Z, для функцiї K
(mp)
kj установлюємо нерiвнiсть

|K
(mp)
kj (t, τ, x, y′, ξn)| ≤ C0(t − τ)−(n−1+|m|+p−αmp)/2b(1 + ξn)−2ν−1×

×e−Cρ(t,τ,x′,′y)−a(t−τ)xq
n , (|m| + p ≤ 2b) (13)

де αmp = 0, якщо |m| + p < 2b i αmp = α при |m| 6= p = 2b.
Ця нерiвнiсть для ядер системи (12) гарантує можливiсть по-

будови резольвенти (R
(mp)
kj ) i зображення розв’язку iнтегральних

рiвнянь за формулою

Dm
x′Dp

xn

(|m|+p)≤2b,p<2b

v(t, x) = Fmp(t, x)+

∑

|k|+2j≤2b,j<2b

t
∫

0

dτ
∫

E+
n

R
(mp)
kj (t, τ, x, y)Fkj(τ, y)dy.

(14)
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Щоб знайти похiднi D2b
xn

v(t, x), треба Dm
x′Dp

xn
v, p < 2b, iз (14 ) пiд-

ставити у формулу (12) i застосувати оператор D2b
xn

до правої ча-
стини, виконавши iнтегрування частинами. На основi зображення
(14) i умов що ϕ ∈ C2b+1+α

a,fν
(E+

n ), f ∈ C1+α
a,fν

(Π+) встановлюється

що Pνv ∈ C
(2b+α)
a0,fν

(Π+) та нерiвнiсть

|Pνv|
a0,fν

2b+α ≤ C
(

|ϕ|a,fν

2b+1+α + |f |a,fν

1+α

)

.

Отже, приходимо до оцiнки (5), а якщо ϕ ∈ C1+α
a (Ω+), то

u1 = Pνxn
v i для v отримаємо оцiнку (6) з g1 ≡ 0.

3. Крайова задача.

Розв’язок крайової задачi (1)-(3) вiдшукуємо у виглядi u =
u1 + u2, де u2 розв’язок крайової задачi

Lt,x(D)u2 = 0, u2|t=0 = 0, x ∈ Ω+

fν(xn)Biu2|xn=0 = gi − fν(xn)Biu1|xn=0 ≡ g̃i(t, x
′), (i = 1, bN). (15)

Для визначення u2 розглянемо вiдповiдну модельну сингу-
лярну задачу

∂u2

∂t
=

∑

|k|+2j=2b

Akj(τ, ξ)D
k
x′Bj

xn
u2, ξ ∈ Ω+,

u2|t=0 = 0, fν(xn)B
(0)
i (τ, ξ′, Dx′, Bxn

)u2|xn=0 = g̃i.











(16)

Якщо Gi(t, x; τ, ξ) - ядра Пуассона регулярної задачi

∂u2

∂t
=

∑

|k|+2j=2b

Akj(τ, ξ)D
k
x′D2j

xn
u2, B

(0)
i (τ, ξ′, Dx′, D2

xn
)u2|xn=0 = gi,

то Giν(t, x; τ, ξ′) = Pνxn
Gi(t, x; τ, ξ′) - ядра Пуассона задачi (16).

Нехай I
(αi)
x′ , Dαi

x′ - оператори дробового iнтегрування i диференцi-

ювання, якi вiдповiдають оператору Λ(D) =
∂

∂t
+ (−1)b∆b

x′, x
′

n ∈

En−1.
Для подальших мiркувань розглянемо функцiї

G
(αi)
iν (t, x; τ, ξ) ≡ Pνxn

Iαi

x′ Gi(t, x; τ, ξ) =
x−2ν

n

Γ(αi)

t
∫

0

dβ

(t − β)1−αi
×
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×

∫

En−1

G0(t − β, x′y′)

∞
∫

1

(h2 − 1)−ν−1/2Gi(β, y′, xnhn; τ, ξ)dhdy′,

Dαi

x′ f(t, x) = Λ(D)I
(1−αi)
x′ f(t, x), αi ∈ (0, 1) (17)

За допомогою теореми 9.1 з [4], для функцiї G
(αi)
iν отримуємо оцiн-

ки

|Dk
xB

j
xn

G
(αi)
iν (t, x; τ, ξ)| ≤ Ckjt

−(n−1+εi+|k′|+2j)/2be−Cρ(t,x)x−2ν−kn

n .
(18)

(εi = 2b − ri − 2bαi, x ∈ E+
n )

Тепер розглянемо потенцiали

Wi(t, τ, x, ξ′) =

=
t
∫

τ

dβ
∫

E+
n

Z(t, β, x, y)Lβ,y(D)G
(αi)
iν (β − τ, y − ξ′; τ, ξ′)y2ν+1

n dy,

Vi(t, x) =

t
∫

0

dτ

∫

Ω

Ei(t, τ, x, ξ′)µi(τ, ξ
′)dξ′, (19)

де Ei(t, τ, x, ξ) ≡ Giν(t−τ, x−ξ′; τ, ξ′)−Wi(t, τ, x, ξ′). Оскiльки G
(αi)
iν

- ядра Пуассона (16), то

Lt,x(D)G
(αi)
iν =

∑

|k|+2j=2b

[Akj(τ, ξ) − Akj(t, x)]Dk
x′Bj

xn
G

(αi)
iν −

−
∑

|k|+2j<2b

Akj(t, x)Dk
x′Bj

xn
G

(αi)
iν .

Використовуючи умову Гельдера для коефiцiєнтiв i оцiнки
(18), знаходимо

|Lt,x(D)G
(αi)
iν | ≤

≤ C(t − τ)−(n−1+εi+2b−α)/2be−Cρ(t,τ,x,ξ′)x−2ν
n ,

|∆x′Lt,x(D)G
(αi)
iν | ≤

≤ C|∆x|α(t − τ)−(n−1+εi+2b)/2be−Cρ(t,τ,x,ξ′)x−2ν
n

(20)
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при |∆x
′
|, (t − τ)1/2b.

Отже, для |k| + 2j < 2b i 2ν < α маємо

|Dk
x′Bj

xn
Wi(t, τ, x, ξ′)| ≤

≤ Ckj(t − τ)−(n−1−α+εi+|k|+2j+2ν)/2be−C1ρ(t,τ,x,ξ′).
(21)

Цю нерiвнiсть за допомогою оцiнки (20) приросту щiльно-
стi Lt,x(D)Gαi

iν можна аналогiчно довести i для старших похiдних

Dk
x′Bj

xn
Wi (|k| + 2j = 2b) та встановити iснування

∂Wi

∂t
.

Таким чином, функцiя Ei(t, τ, x, ξ′) допускає застосування опе-
ратора Lt,x(D) до Vi i L(D)Vi = 0, Vi|t=0 = 0, xn > 0.

Застосуємо до Vi(t, x) крайовий оператор

fν(xn)Bi(t, x
′, Dx′, Bxn

)

i перейдемо до границi при xn → 0 з урахуванням властивостей
ядер Пуассона модельної задачi (16) i оцiнок (21). У результатi
отримаємо спiввiдношення

lim
xn→0

fν(xn)Bi(t, x
′, Dx′, Bxn

)Vj(t, x) = δijI
αi

x′ µj(t, x
′)+

+

τ
∫

0

dτ

∫

Ω

Eij(t, τ, x
′, ξ′)µj(τ, ξ)dξ′, (22)

де

Eij(t, τ, x
′, ξ′) ≡ [B

(0)
i (t, x′, Dx′, D2

xn
) − B

(0)
i (τ, ξ′, Dx′, D2

xn
)]×

×G
(αi)
i (t−τ, x′−ξ′; τ, ξ′)+B

(1)
i (t, x′, Dx′, D2

xn
)G

(αi)
i (t−τ, x′−ξ′; τ, ξ′).

Тепер розв’язок задачi (15) вiдшукуємо у виглядi

u2(t, x) =

bN
∑

j=1

t
∫

0

dτ

∫

Ω

Ej(t, τ, x, ξ′)µj(τ, ξ
′)dξ′ (23)

Задовольняючи крайову умову в (15), для визначення функ-
цiй µj(t, x

′) на основi (22) отримуємо систему iнтегральних рiв-
нянь Вольтера-Фредгольма першого роду

I
(αi)
x′ µi(t, x

′) = g̃i(t, x
′) −

bN
∑

j=1

t
∫

0

dτ

∫

Ω

Eij(t, τ, x
′, ξ′)µj(τ, ξ

′)dξ′ (24)
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(i = 1, bN)

Якщо виконуються умови I теореми, то покладемо αi = (2b−
ri)/2b, тобто εi = 0 i згiдно з умовою узгодження g̃i(0, x

′) = 0,
x′ ∈ Ω, g̃i ∈ ∈ C(2b−ri+α)(Q′). При цьому береться до уваги спiввiд-
ношення

lim
xn→0

fν(xn)Bi(t, x
′, Dx′, Bxn

)u1(t, x) =

=
∑

|k|+2j≤ri

b
(i)
kj (t, x

′)Dk
x′D2j

xn
v(t, x′, 0) ∈ C(2bri+α)(Q′).

З умов b
(i)
kj ∈ C(2b−ri+α)(Q′) i оцiнок функцiй типу ядра Пуассо-

на G
(αi)
i випливає, що Eij ∈ C

(2b−ri+α)
n−1+ri−α(Q′, Q′). Якщо скористатись

наслiдком 6.2 [4] про дiю оператора дробового диференцiювання,

то дiстанемо, що Dαi
x Eij ∈ ∈ C

(α)
n−1+2b−α(Q′, Q′). Тому з (24) дiєю

оператора Dαi

x′ на обидвi частини отримуємо систему рiвнянь дру-
гого роду

µi(t, x
′) = Dαi

x′ g̃i(t, x
′) −

bN
∑

j=1

t
∫

0

dτ

∫

Ω

Dαi

x′ Eij(t, τ, x
′, ξ′)µj(τ, ξ

′)dξ′

(25)
(i = 1, bN).

Згiдно з оцiнками u1(t, x) i згаданим наслiдком знаходимо,
що

|Dαi

x′ g̃i(t, x
′)|α ≤ C

(

|ϕ|a,fν

2b+1+α + |f |a,fν

1+α + |gi|2b−ri+α

)

, (26)

a ядро системи Dαi

x′ Eij задовольняє нерiвнiсть, яка гарантує iсну-
вання резольвенти як рiвняння з квазiрегулярним ядром, причо-
му виконується умова Гельдера по x′.

Цi властивостi неоднорiдностей i ядра системи iнтегральних
рiвнянь (25) забезпечують iснування розв’язку, який допускає
оцiнку

|µi|α ≤ C

(

|ϕ|a,fν

2b+1+α + |f |a,fν

1+α +
bN
∑

j=1

|gj|2b−ri+α

)

. (27)

Ця нерiвнiсть i властивостi ядер Пуассона дозволяють оцiни-
ти похiднi потенцiалу (23)

|Dk
x′Bj

xn
u2| ≤ Ckjx

−2ν
n

(

|ϕ|a,fν

2b+1+α + |f |a,fν

1+α +

bN
∑

i=1

|gi|2b−ri+α

)

e−a0xq
n
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(|k| + 2j ≤ 2b)

та прирiст старших похiдних i отримати нерiвнiсть (5).
Якщо виконуються умови II теореми, то покладаємо αi =

(2b − ri − 1)/2b, а розв’язок задачi (15) також вiдшукується у
виглядi потенцiалу (23). Однак, через вiдсутнiсть умови узгод-
ження для розв’язку задачi (1)-(3), дiстанемо оцiнку (6) тiльки у
вiдкритiй областi Ω.

Примiтка. Якщо коефiцiєнт системи (1) не залежить вiд
xn, то розв’язок задачi (1)-(3) можна знайти у виглядi суми
потенцiалiв

u(t, x) =
∫

Ω+

Pνxn
E(t, 0, x, ξ)Sνxn

ϕ(ξ)dξ+

+
t
∫

0

dτ
∫

Ω+

Pνxn
E(t, τ, x, ξ)Sνxn

f(τ, ξ)dξ+

+
bN
∑

j=1

t
∫

0

dτ
∫

Ω

Pνxn
Ej(t, τ, x, ξ′)µj(τ, ξ

′)dξ′,

де E(t, τ, x, ξ) - функцiя Грiна вiдповiдної однорiдної регулярної
крайової задачi, а Ej - ядра потенцiалу, який є розв’язком регу-
лярної крайової задачi з неоднорiдними крайовими умовами.
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