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ДОСЛIДЖЕННЯ УМОВ РОЗВ’ЯЗНОСТI ЗАДАЧI

КОШI ДЛЯ РIВНЯНЬ IЗ ЧАСТИННИМИ ПОХIДНИ-

МИ ЗА ДОПОМОГОЮ МЕТРИЧНОГО ПIДХОДУ

Задача Кошi для рiвнянь iз частинними похiдними зi сталими коефi-
цiєнтами дослiджувалась у роботi Гельфанда i Шилова [1], в якiй за допо-
могою операторного методу i методу Фур’є доведено iснування та єдинiсть
розв’язку, а також встановлено вiдповiднi класи iснування та єдиностi роз-
в’язку цiєї задачi. Отриманi результати є точними, не залежать вiд коефi-
цiєнтiв диференцiального рiвняння певного (приведеного) порядку та врахо-
вують задачi з рiзною гладкiстю розв’язкiв.

У данiй роботi за допомогою метричного пiдходу[2, 3] отримано ре-
зультати, якi доповнюють результати щодо умов розв’язностi i гладкостi
розв’язку задачi Кошi для „майже всiх“ диференцiальних рiвнянь у випад-
ку умов 2π-перiодичностi за просторовими змiнними; зокрема показано, що
гладкiсть залежить як вiд порядку рiвняння, так i вiд кiлькостi просторових
змiнних
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1. Основнi позначення.

Нехай Dp = [0, T ] × Ωp
2π, де Ωp

2π = (R/2πZ)p — p-вимiрний
тор просторових змiнних x = (x1, . . . , xp), t – часова (видiлена)
змiнна, t ∈ [0, T ], T > 0.

Простори Eh,l(Ω
p
2π), h ∈ R, l ∈ R, та Hq(Ω

p
2π), q ∈ R, є по-

повненнями множини скiнченних тригонометричних сум v(x) =∑
k v̂ke

i(k,x) вiдповiдно за нормами

‖v;Eh,l(Ω
p
2π)‖ =

(∑
k∈Zp exp(2hk̃ l)|v̂k|2

)1/2

,

‖v;Hq(Ω
p
2π)‖ =

(∑
k∈Zp k̃ 2q|v̂k|2

)1/2

,

де k = (k1, . . . , kp) ∈ Zp, (k, x) = k1x1 + · · · + kpxp, k̃ = (1 + k2
1 +

· · ·+ k2
p)

1/2.
Оператор F (D), де D = (D1, . . . , Dp), Dj = −i∂/∂xj , дiє на

функцiю v(x) =
∑

k v̂ke
i(k,x) за правилом

F (D)v(x) =
∑

k

F (k)v̂ke
i(k,x).



Дослiдження умов роз’язностi задачi Кошi 87

Простiр E
n
Λ,l(Dp), Λ ∈ R, l ∈ R, n ∈ N, n ≥ 0, складається з

функцiй u = u(t, x), похiднi (1− ∆)l(n−j)/2Dj
t u(t, ·), j = 0, 1, . . . , n,

яких при t ∈ [0, T ] належать до простору EΛt,l(Ω
p
2π), причому

функцiя ‖(1−∆)l(n−j)/2Dj
t u(t, ·);EΛt,l(Ω

p
2π)‖2 є неперервною на вiд-

рiзку [0, T ], де ∆ — оператор Лапласа вiд p змiнних, ∆ = −(D2
1 +

· · · + D2
p), Dt = ∂/∂t, iз скiнченною нормою

‖u;En
Λ,l(Dp)‖2 =

1

T

n∑

j=0

∫ T

0

‖(1 − ∆)l(n−j)/2Dj
t u(t, ·);EΛt,l(Ω

p
2π)‖2dt.

2. Рiвняння першого порядку за часовою
змiнною.

У цьому випадку для довiльної функцiї ϕ0 ∈ H0(Ω
p
2π) iснує

єдиний розв’язок u = u(t, x) задачi Кошi

Dtu − (1 − ∆)l/2u = 0, l/2 ∈ N, (1)

u|t=0 = ϕ0; (2)

цей розв’язок задається формулою

u(t, x) = exp
(
(1 − ∆)l/2t

)
ϕ0 =

∑

k∈Zp

exp(tk̃ l)ϕ̂0(k)ei(k,x), (3)

де ϕ0 = ϕ0(x) =
∑

k∈Zp

ϕ̂0(k)ei(k,x), ϕ̂0(k) ∈ C — коефiцiєнти Фур’є

функцiї ϕ0.
При фiксованому t = h ∈ [0, T ] функцiя u(h, ·) належить до

E−h,l(Ω
p
2π) i виконується рiвнiсть

‖u(h, ·);E−h,l(Ω
p
2π)‖2 =

∑
k∈Zp exp(−2hk̃ l)| exp(hk̃ l)ϕ̂0(k)|2 =

=
∑

k∈Zp |ϕ̂0(k)|2 = ‖ϕ0;H0(Ω
p
2π)‖2.

Аналогiчне твердження (у виглядi нерiвностi) вiрне для кожного
рiвняння

Dtu = a1(D)u, (4)

де a1(D) =
∑
|s|≤l

a1sD
s, l — приведений порядок рiвняння (4), a1s ∈

C, |a1s| ≤ B, B — довiльне фiксоване додатне число.
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Справдi, нехай ã1(k) = a1(k)/k̃ l, S(α) = {k ∈ Zp : Re ã1(k) >
α}, α ∈ R, число Λ вибрано так, що S(Λ) — скiнченна множина, а
S(α) — нескiнченна множина для всiх α < Λ, тобто Λ — найменше
дiйсне число, для якого лише скiнченне число разiв Re ã1(k) > Λ;
зокрема для рiвняння (1), яке є частинним випадком рiвняння (4)

при a1(D) =
(
1 + D2

1 + · · · + D2
p

)l/2
, де l — парне додатне число,

маємо ã1(k) = 1, Λ = 1, S(Λ) = ∅ i S(α) = Zp при α < Λ.
Тодi задача Кошi (4), (2) має розв’язок

u(t, x) = exp
(
a1(D)t

)
ϕ0(x) =

∑

k∈Zp

exp
(
ã1(k)tk̃ l

)
ϕ̂0(k)ei(k,x), (5)

який при t = h є функцiєю iз E−Λh,l(Ω
p
2π) за умови ϕ0 ∈ H0(Ω

p
2π)

i справджує нерiвнiсть

‖u(h, ·);E−Λh,l(Ω
p
2π)‖2 =

=
∑

k∈Zp exp(−2Λhk̃ l)
∣∣ exp

(
ã1(k)hk̃ l

)
ϕ̂0(k)

∣∣2 ≤

≤∑k∈S(Λ)

(
exp

(
2(Re ã1(k) − Λ)hk̃ l

)
− 1
)
|ϕ̂0(k)|2+

+‖ϕ0;H0(Ω
p
2π)‖2.

Простiр E−Λh,l(Ω
p
2π) при фiксованих l i h є точним стосовно числа

Λ, яке не може бути зменшене, оскiльки для довiльного α < Λ i
функцiї ϕ0 =

∑
k∈S(α)\S(Λ)

ϕ̂0(k)ei(k,x) маємо протилежну нерiвнiсть

‖ϕ0;H0(Ω
p
2π)‖2 =

=
∑

k∈S(α)\S(Λ)

exp
(
− 2Re ã1(k)hk̃ l

)∣∣ exp
(
ã1(k)hk̃ l

)
ϕ̂0(k)

∣∣2 <

<
∑

k∈S(α)\S(Λ)

exp
(
− 2αhk̃ l

)
|uk(h)|2 = ‖u(h, ·);E−αh,l(Ω

p
2π)‖2.

3. Рiвняння другого порядку за часовою змiн-
ною.

Розглянемо два модельнi диференцiальнi рiвняння

D2
t u − (1 − ∆)lu = 0 (6)
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та (
Dt − (1 − ∆)l/2

)2
u = 0, (7)

якi мають однаковий зведений порядок l. Проаналiзуємо умови
розв’язностi задачi Кошi з початковими умовами

u|t=0 = ϕ0, Dtu|t=0 = ϕ1, (8)

для рiвнянь (6) та (7).
Коефiцiєнти Фур’є uk(t), k ∈ Zp, розв’язку u =

∑
k∈Zp

uk(t)e
i(k,x)

задачi (6), (8) є розв’язками таких задач:

u′′
k(t) − k̃ 2luk(t) = 0, uk(0) = ϕ̂0(k), u′

k(0) = ϕ̂1(k),

тому

uk(t) =
1

2

(
exp(tk̃ l) exp(−tk̃ l)

)(
1 1
1 −1

)(
ϕ̂0(k)

k̃ −lϕ̂1(k)

)
,

u′
k(t) =

1

2

(
exp(tk̃ l) exp(−tk̃ l)

)( 1 1
−1 1

)(
k̃ lϕ̂0(k)
ϕ̂1(k)

)
,

i
k̃ 2l exp(−tk̃ l)uk(t) =

= 1+exp(−2tk̃ l)
2

k̃ 2lϕ̂0(k) + 1−exp(−2tk̃ l)
2

k̃ lϕ̂1(k),

k̃ l exp(−tk̃ l)u′
k(t) =

= 1−exp(−2tk̃ l)
2

k̃ 2lϕ̂0(k) + 1+exp(−2tk̃ l)
2

k̃ lϕ̂1(k).

Звiдси отримуємо нерiвностi

exp(−2tk̃ l)
∣∣k̃ 2luk(t)

∣∣2 ≤ 2
∣∣k̃ 2lϕ̂0(k)

∣∣2 +
1

2

∣∣k̃ lϕ̂1(k)
∣∣2,

exp(−2tk̃ l)
∣∣k̃ lu′

k(t)
∣∣2 ≤ 1

2

∣∣k̃ 2lϕ̂0(k)
∣∣2 + 2

∣∣k̃ lϕ̂1(k)
∣∣2.

В результатi пiдсумовування цих нерiвностей маємо для всiх h ∈
[0, T ] нерiвностi для норм

‖(1 − ∆)lu(h, ·);E−h,l(Ω
p
2π)‖2 ≤

≤ 2‖ϕ0;H2l(Ω
p
2π)‖2 +

1

2
‖ϕ1;Hl(Ω

p
2π)‖2,

‖(1 − ∆)l/2Dtu(h, ·);E−h,l(Ω
p
2π)‖2 ≤

≤ 1

2
‖ϕ0;H2l(Ω

p
2π)‖2 + 2‖ϕ1;Hl(Ω

p
2π)‖2.

(9)
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Якщо ϕ1 = 0, то

k̃ 2l exp(−tk̃ l)uk(t) =
1 + exp(−2tk̃ l)

2
k̃ 2lϕ̂0(k),

k̃ l exp(−tk̃ l)u′
k(t) =

1 − exp(−2tk̃ l)

2
k̃ 2lϕ̂0(k),

тому виконується двостороння оцiнка

1
4
‖ϕ0;H2l(Ω

p
2π)‖2 ≤

≤ ‖(1 − ∆)lu(h, ·);E−h,l(Ω
p
2π)‖2 ≤ ‖ϕ0;H2l(Ω

p
2π)‖2

(10)

для довiльної функцiї ϕ0 ∈ H2l(Ω
p
2π); якщо додатково

ϕ0 =
∑

2hk̃ l≥ln 2

ϕ̂0(k)ei(k,x),

то

1
16
‖ϕ0;H2l(Ω

p
2π)‖2 ≤

≤ ‖(1 − ∆)l/2Dtu(h, ·);E−h,l(Ω
p
2π)‖2 ≤ 1

4
‖ϕ0;H2l(Ω

p
2π)‖2

(11)

Аналогiчно при ϕ0 = 0 маємо

k̃ 2l exp(−tk̃ l)uk(t) =
1 − exp(−2tk̃ l)

2
k̃ lϕ̂1(k),

k̃ l exp(−tk̃ l)u′
k(t) =

1 + exp(−2tk̃ l)

2
k̃ lϕ̂1(k).

тому для всiх ϕ1 ∈ Hl(Ω
p
2π) виконуються оцiнки

1
4
‖ϕ1;Hl(Ω

p
2π)‖2 ≤

≤ ‖(1 − ∆)l/2Dtu(h, ·);E−h,l(Ω
p
2π)‖2 ≤ ‖ϕ1;Hl(Ω

p
2π)‖2;

(12)

якщо ϕ1 =
∑

2hk̃ l≥ln 2

ϕ̂1(k)ei(k,x) ∈ Hl(Ω
p
2π), то

1
16
‖ϕ1;Hl(Ω

p
2π)‖2 ≤

≤ ‖(1 − ∆)lu(h, ·);E−h,l(Ω
p
2π)‖2 ≤ 1

4
‖ϕ1;Hl(Ω

p
2π)‖2.

(13)
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Цi нерiвностi означають, що класом розв’язностi задачi (6),
(8) є простiр E

2
−1,l(Dp), якщо ϕ0 ∈ H2l(Ω

p
2π) i ϕ1 ∈ Hl(Ω

p
2π), при-

чому iз нерiвностей (9) та рiвностi D2
t u = (1−∆)lu маємо оцiнку

‖u;E2
−1,l(Dp)‖2 ≤ 9

2
‖ϕ0;H2l(Ω

p
2π)‖2 + 3‖ϕ1;Hl(Ω

p
2π)‖2.

Розв’язок u =
∑

k∈Zp

uk(t)e
i(k,x) задачi (7), (8) має коефiцiєнти

Фур’є uk(t), якi є розв’язками задач

(
d
dt
− k̃ l

)2

uk(t) = u′′
k(t) − 2k̃ lu′

k(t) + k̃ 2luk(t) = 0,

uk(0) = ϕ̂0(k), u′
k(0) = ϕ̂1(k),

а саме

uk(t) = exp(tk̃ l)
(
1 t

)( 1 0

−k̃ l 1

)(
ϕ̂0(k)
ϕ̂1(k)

)
,

u′
k(t) = exp(tk̃ l)

(
k̃ l 1 + tk̃ l

)( 1 0

−k̃ l 1

)(
ϕ̂0(k)
ϕ̂1(k)

)
.

Звiдси отримуємо рiвностi

k̃ 2l exp(−tk̃ l)uk(t) = (1 − tk̃ l)k̃ 2lϕ̂0(k) + tk̃ 2lϕ̂1(k),

k̃ l exp(−tk̃ l)u′
k(t) = −tk̃ 3lϕ̂0(k) + (1 + tk̃ l)k̃ lϕ̂1(k)

та нерiвностi

exp(−2tk̃ l)
∣∣k̃ 2luk(t)

∣∣2 ≤

≤ 2
∣∣k̃ 2lϕ̂0(k)

∣∣2 + 2t2
∣∣k̃ 3lϕ̂0(k)

∣∣2 + 2t2
∣∣k̃ 2lϕ̂1(k)

∣∣2,

exp(−2tk̃ l)
∣∣k̃ lu′

k(t)
∣∣2 ≤

≤ 3t2
∣∣k̃ 3lϕ̂0(k)

∣∣2 + 3
∣∣k̃ lϕ̂1(k)

∣∣2 + 3t2
∣∣k̃ 2lϕ̂1(k)

∣∣2.
Пiдсумовуючи за iндексом k ∈ Zp маємо

‖(1 − ∆)lu(h, ·);E−h,l(Ω
p
2π)‖2 ≤ 2‖ϕ0;H2l(Ω

p
2π)‖2+

2h2‖ϕ0;H3l(Ω
p
2π)‖2 + 2h2‖ϕ1;H2l(Ω

p
2π)‖2, (14)
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‖(1 − ∆)l/2Dtu(h, ·);E−h,l(Ω
p
2π)‖2 ≤ 3h2‖ϕ0;H3l(Ω

p
2π)‖2+

3‖ϕ1;Hl(Ω
p
2π)‖2 + 3h2‖ϕ1;H2l(Ω

p
2π)‖2. (15)

Якщо ϕ1 = 0, то

uk(t) = exp(tk̃ l)(1 − tk̃ l)ϕ̂0(k),

u′
k(t) = −t exp(tk̃ l)k̃ 2lϕ̂0(k).

Звiдси отримуємо такi оцiнки:

∣∣k̃ lϕ̂0(k)
∣∣2/4 ≤ exp(−2tk̃ l)

∣∣uk(t)
∣∣2 ≤ 2t2

∣∣k̃ lϕ̂0(k)
∣∣2 + 2|ϕ̂0(k)|2

при tk̃ l ≥ 2 та

exp(−2tk̃ l)
∣∣u′

k(t)
∣∣2 = t2

∣∣k̃ 2lϕ̂0(k)
∣∣2,

або при h > 0

∑

hk̃ l<2

(∣∣1 − hk̃ l
∣∣− 1

4
h2k̃ 2l

)∣∣k̃ 2lϕ̂0(k)
∣∣2 +

1

4
h2‖ϕ0;H3l(Ω

p
2π)‖2 ≤

≤ ‖(1 − ∆)lu(h, ·);E−h,l(Ω
p
2π)‖2 ≤

≤ 2‖ϕ0;H2l(Ω
p
2π)‖2 + 2h2‖ϕ0;H3l(Ω

p
2π)‖2, (16)

‖(1 − ∆)l/2Dtu(h, ·);E−h,l(Ω
p
2π)‖2 = h2‖ϕ0;H3l(Ω

p
2π)‖2. (17)

Якщо ж ϕ0 = 0, то uk(t) = t exp(tk̃ l)ϕ̂1(k), u′
k(t) = exp(tk̃ l)(1+

tk̃ l)ϕ̂1(k) та виконуються оцiнки

exp(−2tk̃ l)
∣∣uk(t)

∣∣2 = t2|ϕ̂1(k)
∣∣2,

t2
∣∣k̃ lϕ̂1(k)

∣∣2 ≤ exp(−2tk̃ l)
∣∣u′

k(t)
∣∣2 ≤ 2|ϕ̂1(k)

∣∣2 + 2t2
∣∣k̃ lϕ̂1(k)

∣∣2,
пiдсумовуючи якi маємо

‖(1 − ∆)lu(h, ·);E−h,l(Ω
p
2π)‖2 = h2‖ϕ1;H2l(Ω

p
2π)‖2, (18)

h2‖ϕ1;H2l(Ω
p
2π)‖2 ≤ ‖(1 − ∆)l/2Dtu(h, ·);E−h,l(Ω

p
2π)‖2 ≤

≤ 2‖ϕ1;Hl(Ω
p
2π)‖2 + 2h2‖ϕ1;H2l(Ω

p
2π)‖2. (19)
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Iз оцiнок (9) випливає iснування розв’язку задачi (6), (8) у
просторi E

2
−1,l(Dp) для довiльних функцiй ϕ0 ∈ H2l(Ω

p
2π), ϕ1 ∈

Hl(Ω
p
2π). Це точний результат щодо гладкостi функцiй ϕ0 та ϕ1.

Дiйсно, iз нерiвностей (10), (11) випливає, що якщо ϕ0 /∈ H2l(Ω
p
2π),

ϕ1 = 0, то (1 − ∆)lu i (1 − ∆)l/2Dtu не належать до простору
E−h,l(Ω

p
2π); така ж ситуацiя (див. нерiвностi (12), (13)) виникає

при ϕ1 /∈ Hl(Ω
p
2π), ϕ0 = 0.

Для належностi розв’язку задачi (7), (8) до простору E
2
−1,l(Dp)

необхiдно (i достатньо) накладати значно сильнiшi умови глад-
костi на правi частини (8), а саме ϕ0 ∈ H3l(Ω

p
2π), ϕ1 ∈ H2l(Ω

p
2π).

Необхiднiсть цих умов випливає iз нерiвностей (16)–(19), а до-
статнiсть iз нерiвностей (14), (15).

Тому розв’язнiсть задачi Кошi з умовами (8) для довiльного
лiнiйного диференцiального рiвняння другого порядку за змiн-
ною t i зведеного порядку l, що має вигляд

D2
t u + a1(D)Dtu + a2(D)u = 0, (20)

де a1(D) =
∑
|s|≤l

a1sD
s, a2(D) =

∑
|s|≤2l

a2sD
s, a1s ∈ C, a2s ∈ C, |a1s| ≤

B, |a2s| ≤ B, у просторi E
2
−Λ,l(Dp) вимагає накладання умов на

функцiї ϕ0 i ϕ1 не слабших, нiж у задачi (7), (8).
Знайдемо оцiнки розв’язку задачi (20), (8), ввiвши такi по-

значення:
Λ — найменше число, для якого Re λ1(k) ≤ Λ для всiх k ∈ Zp,

крiм, можливо, скiнченної множини S = S(Λ), для якої Re λ1(k) >
Λ, k ∈ S;

Λ1 — найменше число, для якого max(|λ1(k)|, |λ2(k)|) ≤ Λ1

для всiх k ∈ Zp, крiм скiнченної множини S1 = S1(Λ1), для якої
max(|λ1(k)|, |λ2(k)|) > Λ1, k ∈ S1, де λ1(k), λ2(k) — коренi рiвнян-
ня λ2 + ã1(k)λ + ã2(k) = 0, якi впорядкованi так, що Re λ1(k) ≥
Re λ2(k).

Тут ã1(k) = a1(k)/k̃ l, ã2(k) = a2(k)/k̃ 2l є обмеженими за мо-
дулем функцiями параметра k ∈ Zp, при k /∈ S1.

Для рiвнянь (6) та (7) множини S та S1 є порожнiми, а та-
кож виконуються рiвностi Re λ1(k) = λ1(k) = |λ2(k)| = Λ(k) =
Λ1(k) = 1.

Коефiцiєнти Фур’є uk(t) розв’язку u задачi (20), (8) задоволь-
няють такi задачi Кошi:

u′′
k(t)+a1(k)u′

k(t)+a2(k)uk(t) = 0, uk(0) = ϕ̂0(k), u′
k(0) = ϕ̂1(k).
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Отримуємо формули для розв’язкiв цих задач

uk(t) =
(
exp(tλ1(k)k̃ l) exp(tλ2(k)k̃ l)

)
×

×
(

1 1

λ1(k)k̃ l λ2(k)k̃ l

)(
ϕ̂0(k)
ϕ̂1(k)

)
=

=

(
exp(tλ1(k)k̃ l)

λ2(k) − λ1(k)

exp(tλ2(k)k̃ l)

λ2(k) − λ1(k)

)
×

×
(

λ2(k) −1
−λ1(k) 1

)(
ϕ̂0(k)

k̃ −lϕ̂1(k)

)
. (21)

Оскiльки λ1,2(k) =
ã1(k) ± D1/2(k)

2
, то λ1(k)− λ2(k) = D1/2(k), де

D(k) є дискримiнантом многочлена λ2 + ã1(k)λ + ã2(k), D(k) =
ã2

1(k) − 4ã2(k). Iз формули (21) випливають рiвностi

uk(t) =
λ1(k) exp(tλ2(k)k̃ l) − λ2(k) exp(tλ1(k)k̃ l)

D1/2(k)
ϕ̂0(k)+

+
exp(tλ1(k)k̃ l) − exp(tλ2(k)k̃ l)

D1/2(k)
k̃ −lϕ̂1(k),

u′
k(t) =

λ1(k)λ2(k)
(

exp(tλ2(k)k̃ l) − exp(tλ1(k)k̃ l)
)

D1/2(k)
k̃ lϕ̂0(k)+

+
λ1(k) exp(tλ1(k)k̃ l) − λ2(k) exp(tλ2(k)k̃ l)

D1/2(k)
ϕ̂1(k),

на основi яких встановлюємо (при k /∈ S ∪ S1) оцiнки

∣∣ exp(−tΛk̃ l)uk(t)
∣∣2 ≤ 8D−1(k)

(
Λ2

1|ϕ̂0(k)|2 + |k̃ −lϕ̂1(k)|2
)
,

∣∣ exp(−tΛk̃ l)u′
k(t)
∣∣2 ≤ 8Λ2

1D
−1(k)

(
Λ2

1|k̃ lϕ̂0(k)|2 + |ϕ̂1(k)|2
)
.

(22)

Для оцiнки знизу дискримiнанта D(k) використаємо метрич-
ний пiдхiд, враховуючи залежнiсть D(k) вiд коефiцiєнтiв a1s i a2s

диференцiального рiвняння (20), якi є незалежними змiнними в
крузi O = {z ∈ C : |z| ≤ B}.

Розiб’ємо множину Zp на p частин, а саме Zp = K1 ∪ · · ·∪Kp,
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покладаючи

K1 = {k ∈ Zp : |k1| = max(|k1|, . . . , |kp|)},

Kp = {k ∈ Zp : |kp| > max(|k1|, . . . , |kp−1|)},

Kj = {k ∈ Z
p : |kj| = max(|k1|, . . . , |kp|),

|kj| > max(|k1|, . . . , |kj−1|)}, j = 2, 3, . . . , p − 1,

тодi для всiх k = (k1, . . . , kp) ∈ Kj \{0} справджуються нерiвностi

|kj| < k̃ < (p + 1)1/2|kj|.
Якщо b1 = a2,2l,0,...,0, b2 = a2,0,2l,0,...,0, . . . , bp = a2,0,...,0,2l, то

ã2(k) =
∑p

j=1 bj(kj/k̃ )2l + ǎ2(k), де доданок ǎ2(k) не залежить
вiд коефiцiєнтiв b1, . . . , bp. Вважаємо коефiцiєнти рiвняння (20)
незмiнними, за винятком коефiцiєнтiв b1, . . . , bp, тодi вектор b,
b = (b1, . . . , bp), є довiльним елементом iз множини Op.

Зафiксуємо 0 < ε < 1 та r > p i позначимо Wε(k) ⊂ Op

множину векторiв b, для яких при фiксованому k ∈ Zp \ {0} ви-
конується нерiвнiсть

|D(k)| ≤ C1(ε/k̃
r)1/2, C1 > 0. (23)

Нехай k ∈ Kj i k 6= 0, тодi множина Wε(k, b′) чисел bj ∈ O, для
яких виконується (23) при всiх iнших фiксованих (позначених b′)
компонентах вектора b, визначається нерiвнiстю

∣∣∣bj +
( k̃

kj

)2l( p∑

α=1,α6=j

bj

(kj

k̃

)2l

+ǎ2(k)− ã2
1(k)

4

)∣∣∣ ≤
( k̃

kj

)2l C1

4

( ε

k̃ r

)1/2

;

множина Wε(k, b′) є частиною круга радiуса (k̃ /kj)
2l(ε/k̃ r)1/2C1/4,

тому mes Wε(k, b′) ≤ επ
C2

1

16

( k̃

kj

)4l

k̃ −r ≤ επ
C2

1

16
(p+1)2lk̃ −r. Iнтегру-

ючи останню нерiвнiсть по Op−1 отримуємо

mes Wε(k) ≤ επpC2
1

16
(p + 1)2lB2(p−1)k̃ −r. (24)

Тодi на множинi Op \ Wε, де Wε =
⋃
k 6=0

Wε(k), виконується проти-

лежна до (23) оцiнка, тобто

|D(k)| > C1(ε/k̃
r)1/2, k ∈ Z

p \ {0}. (25)
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Мiра множини Wε не перевищує число ε, оскiльки iз нерiвностi
(24) випливає

mes Wε ≤
∑

k 6=0

mes Wε(k) ≤ επp C2
1

16
(p + 1)2lB2(p−1)

∑

k 6=0

k̃ −r = ε,

якщо стала C1 задовольняє рiвнiсть πp(p+1)2lB2(p−1)
∑
k 6=0

k̃ −r ·C2
1 =

16.
Пiдставляючи оцiнки (25) в нерiвностi (22) маємо для k /∈

S ∪ S1 ∪ {0} такi нерiвностi:

∣∣ exp(−tΛk̃ l)uk(t)
∣∣2 ≤ 8k̃ r/2

C1

√
ε

(
Λ2

1|ϕ̂0(k)|2 + |k̃ −lϕ̂1(k)|2
)
,

∣∣ exp(−tΛk̃ l)u′
k(t)
∣∣2 ≤ 8Λ2

1k̃
r/2

C1

√
ε

(
Λ2

1|k̃ lϕ̂0(k)|2 + |ϕ̂1(k)|2
)
.

Iз рiвняння (20) отримуємо нерiвностi для другої похiдної

|u′′
k(t)|2 ≤ 2

(
4Λ2

1|k̃ lu′
k(t)|2 + Λ4

1|k̃ 2luk(t)|2
)
.

Тому справджуються оцiнки

∣∣k̃ 2l exp(−tΛk̃ l)uk(t)
∣∣2 ≤ 8

C1

√
ε

(
Λ2

1|k̃ 2l+r/4ϕ̂0(k)|2 + |k̃ l+r/4ϕ̂1(k)|2
)
,

∣∣k̃ l exp(−tΛk̃ l)u′
k(t)
∣∣2 ≤ 8Λ2

1

C1

√
ε

(
Λ2

1|k̃ 2l+r/4ϕ̂0(k)|2 + |k̃ l+r/4ϕ̂1(k)|2
)
,

∣∣ exp(−tΛk̃ l)u′′
k(t)
∣∣2 ≤ 80Λ4

1

C1

√
ε

(
Λ2

1|k̃ 2l+r/4ϕ̂0(k)|2 + |k̃ l+r/4ϕ̂1(k)|2
)
,

iз яких випливають нерiвностi

maxj=0,1,2 ‖(1 − ∆)l(2−j)/2Dj
t u(t, ·);E−tΛ,l(Ω

p
2π)‖2 ≤

≤ C2(b) + C3√
ε

∑1
j=0 Λ

2(j−1)
1 ‖ϕj;H(2−j)l+r/4(Ω

p
2π)‖2,

де C2(b) > 0 — деяка стала, що залежить вiд вектора b, C3 =
8 max(1, Λ2

1, 10Λ4
1), тобто u ∈ E

2
−Λ,l(Dp) при ϕ0 ∈ H2l+r/4(Ω

p
2π) та

ϕ1 ∈ Hl+r/4(Ω
p
2π).

4. Рiвняння вищого порядку за часовою змiн-
ною.
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Розглянемо насамперед задачу Кошi для модельних рiвнянь
з частинними похiдними

Dn
t u − (1 − ∆)ln/2u = 0, (26)

(Dt − (1 − ∆)l/2)nu = 0, (27)

при n ≥ 3 з початковими умовами

u|t=0 = ϕ0, Dtu|t=0 = ϕ1, . . . , Dn−1
t u|t=0 = ϕn−1. (28)

Тодi коефiцiєнти Фур’є uk(t) розв’язку задачi (26), (28) є розв’яз-
ками задач Кошi

u
(n)
k (t) − k̃ nluk(t) = 0, uk(t) = ϕ̂0(k),

u′
k(t) = ϕ̂1(k), . . . , u

(n−1)
k (t) = ϕ̂n−1(k),

i разом зi своїми похiдними до n-го порядку включно справджу-
ють рiвностi

k̃ (n−j)lu
(j)
k (t) = k̃ nl

(
ηj

1 exp(η1tk̃
l)C0k + ηj

2 exp(η2tk̃
l)C1,k+

+ · · ·+ ηj
n exp(ηntk̃ l)Cn−1,k

)
,

(29)

де ηj = ηj−1, j = 1, . . . , n, η = ei2π/n, причому η̄ = η−1, а сталi
C0k, C1k, . . . , Cn−1,k визначаються iз вiдповiдної системи лiнiйних
алгебричних рiвнянь за допомогою формули




C0k

C1k

· · ·
Cn−1,k


 =

(
W (η1k̃

l) . . . W (ηnk̃ l)
)−1




ϕ̂0(k)
ϕ̂1(k)
· · ·

ϕ̂n−1(k)


 =

=
(
W (η1) . . . W (ηn)

)−1




ϕ̂0(k)

k̃ −lϕ̂1(k)
· · ·

k̃ −(n−1)lϕ̂n−1(k)


 . (30)

Вектор W (y) у формулi (30) має вигляд

W (y) = col (1, y, y2, . . . , yn−1), (31)
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а матриця

(
W (η1), W (η2), . . . , W (ηn)

)
/
√

n =
(
W (1), W (η), . . . , W (ηn−1)

)
/
√

n

називається матрицею дискретного перетворення Фур’є i є ком-
плексною симетричною унiтарною матрицею [4, с. 123], тому

(
W (η1) . . . W (ηn)

)−1
=

1

n




1 η−1
1 . . . η

−(n−1)
1

. . . . . . . . . .

1 η−1
n . . . η

−(n−1)
n


 .

Iз рiвностей (29) маємо

k̃ (n−j)lu
(j)
k (t) =

1

n

n−1∑

σ=0

n∑

α=1

ηj−σ
α exp(ηαtk̃ l)k̃ (n−σ)lϕ̂σ(k);

звiдси отримуємо оцiнки

∣∣ exp(−tk̃ l)k̃ (n−j)lu
(j)
k (t)

∣∣2 ≤ n
n−1∑

σ=0

∣∣k̃ (n−σ)lϕ̂σ(k)
∣∣2, j = 0, 1, .., n − 1,

та нерiвнiсть

maxj=0,1,...,n ‖(1 − ∆)l(n−j)/2Dj
t u(t, ·);E−t,l(Ω

p
2π)‖2 ≤

≤ n
∑n−1

j=0 ‖ϕj;H(n−j)l(Ω
p
2π)‖2;

тобто u ∈ E
n
−1,l(Dp) при ϕj ∈ H(n−j)l(Ω

p
2π) i

‖u;En
−1,l(Dp)‖2 ≤ n(n + 1)

n−1∑

j=0

‖ϕj;H(n−j)l(Ω
p
2π)‖2.

Коефiцiєнти Фур’є uk(t) розв’язку задачi (27), (28) визнача-
ються такими задачами Кошi для звичайних диференцiальних
рiвнянь:

(
d
dt
− k̃ l

)n

uk(t) = 0,

uk(t) = ϕ̂0(k), u′
k(t) = ϕ̂1(k), . . . , u

(n−1)
k (t) = ϕ̂n−1(k).
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Розв’язки цих задач та їх похiднi визначаються формулами




uk(t)
u′

k(t)
. . .

u
(n−1)
k (t)


 = exp

(
tk̃ l
)(

W
(
k̃ l
)

W ′(k̃ l
)

. . .
W (n−1)

(
k̃ l
)

(n − 1)!

)
×

×




W̃ (t)

W̃ ′(t)
...

W̃ (n−1)(t)




(
W
(
k̃ l
)

W ′(k̃ l
)

...
W (n−1)

(
k̃ l
)

(n − 1)!

)−1




ϕ̂0(k)
ϕ̂1(k)

..
ϕ̂n−1(k)


 ,

де W̃ (t) =
(
1, t, t2/2!, . . . , tn−1/(n − 1)!

)
, W

(
k̃ l
)

обчислюється за
формулою (31). Використовуючи матричнi рiвностi

Z
(
k̃ l
)




W̃ (t)

W̃ ′(t)
. . .

W̃ (n−1)(t)


Z−1

(
k̃ l
)

=




W̃
(
tk̃ l
)

W̃ ′(tk̃ l
)

. . .

W̃ (n−1)
(
tk̃ l
)


 ,

Z
(
k̃ l
)(

W
(
k̃ l
)

W ′(k̃ l
)

. . .
W (n−1)

(
k̃ l
)

(n − 1)!

)
Z−1

(
k̃ l
)

=

=

(
W (1) W ′(1) . . .

W (n−1)(1)

(n − 1)!

)
,

(
W (1) W ′(1) . . .

W (n−1)(1)

(n − 1)!

)−1

=

=

(
W (−1) W ′(−1) . . .

W (n−1)(−1)

(n − 1)!

)
,

де остання формула є однiєю iз властивостей трикутника Паска-
ля, Z(y) = (yn, . . . , y2, y), запишемо формули для розв’язку uk(t)
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у виглядi



k̃ nluk(t)

k̃ (n−1)lu′
k(t)

. . .

k̃ lu
(n−1)
k (t)


 = exp

(
tk̃ l
)
×

×
(

W (1) W ′(1) . . .
W (n−1)(1)

(n − 1)!

)



W̃
(
tk̃ l
)

W̃ ′(tk̃ l
)

. . .

W̃ (n−1)
(
tk̃ l
)


×

×
(

W (−1) W ′(−1) . . .
W (n−1)(−1)

(n − 1)!

)



k̃ nlϕ̂0(k)

k̃ (n−1)lϕ̂1(k)
. . .

k̃ lϕ̂n−1(k)


 .

(32)

Права частина останньої формули зображується у виглядi
суми

(
tk̃ l

)n−1

(n−1)!

∑n−1
α=0(−1)αCα

n−1k̃
(n−α)lϕ̂α(k)




1
1
. . .
1


+

+
∑n−2

β=0

(
tk̃ l

)β

β!
Ωβ




k̃ nlϕ̂0(k)

k̃ (n−1)lϕ̂1(k)
. . .

k̃ lϕ̂n−1(k)


 ,

де Ω0, Ω1, . . . , Ωn−2 — сталi матрицi, Cα
n — бiномнi коефiцiєнти, то-

му з рiвностi

u
(n)
k (t) = C1

nk̃ lu
(n−1)
k (t) − C2

nk̃ 2lu
(n−2)
k (t) + · · ·+ (−1)nk̃ nluk(t)

та рiвностей (32) випливають оцiнки

exp
(
− 2tk̃ l

)∣∣k̃ (n−j)lu
(j)
k (t)

∣∣2 ≤

leC4

∑n−1
α=0

∣∣k̃ (2n−α−1)lϕ̂α(k)
∣∣2, C4 > 0, j = 0, 1, . . . , n,

(33)

та (для досить великих значень hk̃ l, де h — фiксоване додатне
число)

exp
(
− 2hk̃ l

)∣∣k̃ (n−j)lu
(j)
k (h)

∣∣2 ≥
≥ C5

∣∣k̃ (2n−α−1)lϕ̂α(k)
∣∣2, C5 > 0, j = 0, 1, . . . , n,

(34)
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при ϕ̂β(k) = 0 для всiх β 6= α. Iз нерiвностей (33), (34) встанов-
люємо умови належностi розв’язку задачi (27), (28) до простору
E

n
−Λ,l(Dp): ϕα ∈ H(2n−α−1)l(Ω

p
2π), α = 0, 1, . . . , n− 1, а також нерiв-

ностi для норм

‖u;En
−Λ,l(Dp)‖2 ≤ C6

n−1∑

j=0

‖ϕj;H(2n−j−1)l(Ω
p
2π)‖2, C6 > 0.

Оцiнки (33) справедливi також для розв’язку задачi Кошi
для довiльного диференцiального рiвняння порядку n, яке роз-
в’язане щодо старшої похiдної за t [1, с. 77]. Тому задача (27),
(28) має найгiршi властивостi щодо гладкостi функцiй ϕ0, ϕ1,
. . . , ϕn−1, а задача (26), (28) — найкращi властивостi, оскiльки,
якщо її розв’язок u ∈ E

n
−Λ,l(Dp), то u(0, ·) ∈ Hnl(Ω

p
2π), Dtu(0, ·) ∈

H(n−1)l(Ω
p
2π), . . . , Dn−1

t u(0, ·) ∈ Hl(Ω
p
2π).

За допомогою метричного пiдходу встановимо на функцiї ϕ0,
ϕ1, . . . , ϕn−1 умови гладкостi, для яких задача Кошi з умовами
(28) для „майже всiх“ рiвнянь вигляду

Dn
t u +

n∑

j=1

aj(D)Dn−j
t u = 0 (35)

має розв’язок iз простору u ∈ E
n
−Λ,l(Dp), де aj(D) =

∑
|s|≤jl

ajsD
s,

ajs ∈ C, |ajs| ≤ B, число Λ як i ранiше, таке, що Λ ≥ Re λj(k) при
k ∈ Zp \ S, S ⊂ Zp — скiнченна множина, числа λ1(k), . . . , λn(k),
k ∈ Zp, впорядкованi нерiвностями Re λ1(k) ≥ · · · ≥ Re λn(k),
є коренями рiвняння λn + ã1(k)λn−1 + · · · + ãn(k) = 0, ãj(k) =

aj(k)/k̃ jl, j = 1, . . . , n.
Якщо uk(t), k ∈ Zp, є розв’язком задачi

u
(n)
k (t) +

∑n
j=1 aj(k)u

(n−j)
k (t) = 0, uk(0) = ϕ̂0(k),

u′
k(0) = ϕ̂1(k), . . . , u

(n−1)
k (0) = ϕ̂n−1(k),

(36)

то u =
∑

k∈Zp

uk(t)e
i(k,x) — розв’язок задачi (35), (28).

Нехай λj(k) 6= λα(k) при j 6= α, тодi розв’язок задачi (36)
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зображується формулою

uk(t) =
(
exp

(
λ1(k)tk̃ l

)
. . . exp

(
λn(k)tk̃ l

))×

×
(
W
(
λ1(k)k̃ l

)
. . . W

(
λn(k)k̃ l

))−1




ϕ̂0(k)
ϕ̂1(k)
. . .

ϕ̂n−1(k)


 .

Звiдси отримуємо такi рiвностi:

k̃ (n−j)lu
(j)
k (t) =

=
(
λj

1(k) exp
(
λ1(k)tk̃ l

)
. . . λj

n(k) exp
(
λn(k)tk̃ l

))×

×
(
W (λ1(k)) . . . W (λn(k))

)−1




k̃ nlϕ̂0(k)

k̃ (n−1)lϕ̂1(k)
. . .

k̃ lϕ̂n−1(k)


 ,

j = 0, 1, . . . , n. (37)

Оскiльки для визначника Вандермонда
(
W (λ1(k)) ... W (λn(k))

)

справджується формула [5]

(
W (λ1(k)) . . . W (λn(k))

)−1
=

=
(
diag

(
f ′

k(λ1(k)), . . . , f ′
k(λn(k))

))−1

×

×




W T (λ1(k))
. . .

W T (λn(k))







ãn−1(k) ãn−2(k) . . . ã1(k) 1
. . . . . . . . . . . . . . . .
ã1(k) 1

1


 ,

де f ′
k(λj(k)) =

n∏
α=1,α6=j

(
λj(k) − λα(k)

)
, то iз формул (37) випливає

k̃ (n−j)luk(t) =

(
λj

1(k) exp
(
λ1(k)tk̃ l

)

f ′
k(λ1(k))

...
λj

n(k) exp
(
λn(k)tk̃ l

)

f ′
k(λn(k))

)
×

×




W T (λ1(k))
. . .

W T (λn(k))







ãn−1(k) ãn−2(k) ... ã1(k) 1
. . . . . . . . . . . . . . . .
ã1(k) 1

1


×
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×




k̃ nlϕ̂0(k)

k̃ (n−1)lϕ̂1(k)
. . .

k̃ lϕ̂n−1(k)


 , j = 0, 1, . . . , n. (38)

Нехай D(k) =
∏

1≤α<β≤n

(
λα(k) − λβ(k)

)2
— дискримiнант [6, с. 34]

многочлена fk(λ), тодi

(
f ′

k(λj(k))
)−2

=
∏

1≤α<β≤n,α6=j

(
λα(k) − λβ(k)

)2
/D(k).

Iз обмеженостi (стосовно k ∈ Zp) чисел λ1(k), . . . , λn(k), ã1(k), . . . ,
ãn−1(k), на основi рiвностей (38) отримаємо оцiнки

exp
(
− 2Λtk̃ l

)∣∣k̃ (n−j)lu
(j)
k (t)

∣∣2 ≤

≤ C7

|D(k)|
∑n−1

α=0

∣∣k̃ (n−α)lϕ̃α(k)
∣∣2, k ∈ Z

p \ S,

(39)

де C7 > 0 — деяка стала.
Зауважимо, що для рiвнянь (26) та (27) дискримiнант D(k)

не залежить вiд k ∈ Z
p, причому |D(k)| =

∏
1≤α<β≤n

|ηα − ηβ|2 = nn

у випадку рiвняння (26) i D(k) = 0 у випадку рiвняння (27).
Позначимо b = (b1, . . . , bp) ∈ Op вектор, складений iз кое-

фiцiєнтiв bj при похiдних Dnl
j , j = 1, . . . , p, у диференцiально-

му виразi an(D), тобто an(D) = b1D
nl
1 + · · · + bpD

nl
p + · · · , де

три крапки означають доданки, що не залежать вiд b1, . . . , bp.
Таким чином вiльний член ãn(k) многочлена fk(λ) має вигляд

ãn(k) = b1(k1/k̃)nl + · · ·+ bp(kp/k̃)nl + ǎn(k), де многочлен ǎn(k) не
залежить вiд змiнних b1, . . . , bp.

Лема 1. Нехай 0 < ε < 1, r > p i всi коефiцiєнти рiвняння
(35), за винятком коефiцiєнтiв b1, . . . , bp, фiксованi. Тодi для всiх
векторiв b ∈ Op\Wε, де мiра множини Wε, Wε ⊂ Op, задовольняє
нерiвнiсть mes Wε ≤ ε, справджується оцiнка

|D(k)| ≥ ε(n−1)/2C8k̃
(1−n)r/2, k ∈ Z

p \ {0}, (40)

де додатна стала C8 не залежить вiд k та вiд коефiцiєнтiв
рiвняння (35) i визначається формулою

C8 = nn
(
πp(p + 1)nl

∑

k 6=0

k̃ −r
)(1−n)/2

.
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Доведення. Нехай Wε(k), k ∈ Zp \ {0}, — множина векторiв b ∈
Op, для яких при фiксованому k виконується протилежна до (40)
оцiнка

|D(k)| ≥ ε(n−1)/2C8k̃
(1−n)r/2. (41)

Iз формули для дискримiнанта D(k), яка пов’язує коренi i коефi-
цiєнти многочлена fk(λ), а саме

D(k) = det col
((

ãj−i(k)
)

i=1,...,n−1
j=1,...,2n−1

,
(
(n − j + i)ãj−i(k)

)
i=1,...,n
j=1,...,2n−1,

)
,

де ãj(k) = 0 при j < 0 та при j > n, видiлимо доданок iз макси-
мальним степенем коефiцiєнта ãn(k), а саме

D(k) = nnãn−1
n (k) + · · · .

Нехай k ∈ Kj, де 1 ≤ j ≤ p, тодi

|D(k)| = nn
(
|kj|/k̃

)(n−1)nl|bn−1
j + Qk(bj)|,

де Qk(bj) є многочленом степеня не вище n−2 змiнної bj iз коефi-
цiєнтами, що залежать вiд вектора k та вiд змiнних b1, . . . , bj−1,
bj+1, . . . , bp. За лемою А. Картана [7, с. 267] мiра множини W ′

ε(k)
тих b ∈ O, для яких виконується нерiвнiсть (41) при фiксованому
векторi (b1, . . . , bj−1, bj+1, . . . , bp) ∈ Op−1, справджує оцiнку

mes W ′
ε(k) ≤ επC

2/(n−1)
8 k̃ −rn2n/(1−n)(k̃ /|kj|)2nl ≤

≤ επC
2/(n−1)
8 n2n/(1−n)(p + 1)nlk̃ −r.

Пiсля iнтегрування за змiнними b1, . . . , bj−1, bj+1, . . . , bp по областi
Op−1 маємо

mes Wε(k) ≤ επpC
2/(n−1)
8 n2n/(1−n)(p + 1)nlk̃ −r.

Якщо Wε =
⋃

k∈Zp\{0} Wε(k), то для кожного вектора b ∈ Wε хоча

б для одного вектора k ∈ Zp\{0} виконується нерiвнiсть (41); для
всiх векторiв b ∈ Op\Wε, справджується нерiвнiсть (40). Оскiльки
mes Wε =

∑
k∈Zp\{0} mes Wε(k), то, враховуючи вибiр сталої C8,

маємо mes Wε ≤ ε. Лему доведено.

Теорема 1. Нехай 0 < ε < 1, r > p та ϕα ∈ H(n−α)l+(n−1)r/4(Ω
p
2π),

де α = 0, 1, . . . , n − 1. Тодi для всiх векторiв b ∈ Op \ Wε, де
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mes Wε ≤ ε, iснує розв’язок u=u(t,x) задачi (35), (28) iз простору
E

n
−Λ,l(Dp) i справджується оцiнка

‖u;En
−Λ,l(Dp)‖2 ≤

(
C9ε

−(n−1)/2+C10

) n−1∑

α=0

‖ϕα;H(n−α)l+(n−1)r/4(Ω
p
2π)‖2,

де стала C9 = C9(n, m, p, r, B) не залежить вiд вектора b, C10 =
C10(n, B, b).

Доведення. Пiдставивши нерiвнiсть (40) в оцiнку (39), от-
римуємо

exp(−Λtk̃ l)|k̃ (n−j)lu
(j)
k (t)|2 ≤

≤ C7C
−1
8 ε−(n−1)/2

∑n−1
α=0

∣∣k̃ (n−α)l+(n−1)r/4ϕ̂α(k)
∣∣2, k ∈ Zp \ S.

Пiдсумовуючи по векторах k ∈ Zp з урахуванням скiнченностi
множини S, отримуємо шукану нерiвнiсть. Теорему доведено.

5. Висновки.

Встановлено умови розв’язностi задачi Кошi для рiвнянь з
частинними похiдними зi сталими коефiцiєнтами у просторах 2π-
перiодичних за змiнною x функцiй. Питання iснування розв’язку
пов’язано з проблемою малих знаменникiв — дискримiнантiв D(k).
Вiдмiннiсть малих знаменникiв у задачi Кошi вiд малих знамен-
никiв у багатьох крайових задачах полягає в тому, що вони обер-
таються в нуль разом iз вiдповiдними чисельниками дробiв i тому
цi дроби завжди мають оцiнку зверху.

Використання метричного пiдходу до оцiнки малих знамен-
никiв дозволяє покращити вказанi оцiнки та встановити вищу
гладкiсть розв’язку для майже всiх диференцiальних рiвнянь.
Гладкiсть розв’язку пiдвищується (чи послаблюються умови на
правi частини задачi), якщо кiлькiсть просторових змiнних p та
зведений порядок рiвняння l задовольняють нерiвнiсть p/l < 4.
Коли кiлькiсть просторових змiнних в чотири або бiльше разiв
перевищує зведений порядок рiвняння, то використання метрич-
ного пiдходу не дає пiдвищення гладкостi розв’язку, яка в цьому
випадку не залежить вiд кiлькостi просторових змiнних.
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