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Знайдено класи коректностi нелiнiйних елiптичних нерiвностей зi сте-
пеневими нелiнiйностями в необмежених областях. Елементи цих класiв мо-
жуть мати довiльну поведiнку на нескiнченностi. Розглядається випадок
змiнних та рiзних вiдносно рiзних похiдних показникiв нелiнiйностi i шука-
ються узагальненi розв’язки вiдповiдних задач з узагальнених анiзотропних
просторiв Лебега-Соболєва
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Вступ.

Нелiнiйнi рiвняння та нерiвностi зi змiнними показниками
нелiнiйностi в анiзотропних просторах виникають при матема-
тичному моделюваннi багатьох прикладних задач ([1]—[3]). На-
приклад, у монографiї [3] описано два типи фiзичних процесiв:
процес вiдновлення зображення та потоки електро-реологiчних
речовин, математичне моделювання яких приводить до рiвнянь
зi змiнними показниками нелiнiйностi.

Модельним прикладом задач, якi ми дослiджуємо, є така за-
дача: знайти функцiю u : Ω → [0; +∞), для якої виконуються
умови

−
n∑

i=1

ai

(
|uxi

|pi(x)−2uxi

)
xi

+ a0|u|
p0(x)−2u = f в Ω+ def

={x : u(x) > 0},

u = 0 на ∂Ω, (1)

де Ω — необмежена область в R
n з межею ∂Ω; pi(x) > 1, x ∈ Ω

(i = 0, n); ai > 0 (i = 0, n) — довiльнi сталi; f ≤ 0 — задана на Ω
функцiя.

Узагальненим розв’язком цiєї задачi називається функцiя u ≥

0 з протору
◦

W 1
p( · ), loc(Ω) (означення цього простору дано пiзнiше),
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яка задовольняє iнтегральну нерiвнiсть

∫

Ω

{ n∑

i=1

ai|uxi
|pi(x)−2uxi

(w (v − u))xi
+

+a0|u|
p0(x)−2uw (v − u) − f w (v − u)

}
d x ≥ 0 (2)

для довiльних v ∈
◦

W 1
p( · ), loc(Ω), v ≥ 0, та w ∈ C1(Ω), w ≥ 0, suppw

— компакт в Ω. Така задача є прикладом варiацiйної нерiвностi
в необмеженiй областi.

Варiацiйнi елiптичнi нерiвностi вивчались в багатьох роботах
([4]—[14]). Зокрема, в роботi [6] розглянуто узагальнення задачi
(1) при p0(x) > 2, pi(x) = 2 (i = 1, n) на випадок систем елiп-
тичних варiацiйних нерiвностей другого порядку, коли не накла-
даються обмеження на поведiнку розв’язку i зростання вихiдних
даних на нескiнченностi. Пiзнiше аналогiчнi результати були от-
риманi для деякого класу варiацiйних нерiвностей вищих поряд-
кiв ([7]). У данiй роботi ми розглядаємо випадок, коли p0(x) ≥ 2,
1 < pi(x) ≤ 2 (i = 1, n).

1. Основнi позначення.

Нехай n— яке-небудь натуральне число. Через R
n позначати-

мемо арифметичний простiр впорядкованих наборiв з n дiйсних
чисел, тобто лiнiйний простiр, складений з елементiв вигляду x =
(x1, . . . , xn), де xi ∈ R (i = 1, n), з нормою |x| =

√
x2

1 + . . .+ x2
n.

Всi функцiї, якi тут розглядаються, визначенi на вiдповiдних
множинах просторiв R

n та R
n+1 i приймають значення в R. Якщо

v(z), z ∈ D̃, — яка-небудь функцiя, то пiд v|D розумiтиметься її
звуження на множину D ⊂ D̃.

Нехай Ω — необмежена область в просторi R
n з кусково-

гладкою межею ∂Ω. Не зменшуючи загальностi, припустимо, що
0 ∈ Ω. Для довiльного R > 0 позначимо через ΩR зв’язну компо-
ненту множини Ω ∩ {x : |x| < R} таку, що 0 ∈ ΩR.

Нехай r — функцiя з простору L∞(Ω) така, що r(x) ≥ 1 для
майже всiх x ∈ Ω. Для будь-якого R > 0 на просторi C(ΩR)
(неперервних на ΩR функцiй) можна ввести норму

‖v‖Lr( · )(ΩR)

def
= inf{λ > 0 : ρr,R(v/λ) ≤ 1}, де ρr,R(v)

def
=

∫

ΩR

|v(x)|r(x) dx.
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Поповнення лiнiйного простору C(ΩR) за цiєю нормою, яке нази-
вається узагальненим простором Лебега, позначимо через Lr( · )

(ΩR) (див., наприклад, [15]). Очевидно, що Lr( · )(ΩR) є лiнiйним
пiдпростором простору L1(ΩR). Пiд Lr( · ), loc(Ω) розумiтимемо за-
микання простору C(Ω) за топологiєю, породженою системою
пiвнорм: ‖ · ‖Lr( · )(ΩR), R > 0. Покладемо

Lr( · )(Ω) =
{
v ∈ Lr( · ), loc(Ω) : sup

R>0
‖v|ΩR

‖Lr( · )(ΩR) <∞
}
.

Нехай pi ∈ L∞, loc(Ω), i = 0, n, причому pi(x) ≥ 1 (i = 0, n)

для майже всiх x ∈ Ω. Позначимо p
def
=(p0, p1, . . . , pn). Для кожного

R > 0 пiд W 1
p( · )(ΩR) розумiтимемо банахiв простiр, отриманий

поповненням простору C1(ΩR) за нормою

‖v‖W 1
p( · )

(ΩR)
def
= ‖v‖Lp 0( · )(ΩR) +

n∑

i=1

‖vxi
‖Lp i( · )

(ΩR).

Очевидно, що W 1
p( · )(ΩR) є пiдпростором простору

{
v(x), x ∈ ΩR :

v ∈ Lp 0( · )(ΩR), vxi
∈ Lpi( · )(ΩR) (i = 1, n)

}
. На просторi C1(Ω)

введемо топологiю лiнiйного локально опуклого простору за до-
помогою системи пiвнорм: ‖ · ‖W 1

p( · )
(ΩR) , R > 0 (див. [16]). Зами-

кання простору C1(Ω) за введеною топологiєю позначимо через
W 1

p( · ), loc
(Ω). Очевидно, що послiдовнiсть {vk}

∞
k=1 є збiжною до v

в цьому просторi, якщо ‖vk − v‖W 1
p( · )

(ΩR)−→
k→∞

0 для кожного R > 0.

Зауважимо, що v
∣∣
ΩR

∈ W 1
p( · )(ΩR) для будь-якого R > 0, якщо

v ∈ W 1
p( · ), loc

(Ω).

Нехай C1
c
(Ω) – пiдпростiр простору C1(Ω), який складається

з функцiй, носiї яких є компактами в Ω. Покладемо

C1,+(Ω)
def
={v ∈ C1(Ω) : v ≥ 0 на Ω},

C1,+
c (Ω)

def
={v ∈ C1

c (Ω) : v ≥ 0 на Ω}.

2. Формулювання задачi i основних резуль-
татiв.

Далi всюди припускатимемо, що виконуються умови
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(P) pi ∈ L∞, loc(Ω), i = 0, n,

p−0
def
= ess inf

x∈Ω
p 0(x) ≥ 2, p+

0
def
= ess sup

x∈Ω
p 0(x) <∞,

p−i
def
= ess inf

x∈Ω
pi(x) > 1, p+

i
def
= ess sup

x∈Ω
pi(x) ≤ 2, i = 1, n,

q−i
def
= ess inf

x∈Ω
qi(x) > n, q+

i
def
= ess sup

x∈Ω
qi(x) < +∞, i = 1, n,

де qi(x)
def
= p0(x)pi(x)

p0(x)−pi(x)
, x ∈ Ω (i = 1, n). Через p∗i позначатиме-

мо функцiю таку, що 1
pi(x)

+ 1
p∗i (x)

= 1 (i = 0, n) для майже
всiх x ∈ Ω.

(A1) Для кожного i ∈ {0, . . . , n} функцiя ai(x, ξ), (x, ξ) ∈ Ω × R,
є каратеодорiвською, тобто для майже всiх x ∈ Ω функцiя
ai(x, · ) : R → R є неперервною i для всiх ξ ∈ R функцiя
ai(· , ξ) : Ω → R є вимiрною за Лебегом;

(A1
′) ai(x, 0) = 0 (i = 0, n) для майже всiх x ∈ Ω;

(A2) для кожного i ∈ {1, . . . , n} та майже всiх x ∈ Ω iснує похiдна
∂ai(x, ξ)

∂ξ
, ξ 6= 0, i виконується нерiвнiсть

Ki|ξ|
pi(x)−2 ≤

∂ai(x, ξ)

∂ξ
≤ K̃i(1 + |x|)σi|ξ|pi(x)−2, ξ 6= 0,

де Ki > 0, K̃i > 0, σi ≥ 0 — деякi сталi;

(A3) для майже всiх x ∈ Ω iснує похiдна ∂a0(x, ξ)
∂ξ

, ξ 6= 0, i викону-
ються нерiвностi

∂a0(x, ξ)

∂ξ
≥ K0|ξ|

p0(x)−2, ξ 6= 0,

та |a0(x, ξ)| ≤ K̃0|ξ|
p 0(x)−1 + h(x), ξ ∈ R,

деK0, K̃0 — деякi додатнi сталi, а h— функцiя з Lp ∗

0( · ), loc(Ω);

(A4) сталi σ1, . . . , σn в умовi (A2) такi, що

n− q−i + σi
q+
i

p−i
< 0, i = 1, n;
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(F) fi ∈ Lp ∗

i ( · ), loc(Ω), i = 0, n.

Зауваження 1. Умови (A1) − (A4) задовольняють функцiї

a0(x) |ξ|
p 0(x)−2 ξ, a1(x) |ξ|

p 1(x)−2 ξ, . . . , an(x) |ξ|p n(x)−2 ξ,

де ai ∈ L∞, loc(Ω) i |ai(x)| ≤ K∗
i (1+|x|)σi, K∗

i > 0 — стала (i = 0, n).

Вiдмiтимо, що для дiйсних чисел r, rk, k ∈ N, i довiльного
p > 1 виконується нерiвнiсть (|rk|

p−2rk−|r|p−2r)(rk−r) ≥ 0 (k ∈ N)
i маємо (|rk|

p−2rk − |r|p−2r)(rk − r)−→
k→∞

0 тодi i лише тодi, коли

rk−→
k→∞

r. Тому на лiнiйному просторi W 1
p( · ), loc

(Ω) можна ввести

таке поняття збiжностi послiдовностей: послiдовнiсть елементiв
{vk}

∞
k=1 збiжна до v, якщо

∫

ΩR

{ n∑

i=1

(
|vk,xi

|pi(x)−2vk,xi
− |vxi

|pi(x)−2vxi

)
×

×
(
vk,xi

− vxi

)
+ |vk − v|p0(x)

}
d x−→

k→∞
0

для будь-якого R > 0. Цей простiр з такою збiжнiстю позначимо
через Up.

Пiд K розумiтимемо опуклу замкнену пiдмножину локально
опуклого простору W 1

p( · ), loc
(Ω), яка мiстить 0.

Розглянемо задачу: знайти функцiю u ∈ Up, що задовольняє
включення u ∈ K i нерiвнiсть

∫

Ω

{ n∑

i=1

ai(x, uxi
) (w(v − u))xi

+ a0(x, u)w(v − u)
}
d x ≥

≥

∫

Ω

{
f0 w(v − u) +

n∑

i=1

fi (w(v − u))xi

}
d x. (3)

для будь-яких w ∈ C1,+
c (Ω) i v ∈ K. Шукану функцiю u назива-

тимемо узагальненим розв’язком нерiвностi (3).

Зауваження 2. Як випливає з формулювання нашої задачi, умо-
ва (A1

′) не є принциповою, оскiльки в iншому випадку, ввiвши
позначення

ãi(x, ξ)
def
= ai(x, ξ) − ai(x, 0),

f̃i(x)
def
= fi(x) − ai(x, 0) для м. в. x ∈ Ω (i = 0, n),
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нерiвнiсть (3) можна записати з ãi, f̃i замiсть вiдповiдно ai, fi,
причому ãi(x, 0) = 0 (i = 0, n) для майже всiх x ∈ Ω.

Теорема 1. Нехай виконуються умови (P), (A1) – (A4), (F).
Тодi нерiвнiсть (3) має не бiльше одного узагальненого розв’язку,
а якщо вiн iснує, то для нього i будь-яких R0, R, 0 < R0 < R,
R ≥ 1, виконується нерiвнiсть

∫

ΩR0

{ n∑

i=1

|uxi
(x)|pi(x) + |u(x)|p 0(x)

}
d x ≤

(
R

R−R0

)s [
C1R

n−γ+

+C2

∫

ΩR

{
|f0(x)|

p∗0(x) +
n∑

i=1

|fi(x)|
p∗i(x)

}
d x

]
, (4)

де γ = min
1≤i≤n

(q−i − σiq
+
i /p

−
i ); s > max

1≤ i≤n
q+
i — довiльне число; C1, C2

— деякi додатнi сталi, якi залежать тiльки вiд n, s, p−i , p
+
i

(i = 0, n), q−i , q
+
i (i = 1, n).

Нехай W 1
p( · ), c(Ω) — лiнiйний пiдпростiр лiнiйного простору

W 1
p( · ), loc(Ω), який складається з функцiй, носiї яких є компактами

в Ω (зокрема, межi носiїв можуть мати непорожнiй перетин з ме-
жею ∂Ω). На просторi W 1

p( · ), c(Ω) збiжнiсть послiдовностей визна-
чається так: послiдовнiсть {fk}

∞
k=1 збiжна до f в W 1

p( · ), c(Ω), якщо
iснує значення R > 0 таке, що носiї членiв послiдовностi лежать в
ΩR i ‖f − fk‖W 1

p( · )
(ΩR) −→

k→∞
0. Спряжений до W 1

p( · ), c(Ω) простiр по-

значатимемо через (W 1
p( · ), c(Ω))∗, а дiю елемента f ∈ (W 1

p( · ), c(Ω))∗

на елемент v ∈ W 1
p( · ), c(Ω) через 〈f, v〉∗.

Надалi припускатимемо, що

(K) для множини K iснує оператор

β : W 1
p( · ), loc(Ω) −→ (W 1

p( · ), c(Ω))∗

такий, що K = {v ∈ W 1
p( · ), loc(Ω) : β(v) = 0};

〈β(u1) − β(u2), w(u1 − u2)〉∗ ≥ 0

∀u1, u2 ∈ W 1
p( · ), loc(Ω), w ∈ C1,+

c (Ω);

β(vw) = 0 ∀v ∈ K,w ∈ C1,+(Ω). (5)
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Зауваження 3. Нехай G ⊆ Ω — пiдобласть або кусково-гладка
поверхня, а K — пiдмножина множини W 1

p( · ), loc(G), яка скла-
дається з невiд’ємних на G функцiй. Очевидно, що K — опукла
замкнена множина. Для множини K визначимо оператор β, який
задовольняє умову (K), за правилом

〈βu, v〉∗ =

∫

G

u(−)v d µ ∀u ∈ W 1
p( · ), loc(G), v ∈ W 1

p( · ), c(G),

де d µ = d x, якщо G — пiдобласть, i d µ = dG, якщо G — поверх-
ня; u(−)(x) = u(x) при u(x) < 0 i u(−)(x) = 0 при u(x) ≥ 0 для
майже всiх x ∈ G.

Теорема 2. Нехай виконуються умови теореми 1 i, крiм того,
умова (K). Тодi iснує єдиний узагальнений розв’язок нерiвностi
(3).

Якщо додатково fi = 0, i = 1, n, то для довiльних функ-
цiї f0 та послiдовностi функцiй {f k

0 }
∞
k=1 таких, що f k

0 −→
k→∞

f0 в

Lp∗0( · ), loc(Ω) маємо uk−→
k→∞

u в Up , де для кожного k ∈ N uk — уза-

гальнений розв’язок нерiвностi, яка вiдрiзняється вiд (3) тiльки
тим, що замiсть f0 стоїть f k

0 , а fi = 0, i = 1, n.

3. Допомiжнi твердження.

Легко встановити правильнiсть такого твердження (див. [17],
ст. 312).

Лема 1. Нехай

r ∈ L∞(Ω), r−
def
= ess inf

x∈Ω
r(x) > 1, r+ def

= ess sup
x∈Ω

r(x) < +∞.

Тодi для будь-якої функцiї v ∈ Lr( · ), loc(Ω) справедливi нерiвностi

min
{

(ρr,R(v))
1

r− , (ρr,R(v))
1

r+

}
≤

≤ ‖v‖Lr( · )(ΩR) ≤ max
{

(ρr,R(v))
1

r− , (ρr,R(v))
1

r+

}
,

min
{
‖v‖r−

Lr( · )(ΩR), ‖v‖
r+

Lr( · )(ΩR)

}
≤ ρr,R(v) ≤

≤ max
{
‖v‖r−

Lr( · )(ΩR), ‖v‖
r+

Lr( · )(ΩR)

}
.
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Використовуючи вiдомi твердження математичного аналiзу
стосовно глобального екстремуму функцiй однiєї змiнної, легко
довести (див., напр., [19]) таке твердження.

Лема 2. Для будь-яких t, s ∈ R справедливi нерiвностi

(|s|q−2s− |t|q−2t)(s− t) ≥ 22−q|s− t|q, якщо q ≥ 2, (6)

0 ≤ (|s|q−2s− |t|q−2t)(s− t) ≤ 22−q|s− t|q, якщо 1 < q ≤ 2. (7)

Зауваження 4. Для довiльних a ≥ 0, b ≥ 0, ε > 0, ν > 1 з нерiв-
ностi Юнга [18]: a b ≤ aν

ν
+ aν∗

ν∗
, ν ∗ = ν

ν−1
, випливає нерiвнiсть

a b ≤ εaν + ε1−ν∗

b ν∗

. (8)

А з нерiвностi Юнга: a b c ≤ aν1

ν1
+ aν2

ν2
+ aν3

ν3
, a ≥ 0, b ≥ 0, c ≥ 0, ε >

0, ν1 > 1, ν2 > 1, ν3 > 1, 1
ν1

+ 1
ν2

+ 1
ν3

= 1, легко отримати нерiвнiсть

a b c ≤ εaν1 + εbν2 + ε1−ν3 cν3. (9)

Лема 3. Нехай виконуються умови (P), (A1)–(A3). Тодi для
майже всiх x ∈ Ω та довiльних ξ1, ξ2 з R виконуються нерiвно-
стi

(a0(x, ξ1) − a0(x, ξ2))(ξ1 − ξ2) ≥ K−
0 |ξ1 − ξ2|

p0(x), (10)

(ai(x, ξ1) − ai(x, ξ2))(ξ1 − ξ2) ≥

≥ K−
i

(
|ξ1|

pi(x)−2ξ1 − |ξ2|
pi(x)−2ξ2

)(
ξ1 − ξ2

)
, i = 1, n, (11)

(ai(x, ξ1) − ai(x, ξ2))(ξ1 − ξ2) ≤

≤ K+
i (1 + |x|)σi|ξ1 − ξ2|

pi(x), i = 1, n, (12)

де K−
i (i = 0, n), K+

j (j = 1, n)— деякi додатнi сталi.

Доведення. Спочатку доведемо нерiвнiсть (10). Використавши
першу з нерiвностей умови (A3) та лему 2, для м. в. x ∈ Ω i
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будь-яких ξ1, ξ2 ∈ R отримаємо

(a0(x, ξ1) − a0(x, ξ2))(ξ1 − ξ2) =
1∫
0

d a0(x,τξ1+(1−τ)ξ2)
d τ

d τ · (ξ1 − ξ2) =

=
1∫
0

∂ a0(x,τξ1+(1−τ)ξ2)
∂ ξ

(ξ1 − ξ2) d τ · (ξ1 − ξ2) ≥

≥ K0

1∫
0

|τξ1 + (1 − τ)ξ2|
p0(x)−2(ξ1 − ξ2) d τ · (ξ1 − ξ2) =

= [s = τξ1 + (1 − τ)ξ2] = K0

ξ1∫
ξ2

|s|p0(x)−2 d s · (ξ1 − ξ2) =

= K0
|s|p0(x)−2s
p0(x)−1

∣∣∣
s=ξ1

s=ξ2
(ξ1 − ξ2) =

= K0

p0(x)−1
(|ξ1|

p0(x)−2ξ1 − |ξ2|
p0(x)−2ξ2)(ξ1 − ξ2) ≥

≥ K022−p0(x)

p0(x)−1
|ξ1 − ξ2|

p0(x) ≥ K02
2−p

+
0

p+
0 −1

|ξ1 − ξ2|
p0(x) = K−

0 |ξ1 − ξ2|
p0(x),

де K−
0 = (K02

2−p+
0 )/(p+

0 − 1). Аналогiчно доводяться нерiвностi
(11) та (12). 2

Лема 4. Нехай виконуються умови (P), (A1)–(A4) i функцiї
f 1

0 , f
2
0 ∈ Lp∗0( · ), loc(Ω), fi ∈ Lp∗i ( · ), loc(Ω) (i = 1, n), u1, u2 ∈ K такi,

що

∫

ΩR∗

{ n∑

i=1

ai(x, ul,xi
)(w(v − ul))xi

+ a0(x, ul)w(v − ul)
}
d x ≥

≥

∫

ΩR∗

{
f l

0(x)w(v − ul) +
n∑

i=1

fi(x)(w(v − ul))xi

}
d x (13)

для довiльних l ∈ {1, 2}, v ∈ K, w ∈ C1,+
c (Ω), supp w ⊂ ΩR∗

, де
R∗ ≥ 1.

Тодi для будь-яких чисел R0 > 0,R ≥ 1, R0 < R ≤ R∗, спра-
ведлива нерiвнiсть

∫

ΩR0

{ n∑

i=1

(|u1,xi
|pi(x)−2u1,xi

− |u2,xi
|pi(x)−2u2,xi

)(u1,xi
(x) − u2,xi

(x))+

+ |u1(x) − u2(x)|
p 0(x)

}
d x ≤
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≤

(
R

R− R0

)s [
C3R

n−γ + C4

∫

ΩR

|f 1
0 (x) − f 2

0 (x)|p
∗

0(x) d x
]
, (14)

де s i γ — такi ж, як в умовi теореми 1, a C3, C4 — додатнi
сталi, якi вiд ul, f

l
0 (l = 1, 2), fi (i = 1, n) не залежать.

Доведення. Довiльно виберемо i зафiксуємо числа R0, R за умо-
ви, що 0 < R0 < R ≤ R∗, R ≥ 1. Додавши iнтегральнi нерiвностi,
отриманi з (13) при l = 1 i l = 2, та поклавши v = 1

2
(u1 + u2),

матимемо

∫

ΩR∗

{ n∑

i=1

(ai(x, u1,xi
) − ai(x, u2,xi

))(w(u1 − u2))xi
+

+ (a0(x, u1) − a0(x, u2))w(u1 − u2)
}
d x ≤

≤

∫

ΩR∗

(f 1
0 − f 2

0 )w(u1 − u2) d x, (15)

де w ∈ C1,+
c (Ω), suppw ⊂ ΩR∗

.
Покладемо в (15) (див. [20, ст.220]) w = ζs, де

ζ(x) =

{
1
R
(R2 − |x|2), |x| < R,

0, |x| ≥ R,
(16)

s > 1 — достатньо велике число (значення s уточнимо пiзнiше).
У результатi отримаємо нерiвнiсть

∫

ΩR

{ n∑

i=1

(ai(x, u1,xi
) − ai(x, u2,xi

)) (u1 − u2)xi
ζs+

+(a0(x, u1)−a0(x, u2)) (u1−u2) ζ
s
}
d x ≤

∫

ΩR

(f 1
0−f

2
0 ) (u1−u2) ζ

s d x−

−s

∫

ΩR

n∑

i=1

(ai(x, u1,xi
) − ai(x, u2,xi

)) (u1 − u2) ζ
s−1ζxi

d x. (17)

Оцiнимо члени нерiвностi (17). На пiдставi нерiвностi (10)
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маємо
∫

ΩR

(a0(x, u1) − a0(x, u2)) (u1 − u2) ζ
s d x ≥

≥ K−
0

∫

ΩR

|u1(x) − u2(x)|
p 0(x) ζs d x. (18)

Використавши нерiвнiсть (8), здобудемо
∫

ΩR

(f 1
0 (x) − f 2

0 (x)) (u1(x) − u2(x)) ζ
s(x) d x ≤

≤ η1

∫

ΩR

|u1(x) − u2(x)|
p 0(x) ζs(x) d x+

+ C5(η1)

∫

ΩR

|f 1
0 (x) − f 2

0 (x)|p
∗

0(x) ζs(x) d x, (19)

де η1 — довiльне число з iнтервалу (0; 1), C5(η1) = η
1−p+

0
1 .

Тепер зауважимо, що

1

p∗i(x)
+

1

p 0(x)
< 1

для м.в. x ∈ Ω та будь-якого i ∈ {1, . . . , n}. (20)

Справдi, оскiльки q+
i ≥ q−i > n (i = 1, n), то

1

p∗i(x)
+

1

p 0(x)
=
p 0(x)p i(x) − p 0(x) + p i(x)

p 0(x)p i(x)
=

= 1 −
1

q i(x)
≤ 1 −

1

q+
i

< 1.

Нехай x ∈ ΩR — яка-небудь точка така, що u1(x), u2(x), p
−
i ≤

p i(x) ≤ p+
i (i = 0, n), aj(x, ul,xj

(x)) (l = 1, 2, j = 1, n) визначенi
i виконується (20). Зафiксуємо i ∈ {1, . . . , n}. Поклавши в нерiв-
ностi (9) ν1 = p∗i(x), ν2 = p 0(x), ν3 = q i(x),

a = |ai(x, u1,xi
(x)) − ai(x, u2,xi

(x))|(K+
i (1 + |x|)σi)

− 1
p i(x) ζs/ν1(x),
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b = |u1(x) − u2(x)|ζ
s/ν2(x),

c = (K+
i (1 + |x|)σi)

1
p i(x) |ζxi

(x)|ζs/ν3−1(x),

ε = η2 ∈ (0; 1) та врахувавши, що |ζxi
(x)| ≤ 2, отримаємо

|ai(x, u1,xi
(x)) − ai(x, u2,xi

(x))| |u1(x) − u2(x)| |ζxi
(x)| ζs−1(x) ≤

≤ η2|ai(x, u1,xi
(x)) − ai(x, u2,xi

(x))|p
∗

i(x)(K+
i (1 + |x|)σi)

−
p∗i(x)

p i(x) ζs(x)+

+ η2|u1(x) − u2(x)|
p 0(x)ζs(x)+

+ C6(η2)(K
+
i (1 + |x|)σi)

q i(x)

p i(x) ζ s−qi(x)(x), (21)

де C6(η2) = max
i∈{1,...,n}

η
1−q+

i

2 2q+
i .

На пiдставi нерiвностi (12) леми 3, матимемо

|ai(x, u1,xi
(x)) − ai(x, u2,xi

(x))|p
∗

i(x)(K+
i (1 + |x|)σi)

−
p∗i(x)

p i(x) ζs(x) ≤

≤
(
K+

i (1 + |x|)σi |u1,xi
(x) − u2,xi

(x)|p i(x)−1
)p∗i(x)−1

×

×|ai(x, u1,xi
(x)) − ai(x, u2,xi

(x))|(K+
i (1 + |x|)σi)

−
p∗i(x)

p i(x) ζs(x) =

= (ai(x, u1,xi
(x)) − ai(x, u2,xi

(x)))(u1,xi
(x) − u2,xi

(x))ζs(x). (22)

Взявши до уваги, що |ζ(x)| ≤ R i R ≥ 1, при s > qi(x) мати-
мемо

(K+
i (1 + |x|)σi)

q i(x)

p i(x) ζ s−qi(x)(x) ≤ C7R
s−q i(x)+σi

q i(x)

p i(x) , (23)

де C7 — деяка додатна стала.
Нерiвностi (21)—(23) виконуються для кожного i ∈ {1, . . . , n}

та майже всiх x ∈ ΩR. Звiдси, припустивши, що s > max
1≤i≤n

q+
i ,

одержимо

−s

∫

ΩR

n∑

i=1

(ai(x, u1,xi
) − ai(x, u2,xi

)) (u1 − u2) ζ
s−1 ζxi

d x ≤

≤ snη2

∫

ΩR

{ n∑

i=1

(ai(x, u1,xi
) − ai(x, u2,xi

))(u1,xi
− u2,xi

)+
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+ |u1(x) − u2(x)|
p 0(x)

}
ζs d x+

+ sC6(η2)C7

∫

ΩR

n∑

i=1

R
s−q i(x)+σi

q i(x)

p i(x)d x. (24)

З (17) на пiдставi (18), (19) та (24), вибираючи достатньо
малими значення η1, η2, отримаємо

∫

ΩR

{ n∑

i=1

(ai(x, u1,xi
) − ai(x, u2,xi

))(u1,xi
(x) − u2,xi

(x))+

+ |u1(x) − u2(x)|
p 0(x)

}
ζs(x) d x ≤ C8

∫

ΩR

n∑

i=1

R
s−q i(x)+σi

q i(x)

p i(x) d x+

+ C9

∫

ΩR

|f 1
0 (x) − f 2

0 (x)|p
∗

0(x) ζs(x) d x, (25)

де s > max
1≤i≤n

q+
i — довiльнa сталa, C8, C9 — деякi додатнi сталi.

Зауважимо, що s− q i(x) + σi
q i(x)
p i(x)

≤ s− q−i + σi
q+
i

p−i
для майже

всiх x ∈ Ω i будь-яких i ∈ {1, . . . , n}. Легко переконатися, що
0 ≤ ζ(x) ≤ R, коли x ∈ R

n, та ζ(x) ≥ R − R0 при |x| ≤ R0,
де R0 ∈ (0, R) — яке-небудь число. Взявши до уваги сказане i,
зокрема, те, що R ≥ 1, з (25) на пiдставi нерiвностi (11) здобудемо

∫

ΩR0

{ n∑

i=1

(|u1,xi
|pi(x)−2u1,xi

− |u2,xi
|pi(x)−2u2,xi

)(u1,xi
− u2,xi

)+

+ |u1(x) − u2(x)|
p 0(x)

}
d x ≤

(
R

R− R0

)s
[
C10

n∑

i=1

R
n−q−i +σi

q
+
i

p
−

i +

+ C11

∫

ΩR

|f 1
0 (x) − f 2

0 (x)|p
∗

0(x) d x

]
, (26)

де C10, C11 — додатнi сталi, якi залежать тiльки вiд n, s, p−i , p
+
i

(i = 0, n), q−i , q
+
i (i = 1, n). З (26), врахувавши що n− q−i +σi

q+
i

p−i
≤

n − γ (i = 1, n), де γ = min
1≤i≤n

{
q−i − σi

q+
i

p−i

}
, отримаємо нерiвнiсть

(14). 2
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Лема 5. Нехай виконуються умови (P), (A1)–(A4), (F), a
функцiя u ∈ K така, що виконується нерiвнiсть (3) для до-
вiльних v ∈ K, w ∈ C1,+

c (Ω), suppw ⊂ ΩR∗
, де R∗ > 1 — деяке

число. Тодi для будь-яких чисел R0 > 0,R ≥ 1, R0 < R ≤ R∗,
правильна нерiвнiсть (4).

Доведення. Нехай R ≥ 1 — яке-небудь число з промiжку [1;R∗].
Покладемо в (3) v = 0, w = ζs, де ζ визначена в (16). Пiсля
простих перетворень отримаємо

∫

ΩR

{ n∑

i=1

ai(x, uxi
) uxi

+a0(x, u) u
}
ζs d x ≤

∫

ΩR

{
f0 u+

n∑

i=1

fi uxi

}
ζs d x+

+s

∫

ΩR

n∑

i=1

fi u ζ
s−1ζxi

d x− s

∫

ΩR

n∑

i=1

ai(x, uxi
) u ζs−1ζxi

d x. (27)

Оцiнимо доданки нерiвностi (27). Згiдно з нерiвностями (10)
i (11) та умовою (A1

′) одержимо

∫

ΩR

{ n∑

i=1

ai(x, uxi
) uxi

+ a0(x, u) u
}
ζs d x ≥

≥

∫

ΩR

{ n∑

i=1

K−
i |uxi

(x)|pi(x) +K−
0 |u(x)|

p 0(x)
}
ζs d x. (28)

Мiркуючи так як при отриманнi нерiвностi (19), здобудемо

∫

ΩR

f0 u ζ
s d x ≤ ε1

∫

ΩR

|u(x)|p0(x) ζs d x+

+ C12(ε1)

∫

ΩR

|f0(x)|
p∗0(x) ζs d x, (29)

∫

ΩR

n∑

i=1

fi uxi
ζs d x ≤ ε2

∫

ΩR

n∑

i=1

|uxi
(x)|pi(x) ζs d x+

+ C13(ε2)

∫

ΩR

n∑

i=1

|fi(x)|
p∗i (x) ζs d x, (30)
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де ε1, ε2 ∈ (0; 1) — довiльнi числа, а C12(ε1), C13(ε2) — деякi до-
датнi сталi.

На пiдставi нерiвностi (9) маємо

s

∫

ΩR

n∑

i=1

fi u ζ
s−1ζxi

d x ≤ ε3

∫

ΩR

|u(x)|p0(x) ζs d x+

+ε3

∫

ΩR

n∑

i=1

|fi(x)|
p∗i (x) ζs d x+ C14(ε3)

∫

ΩR

n∑

i=1

ζs−qi(x)(x)d x, (31)

де ε3 ∈ (0; 1) — довiльне число, а C14(ε3) — деякa додатнa сталa.
Поклавши в (21) i (22) u1 = u, u2 = 0, з отриманих нерiвностей,
а також з (23) одержимо

− s

∫

ΩR

n∑

i=1

ai(x, uxi
) u ζs−1ζxi

d x ≤

≤ ε4

∫

ΩR

n∑

i=1

ai(x, uxi
) uxi

ζs d x+ ε4

∫

ΩR

|u(x)|p0(x) ζs d x+

+C15(ε4)

∫

ΩR

n∑

i=1

R
s−qi(x)+σi

qi(x)

pi(x)d x, (32)

де ε4 ∈ (0; 1) — довiльне число, а C15(ε4) — деякa додатнa сталa.
Очевидно, що

∫

ΩR

n∑

i=1

ζs−qi(x)(x)d x ≤

≤

∫

ΩR

n∑

i=1

R
s−qi(x)+σi

qi(x)

pi(x)d x ≤ C16

n∑

i=1

R
n+s−q−i +σi

q
+
i

p
−

i , (33)

де C16 > 0 — деяка стала.
На пiдставi (28)—(33) з (27) при достатньо малих значеннях

ε1, . . . , ε4 отримаємо

∫

ΩR

{ n∑

i=1

|uxi
(x)|pi(x) + |u(x)|p 0(x)

}
ζs(x) d x ≤ C17

n∑

i=1

R
n+s−q−i +σi

q
+
i

p
−

i +



50 Доманська О.В.

+C18

∫

ΩR

[
|f0(x)|

p∗0(x) +

n∑

i=1

|fi(x)|
p∗i(x)

]
ζs(x)d x, (34)

де s > max
1≤i≤n

q+
i — довiльнa сталa; C17, C18 — додатнi сталi, якi

залежать тiльки вiд n, s, p−i , p
+
i (i = 0, n), q−i , q

+
i , (i = 1, n).

Дiючи далi так само, як у доведеннi леми 4 (див. (26)), здо-
будемо оцiнку (4). 2

Нехай виконуються умови (P), (A1)–(A4), (F), (K), a k —

деяке натуральне число. Покладемо Up,k
def
={v|Ωk

: v ∈ W 1
p( · ), c(Ω),

supp v ∈ Ωk} — лiнiйний простiр, надiлений нормою простору
W 1

p( · )(Ωk) (очевидно, що Up,k ⊂ W 1
p( · )(Ωk)). Простiр Up,k є банахо-

вим. Канонiчну бiлiнiйну форму на (Up,k)
∗×Up,k позначимо через

〈·, ·〉k. Пiд Kk розумiтимемо множину {v|Ωk
: v ∈ K, supp v ∈ Ωk},

яка, в силу нашого припущення, є опуклою замкненою пiдмно-
жиною Up,k.

Визначимо оператор

Lk : Up,k → (Up,k)
∗

за правилом

〈Lkv, ṽ〉k
def
=

∫

Ωk

n∑

i=0

ai(x,Div)Diṽ d x ∀v, ṽ ∈ Up,k,

де D0v
def
= v, Div

def
= vxi

(i = 1, n).
Легко переконатися, що оператор Lk : Up,k → (Up,k)

∗ — строго
монотонний, обмежений, коерцитивний i семiнеперервний. Дове-
дення цього факту проводиться подiбно до випадку сталого по-
казника нелiнiйностi, використовуючи при цьому нерiвностi з ле-
ми 1.

Визначимо також функцiонал Fk ∈ (Up,k)
∗ за правилом

〈Fk, ṽ〉k
def
=

∫

Ωk

n∑

i=0

fi(x)Diṽ(x) d x ∀ṽ ∈ Up,k.

Лема 6. Iснує єдина функцiя uk ∈ Kk така, що

〈Lku
k, w(v − uk)〉k ≥ 〈Fk, w(v − uk)〉k (35)

для будь-яких v ∈ Kk, w ∈ C1,+(Ω).
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Доведення. У цьому доведеннi, для спрощення записiв, всюди
опустимо iндекс k, крiм позначень Up,k, Kk i Ωk. Для довiльно-
го ε ∈ (0, 1) розглянемо задачу: знайти функцiю uε ∈ Up,k, яка
задовольняє рiвняння

Luε +
1

ε
βkuε = F, (36)

де тут βk — звуження оператора штрафу β, що визначає K, на
простiр Up,k.

Використовуючи властивостi оператора L, легко перекона-
тися, що оператор L + 1

ε
βk — монотонний, обмежений, семiнепе-

рервний i коерцитивний. Враховуючи це, а також те, що простiр
Up,k — рефлексивний i сепарабельний, на пiдставi теореми 2.1
монографiї [14, Гл.2,§2] отримаємо iснування розв’язку рiвняння
(36). Його єдинiсть випливає iз сильної монотонностi оператора
L.

Мiркуючи так як при доведеннi теореми 5.2 [14, с.385], здо-
будемо, що множина {uε : ε ∈ (0; 1)} — обмежена в Up,k, множина
{Luε : ε ∈ (0; 1)} — обмежена в (Up,k)

∗, ‖βkuε‖ ≤ C17ε, де C17 —
деяка додатна стала.

Звiдси випливає iснування функцiй u ∈ Up,k, χ ∈ (Up,k)
∗ та

послiдовностi {εj}
∞
j=1 таких, що εj → 0 при j → ∞ i

uεj
−→
j→∞

u слабко в Up,k, (37)

Luεj
−→
j→∞

χ слабко в (Up,k)
∗, (38)

βkuεj
−→
j→∞

0 сильно в (Up,k)
∗, βu = 0. (39)

Далi (для зручностi) писатимемо uj замiсть uεj
(j ∈ N). З

рiвняння (36) для довiльних v ∈ Kk, w ∈ C1,+(Ω) маємо

〈Luj − F,w(v − uj)〉 =
1

εj
〈βkv − βkuj, w(v − uj)〉 ≥ 0, (40)

звiдки випливає нерiвнiсть

〈Luj, w(v − uj)〉 ≥ 〈F,w(v − uj)〉

∀v ∈ Kk, w ∈ C1,+(Ω), j ∈ N. (41)

Поклавши в (41) v = u, w = 1, одержимо

〈Luj, u− uj〉 ≥ 〈F, u− uj〉.
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Звiдси, на пiдставi (37), маємо

lim
j→∞

〈Luj, u− uj〉 ≥ 0. (42)

З монотонностi оператора L випливає 〈Lu−Luj, u− uj〉 ≥ 0,
тобто

〈Luj, u− uj〉 ≤ 〈Lu, u− uj〉,

звiдки
lim
j→∞

〈Luj, u− uj〉 ≤ 0. (43)

З (42) i (43) отримаємо

lim
j→∞

〈Luj, u− uj〉 = 0. (44)

Взявши до уваги нерiвностi (10) та (11), отримаємо

〈Luj − Lu, uj − u〉 ≥ K0

∫

Ωk

|uj(x) − u(x)|p0(x) d x ∀j ∈ N. (45)

На пiдставi (37) та (44), з (45) отримаємо

uj −→
j→∞

u сильно в Lp0( · )(Ωk). (46)

Покажемо, що
χ = Lu. (47)

Для цього використаємо iдею, викладену на ст. 191 моногра-
фiї [14]. Нехай ṽ — довiльний елемент з простору Up,k. Покладемо

wθ
def
= u + θ(ṽ − u), θ ∈ (0, 1). На пiдставi монотонностi оператора

L здобудемо
〈Luj − Lwθ, uj − wθ〉 ≥ 0,

тобто

θ〈Luj, u− ṽ〉 ≥ 〈Luj, u− uj〉 + 〈Lwθ, uj − u〉 + θ〈Lwθ, u− ṽ〉.

Спрямуємо в цiй нерiвностi j до ∞, врахувавши (37), (44). У ре-
зультатi отримаємо

〈χ, u− ṽ〉 ≥ 〈Lwθ, u− ṽ〉.
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Спрямувавши тут θ до 0 i врахувавши, що оператор L — семiне-
перервний, одержимо

〈χ− Lu, u− ṽ〉 ≥ 0 (48)

для довiльних ṽ ∈ Up,k.
Взявши в (48) ṽ = u− λψ, де λ > 0, ψ ∈ Up,k, матимемо

〈χ− L(u− λψ), ψ〉 ≥ 0 ∀ψ ∈ Up,k. (49)

Спрямуємо в (49) λ до 0, врахувавши, що оператор L — семiнепе-
рервний. У результатi здобудемо 〈χ−Lu, ψ〉 ≥ 0 ∀ψ ∈ Up,k, звiдки
легко випливає (47).

Використовуючи означення оператора L та нерiвностi (10),
(11), отримаємо

〈Luj, w(u− uj)〉 =

∫

Ω

n∑

i=0

ai(x,Diuj)Di(w(u− uj)) d x =

=

∫

Ω

n∑

i=0

ai(x,Diuj)Di(u− uj)wdx+

+

∫

Ω

n∑

i=1

ai(x,Diuj) (u− uj)Diw dx =

=

∫

Ω

n∑

i=0

(ai(x,Diuj) − ai(x,Diu))Di(u− uj)wdx+

+

∫

Ω

n∑

i=0

ai(x,Diu)Di(u− uj)wdx+

+

∫

Ω

n∑

i=1

ai(x,Diuj) (u− uj)Diw dx ≤

≤

∫

Ω

n∑

i=0

ai(x,Diu)Di(u− uj)w dx+

+

∫

Ω

n∑

i=1

ai(x,Diuj) (u− uj)Diw dx. (50)



54 Доманська О.В.

Перейшовши в (50) до границi при j → ∞, отримаємо

lim
j→∞

〈Luj, w(u− uj)〉 ≤ 0. (51)

На пiдставi нерiвностi (41) здобудемо

〈F,w(v − uj)〉 ≤ 〈Luj, w(v − uj)〉 =

= 〈Luj, w(v − u)〉 + 〈Luj, w(u− uj)〉 (52)

для довiльних v ∈ Kk, w ∈ C1,+(Ω).
Спрямуємо в (52) j до ∞, враховуючи (38), (47), (51). У ре-

зультатi отримаємо (35) для довiльних v ∈ Kk, w ∈ C1,+(Ω). 2

4. Доведення основних результатiв.

Доведення теореми 1. Припустимо супротивне. Нехай не-
рiвнiсть (3) має бiльше одного узагальненого розв’язку. Виберемо
якi-небудь два узагальненi розв’язки цiєї нерiвностi i позначимо
їх через u1 та u2. Згiдно з лемою 4 i нашим припущенням, маємо
для довiльних R0, R таких, що 0 < R0 < R, R ≥ 1, нерiвнiсть

∫

ΩR0

|u1(x) − u2(x)|
p 0(x) d x ≤

(
R

R− R0

)s

C3R
n−γ, (53)

де s i γ — такi ж, як у формулюваннi теореми 1, a C3 — додатна
стала, яка вiд ul (l = 1, 2) не залежить.

Отож, зафiксувавши довiльним чином вибранеR0, перейдемо
в (53) до границi при R → +∞. У результатi отримаємо, що
u1(x) = u2(x) для майже всiх x ∈ ΩR0 . Оскiльки R0 — довiльне
число, маємо u1(x) = u2(x) для майже всiх x ∈ Ω, тобто нерiвнiсть
(3) не може мати бiльше одного узагальненого розв’язку.

Нехай iснує узагальнений розв’язок нерiвностi (3). Тодi на
пiдставi леми 5 маємо (4). 2

Доведення теореми 3. Згiдно з лемою 6 для кожного на-
турального числа k, беручи до уваги означення Lk i Fk, маємо
iснування функцiї uk ∈ Kk такої, що

∫

Ωk

n∑

i=0

ai(x,Diu
k)Di(w(v − uk)) d x ≥

≥

∫

Ωk

n∑

i=0

fi(x)Di(w(v − uk)) d x (54)
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для будь-яких v ∈ K, w ∈ C1,+
c (Ω), suppw ⊂ Ωk.

Довизначимо для кожного k ∈ N функцiю uk нулем на Ω\Ωk,
залишивши за цим продовженням позначення uk. Очевидно, що
uk ∈ K. Нехай k i m — довiльнi натуральнi числа, причому 1 <
k < m; R0, R — будь-якi дiйснi числа такi, що 0 < R0 < R ≤
k − 1, R ≥ 1. Тодi на пiдставi леми 4 з (54), взявши R∗ = k − 1,
отримаємо

∫

ΩR0

|uk(x) − um(x)|p 0(x) d x ≤ C3

(
R

R− R0

)s

R n−γ, (55)

де C3 > 0, s > 0 — сталi, якi вiд k,m,R0 та R не залежать,
причому значення γ таке, що n−γ < 0 (його можна таким вибрати
на пiдставi умов теореми 2).

Нехай ε > 0 — яке-небудь число. Зафiксуємо довiльне зна-
чення R0 > 0 i виберемо R > max{1;R0} настiльки великим,
щоби права частина нерiвностi (55) була меншою за ε. Тодi для
будь-яких k ≥ R + 1 i m > k лiва частина нерiвностi (55) менша
за ε. Це означає, що послiдовнiсть

{
uk

∣∣
ΩR0

}∞

k=1
є фундаменталь-

ною в Lp 0( · )(ΩR0). Оскiльки R0 > 0 — довiльне число, то звiдси
випливає iснування функцiї u ∈ Lp 0( · ), loc(Ω) такої, що

uk−→
k→∞

u сильно в Lp 0( · ), loc(Ω). (56)

Покажемо, що послiдовностi
{
uk

}∞

k=1
,

{
a0(·, u

k( · ))
}∞

k=1
,{

ai(·, u
k
xi

( · ))
}∞

k=1
(i = 1, n) — обмеженi вiдповiдно в W 1

p( · ), loc(Ω),

Lp ∗

0( · ), loc(Ω), Lp ∗

i ( · ), loc(Ω) (i = 1, n). Справдi, нехай R0, R — будь-
якi дiйснi числа такi, що 0 < R0 < R, R ≥ 1. На пiдставi леми 5
для довiльного натурального числа k > R + 1 здобудемо

∫

ΩR0

{ n∑

i=1

|uk
xi

(x)|pi(x) + |uk(x)|p 0(x)
}
d x ≤ C19(R0), (57)

де C19(R0) > 0 — сталa, якa вiд k не залежить, але може залежати
вiд R0.

Згiдно з умовою (A3) i нерiвнiстю (12), використавши оцiнку



56 Доманська О.В.

(57), отримаємо

∫

ΩR0

|a0

(
x, uk(x)

)
|p

∗

0(x) d x ≤

≤

∫

ΩR0

(
K̃0|u

k(x)|p 0(x)−1 + h(x)
)p∗0(x)

d x ≤ C20(R0), (58)

∫

ΩR0

|ai

(
x, uk,xi

(x)
)
|p

∗

i(x)d x ≤

≤

∫

ΩR0

(
K+

i (1 + |R0|
σi)

)p∗i(x)
|uk,xi

|pi(x) d x ≤ C21(R0), i = 1, n, (59)

де C20(R0) > 0, C21(R0) > 0 — сталi, якi вiд k не залежать, але
можуть залежати вiд R0.

З (56)—(59) i умови (A1) отримаємо iснування пiдпослiдовно-
стi

{
ukj

}∞

j=1
послiдовностi

{
uk

}∞

k=1
та функцiй u, v ∈ W 1

p( · ), loc(Ω),

χi ∈ Lp∗i( · ), loc(Ω) (i = 0, n) таких, що

ukj −→
j→∞

v слабко в W 1
p( · ), loc(Ω), (60)

ukj −→
j→∞

u майже всюди на Ω, (61)

a0

(
·, ukj( · )

)
−→
j→∞

χ0( · ) слабко в Lp∗0( · ), loc(Ω), (62)

a0

(
x, ukj (x)

)
−→
j→∞

a0

(
x, u(x)

)
для майже всiх x ∈ Ω, (63)

ai

(
·, ukj

xi
( · )

)
−→
j→∞

χi( · ) слабко в Lp∗i( · ), loc(Ω), i = 1, n. (64)

З (60)—(63) i леми 1.3 роботи [14, ст.25] одержимо

v = u, χ0( · ) = a0

(
·, u( · )

)
. (65)

Покажемо, що

χi( · ) = ai

(
·, uxi

( · )), i = 1, n. (66)

Згiдно з нерiвнiстю (11) маємо

∫

Ω

n∑

i=1

(
ai(x, u

kj

xi
) − ai(x, ṽxi

)
) (
ukj

xi
− ṽxi

)
w dx ≥ 0 (67)
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для всiх j ∈ N, ṽ ∈ W 1
p( · ), loc(Ω), w ∈ C1,+

c (Ω).

Для будь-якого j ∈ N i довiльних v ∈ K, w ∈ C1,+
c (Ω),

suppw ⊂ Ωkj
правильна (див. (54)) нерiвнiсть

∫

Ωkj

{ n∑

i=1

ai(x, u
kj

xi
) (w(v − ukj))xi

+ a0(x, u
kj)w(v − ukj)

}
d x ≥

≥

∫

Ωkj

{
f0 w(v − ukj) +

n∑

i=1

fi (w(v − ukj))xi

}
d x. (68)

Поклавши в (68) v = 0, здобудемо

−

∫

Ω

n∑

i=1

ai(x, u
kj

xi
)ukj

xi
w dx ≥

∫

Ω

{
a0(x, u

kj) ukj w − f0 u
kj w−

−
n∑

i=1

fi (u
kj w)xi

+ +
n∑

i=1

ai(x, u
kj

xi
) ukj wxi

}
d x. (69)

З (67) та (69) випливає

∫

Ω

{
a0(x, u

kj) ukj w − f0 u
kj w −

n∑

i=1

fi (u
kj w)xi

+

+
n∑

i=1

ai(x, u
kj

xi
) ukj wxi

}
d x+

+

∫

Ω

n∑

i=1

(
ai(x, u

kj

xi
) ṽxi

+ ai(x, ṽxi
) (ukj

xi
− ṽxi

)
)
w dx ≤ 0 (70)

для довiльних ṽ ∈ W 1
p( · ), loc(Ω), w ∈ C1,+

c (Ω), j ≥ l, де l таке, що
suppw ⊂ Ωkl

.
Перейдемо в (70) до границi при j → ∞, врахувавши (56),

(60), (62), (65) та (64), отримаємо

∫

Ω

{
a0(x, u)uw − f0 uw −

n∑

i=1

fi (uw)xi
+

n∑

i=1

χi uwxi

}
d x+

+

∫

Ω

n∑

i=1

(χiṽxi
+ ai(x, ṽxi

)(uxi
− ṽxi

)) w dx ≤ 0 (71)
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для будь-яких ṽ ∈ W 1
p( · ), loc(Ω), w ∈ C1,+

c (Ω).

Покладемо в (68) v = ukj + u i перейдемо в отриманiй нерiв-
ностi до границi при j → ∞. У результатi одержимо

∫

Ω

{
a0(x, u)uw− f0 uw−

n∑

i=1

fi (uw)xi
+

+
n∑

i=1

χi uwxi

}
d x ≥ −

∫

Ω

n∑

i=1

χi uxi
w dx. (72)

З (71) та (72) здобудемо
∫

Ω

n∑

i=1

(ai(x, ṽxi
) − χi) (ṽxi

− uxi
) w dx ≥ 0 (73)

для довiльного ṽ ∈ W 1
p( · ), loc(Ω), w ∈ C1,+

c (Ω).

Якщо вiзьмемо в (73) ṽ = u − λg, λ > 0, g ∈ W 1
p( · ), loc(Ω), то

матимемо
∫

Ω

n∑

i=1

(ai(x, (u− λg)xi
) − χi) gxi

w dx ≤ 0 ∀g ∈ W 1
p( · ), loc(Ω).

Спрямуємо тут λ до 0, врахувавши, що функцiї ai — каратео-
дорiвськi, i = 1, n. У результатi здобудемо

∫

Ω

n∑

i=1

(ai(x, uxi
) − χi) gxi

w dx ≤ 0

∀g ∈ W 1
p( · ), loc(Ω), w ∈ C1,+

c (Ω). (74)

Оскiльки (74) виконується для довiльної g ∈ W 1
p( · ), loc(Ω), то

вибираючи спочатку g(x) = xl, l = 1, n, а потiм g(x) = −xl,
l = 1, n, отримаємо (66).

Нехай v ∈ K, w ∈ C1,+
c (Ω). Виберемо значення l ∈ N таке,

що suppw ⊂ Ωkl
. Для всiх j > l виконується нерiвнiсть (68).

Перетворимо лiву частину нерiвностi (68) так

∫
Ωkj

n∑
i=0

ai(x,Diu
kj)Di(w(v − ukj))d x =

=
∫

Ωkj

n∑
i=0

(ai(x,Diu
kj) − ai(x,Div))Di(w(v − ukj))d x+



Варiацiйнi елiптичнi нерiвностi в анiзотропних просторах 59

+

∫

Ωkj

n∑

i=0

ai(x,Div)Di(w(v − ukj))d x ≤

≤

∫

Ωkj

n∑

i=1

(ai(x,Diu
kj) − ai(x,Div))(v − ukj)Diw dx+

+

∫

Ωkj

n∑

i=0

ai(x,Div)Di(w(v − ukj))d x =

=

∫

Ωkl

n∑

i=1

(ai(x,Diu
kj) − ai(x,Div))(v − ukj)Diw dx+

+

∫

Ωkl

n∑

i=0

ai(x,Div)Di(w(v − ukj))d x. (75)

Легко переконатися, що
∫

Ωkl

n∑

i=1

(ai(x,Diu
kj) − ai(x,Div))(v − ukj)Diw dx+

+

∫

Ωkl

n∑

i=0

ai(x,Div)Di(w(v − ukj))d x−→
j→∞

−→
j→∞

∫

Ωkl

n∑

i=1

(ai(x,Diu) − ai(x,Div)) (v − u)Diw dx+

+

∫

Ωkl

n∑

i=0

ai(x,Div)Di(w(v − u))d x. (76)

Стосовно правої частини нерiвностi (68) маємо
∫

Ωkj

n∑

i=0

fi(x)Di(w(v − ukj))d x =

∫

Ωkl

n∑

i=0

fi(x)Di(w(v − ukj))d x−→
j→∞

−→
j→∞

∫

Ωkl

n∑

i=0

fi(x)Di(w(v − u))d x. (77)
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Оцiнимо лiву частину нерiвностi (68), використавши (75), i
перейдемо в отриманiй нерiвностi до границi при j → ∞, враху-

вавши (76) i (77). Потiм покладемо v
def
= u + θ(ṽ − u), 0 < θ < 1,

ṽ ∈ K. У результатi одержимо
∫

Ωkl

n∑

i=1

(
ai(x,Diu) − ai(x,Di(u+ θ(ṽ − u)))

)
(ṽ − u)Diw dx+

+

∫

Ωkl

n∑

i=0

ai(x,Di(u+ θ(ṽ − u)))Di(w(ṽ − u))d x ≥

≥

∫

Ωkl

n∑

i=0

fi(x)Di(w(ṽ − u))d x. (78)

Перейшовши в (78) до границi при θ → 0, отримаємо (3) для
заданої функцiї ṽ. В силу довiльностi функцiй ṽ i w робимо вис-
новок, що u є узагальненим розв’язком нерiвностi (3). Отже, ми
довели iснування єдиного узагальненого розв’язку нерiвностi (3).

Тепер припустимо, що fi = 0, i = 1, n, i завершимо доведення
слабкої коректностi нашої задачi. Нехай f k−→

k→∞
f в Lp0( · ), loc(Ω) i

u — узагальнений розв’язок нерiвностi (3) з fi = 0, i = 1, n, а uk,
k ∈ N, — узагальнений розв’язок нерiвностi (3) з f0 = f k

0 i fi = 0,
i = 1, n. З означення функцiй u та uk, k ∈ N, маємо

∫

Ω

{ n∑

i=1

ai(x, uxi
) (w(v − u))xi

+

+ a0(x, u)w(v − u) − f0 w(v − u)
}
d x ≥ 0, (79)

∫

Ω

{ n∑

i=1

ai(x, u
k
xi

) (w(v − uk))xi
+

+ a0(x, u
k)w(v − uk) − f k

0 w(v − uk)
}
d x ≥ 0, (80)

де v ∈ K, w ∈ C1,+
c (Ω).

Нехай R0 i R — довiльнi сталi такi, що 0 < R0 < R, R ≥ 1. З
(79) i (80) на пiдставi леми 4 одержимо

∫

ΩR0

{ n∑

i=1

(|uk
xi

(x)|pi(x)−2uk
xi

(x)−|uxi
(x)|pi(x)−2uxi

(x))(uk
xi
−uxi

)(x)+
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+ |(uk − u)(x)|p 0(x)
}
d x ≤

≤

(
R

R− R0

)s [
C3R

n−γ + C4

∫

ΩR

|f0 − f k
0 |

p∗0(x) d x
]
. (81)

Нехай ε > 0 — будь-яке як завгодно мале число. Зафiксуємо
довiльним чином вибране R0 > 0 i виберемо R ≥ max{1; 2R0}
настiльки великим, щоб виконувалась нерiвнiсть

C3

(
R

R− R0

)s

R n−γ <
ε

2
, (82)

i зафiксуємо це значення.
Враховуючи, що ‖f0−f

k
0 ‖Lp ∗

0
( · )(ΩR) −→

k→∞
0, отримаємо, що лiва

частина (81) прямує до нуля при k → ∞. Оскiльки R
R−R0

≤ 1 +
R0

R−R0
≤ 2, то зi сказаного вище випливає iснування натурального

числа kε такого, що

C4

(
R

R− R0

)s ∫

ΩR

|f0 − f k
0 |

p∗0(x) d x <
ε

2
(83)

для будь-яких k ≥ kε.
Врахувавши (82) i (83), отримаємо, що права частина (81)

менша за ε для будь-яких k ≥ kε. Звiдси та з (81) випливає,
що uk −→

k→∞
u в Up . Отже, ми довели слабку коректнiсть нашої
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