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КЛАСИЧНА РОЗВ’ЯЗНIСТЬ ЗАДАЧI ДИФУЗIЇ
У ПРУЖНОМУ ТIЛI З ВIЛЬНОЮ МЕЖЕЮ

Дослiджено задачу, яку можна розглядати як узагальнення однофазової квазiстацiонарної задачi
Стефана, що враховує кривизну вiльної межi. Доведено iснування класичного розв’язку початково-
крайової задачi з вiльною межею для стацiонарної системи пружностi та рiвняння Лапласа. Викори-
стано метод побудови регуляризатора та теорему про нерухому точку стискального вiдображення.

Ключовi слова: вiльна межа, пружнiсть, оцiнки Шаудера.

1. Вступ. Нехай Ω – обмежена область в R2 з границею S; γ(t) – замкнена
крива, яка розподiляє Ω на двi пiдобластi Ω+(t) i Ω−(t) таким чином, що ∂Ω−(t) =
S ∪ γ(t), ∂Ω+(t) = γ(t), γ(0) = Γ, Ω±(0) = Ω±. Позначимо також Q±

τ = {(x, t) : x ∈
Ω+(t), t ∈ (0, τ)}, γτ = {(x, t) : x ∈ γ(t), t ∈ (0, τ)}, Sτ = S × (0, τ), Γτ = Γ × (0, τ),
Ω±τ = Ω± × (0, τ), Ωτ = Ω× (0, τ).

Для вектор-функцiї u(x, t) = (u1(x, t), u2(x, t)) визначимо (ν ∈ (0, 1/2), E > 0):

L0u = 1
1−2ν∇(∇ · u) + ∆u, σij(u) = E

1+ν

(
εij(u) + ν

1−2ν ε(u)δij

)
,

εij(u) = 1
2

(
∂ui
∂xj

+ ∂uj

∂xi

)
, ε(u) = ε11(u) + ε22(u),

(1)

а також вектор σn(u) з компонентами ‖σij(u)nj‖1≤i≤2, де n – нормаль до γ(t), спря-
мована всередину Ω+(t). Тут i всюди далi за повторюваними iндексами виконується
пiдсумовування вiд 1 до 2.

Розглянемо задачу (див. [1], [2]): знайти вектор-функцiї u+(x, t), u−(x, t), функ-
цiю v(x, t) i вiльну межу γ(t) за умовами

L0u
± = 0, (x, t) ∈ Q±

τ , (2)

∆v = 0, (x, t) ∈ Q−
τ , (3)

γ(t)|t=0 = Γ, u− = 0,
∂v

∂nS
= 0, (x, t) ∈ Sτ , (4)

[u] = 0, [σn(u)] = σ0
n, (x, t) ∈ γτ , (5)

v = κ + G(u), Vn =
∂v

∂n
, (x, t) ∈ γτ , (6)

де nS – одинична нормаль до S, [u] = u+−u− (аналогiчно для σn(u)), Vn – швидкiсть
вiльної межi у напрямку n, κ – кривизна кривої γ(t), σ0

n = (σ0
1jnj , σ

0
1jnj), G(u) =

l
2((σij(u+)−σ0

ij)(εij(u+)−ε0
ij)−σij(u−)εij(u−)+2σij(u−)(εij(u−)−εij(u+))), де l > 0,

а σ0
ij та ε0

ij – заданi сталi, зв’язанi мiж собою спiввiдношеннями (1).
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Зауважимо, що виконуючи простi алгебраїчнi перетворення, можна довести, що,
внаслiдок умов (5), функцiя G(u) ннабуває наступного вигляду

G(u) = −lσ0
ijεij(u−)− l

2
σ0

ssε
0
ss,

де σ0
ss = σ0

ijsisj , ε0
ss = ε0

ijsisj , s = (s1, s2) – дотична до γ(t). Як i в [2], для прикладу,
будемо вважати, що ε0

ij = δij , тодi ε0
ss = 1, σ0

ss = E
(1+ν)(1−2ν) i

G(u) ≡ G(u−) = −σ0
ssl

(
ε(u−) +

1
2

)
. (7)

Система (2), (3), (5), (6) є моделлю фазових перетворень у пружному середовищi
(див. [1], [2]), в якiй перемiщення u+ i u− описують, вiдповiдно, пружний стан "ча-
стинки" i "матрицi а концентрацiя v – дифузiю у "матрицi". Дану систему можна
охарактеризувати як задачу з вiльною межею для елiптичної системи з еволюцiйною
граничною умовою. Дослiдженню задач такого типу присвячено, наприклад, роботи
[3]-[8] – для елiптичних рiвнянь, [9]-[10] – для системи Стокса i [11] – для системи
теорiї пружностi (див. також [12]). У данiй роботi доведено iснування класичного
розв’язку задачi (2)-(7).

2. Функцiональнi простори. Основний результат.Позначимо через 〈u〉(α)
x,Qτ

i

〈u〉(α)
t,Qτ

константи Гельдера з показником α ∈ (0, 1) функцiї u вiдповiдно за змiнними
x i t у деякiй областi Qτ (див. [13], с. 16 ). Далi введемо для функцiй неперервних в
Q+

τ (аналогiчно в Q−
τ , Ω±τ , R1

τ ) наступнi пiвнорми (α, β ∈ (0, 1)):

[u](α,β)

Q+
τ

= sup
t,t′∈(0,τ)

sup
x,x′∈Ω(t)∩Ω(t′)

|u(x, t)− u(x, t′)− u(x′, t) + u(x′, t′)|
|x− x′|α|t− t′|β ,

〈〈u〉〉(α,β)

Q+
τ

= 〈u〉(α)

x,Q+
τ

+ 〈u〉(β)
t,Qτ

+ [u](α,β)

Q+
τ

.

При k = 0, 1, 2, .. введемо Ek+α,β(Qτ ) (див. [3]), як простiр функцiй iз скiнченною
нормою

|u|(k+α,β)
Qτ

=
∑

|j|≤k

sup
Qτ

|Dj
xu|+

∑

|j|≤k

〈〈Dj
xu〉〉(α,β)

Qτ
.

Через P4+α,α/3(R1
τ ) позначимо функцiональний простiр з нормою

‖u‖(4+α,α/3)
R1

τ
=

∑

3k+l≤4

|Dk
x1

Dl
tu|(α,α/3)
R1

τ
+

∑

3k+l≤4

〈Dk
x1

u〉(
4+α−k

3
)

t,R1
τ

.

Будемо говорити, що крива Γ належить до класу Ck+α (k = 1, 2, ..), якщо кожна
точка ξ ∈ Γ має окiл, в якому Γ є графiком функцiї класу Ck+α i, значить, iснує
дифеоморфiзм Zξ, який спрямлює дану криву поблизу точки ξ. Вiдповiдно належ-
нiсть функцiї u(x, t) до простору P4+α,α/3(Γτ ) означатиме, що локально функцiя
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(
Z−1

ξ u
)

(z, t), де (z, t) ∈ R1
τ , належатиме до класу P4+α,α/3. У свою чергу сiм’я кри-

вих γτ належить до класу P4+α,α/3, якщо iснує параметризацiя (див. нижче (9))
γ(t) = {(x, t) : x = Υ(ξ, t), ξ ∈ Γ} така, що Υ ∈ P4+α,α/3(Γτ ).

Запис u ∈ Ek+α,α/3
0 (Qτ ) (u ∈ P4+α,α/3

0 (Γτ )) означатиме, що u ∈ Ek+α,α/3(Qτ )
(u ∈ P4+α,α/3(Γτ )) i u|t=0 = 0; якщо ж u|t=0 = ut|t=0 = 0, тодi u ∈ P4+α,α/3

00 (Γτ ).
Якщо для вектора u = (u1, u2), наприклад, ui ∈ E3+α,α/3

0 (Qτ ), i = 1, 2, тодi, для
скорочення запису, домовимося писати u ∈ E3+α,α/3

0 (Qτ ).
Основним результатом даної роботи є наступна теорема.

Теорема 1. Нехай Γ ∈ C6+α, S ∈ C5+α, тодi для достатньо малого τ iс-
нує єдиний класичний розв’язок задачi (2)-(7), причому u± ∈ E3+α,α/3(Q±

τ ), v ∈
E2+α,α/3(Q−

τ ), γτ ∈ P4+α,α/3.
У подальшому розглядi нам знадобиться iнтерполяцiйна нерiвнiсть (див. с. 43

монографiї [14]):

|u|(q)Q ≤ C
(
|u|(r)Q

) q−p
r−p

(
|u|(p)

Q

) r−q
r−p

, (8)

де |u|(q)Q – норма у просторi Cq(Q), 0 ≤ p < q < r, стала C залежить вiд p, q, r, Q.
3. Зведення до задачi в зафiксованих областях. Нехай ξ ∈ Γ i n0(ξ) –

одинична нормаль до Γ. Вважаємо, що для достатньо малого λ0 iснує окiл N кри-
вої Γ такий, що кожну точку x ∈ N можна єдиним способом записати у виглядi
x = ξ + λn0(ξ), |λ| ≤ λ0, причому λ є регулярною функцiєю змiнної x (див. [3]).
Для достатньо малих значень t вiльна межа γ(t) мiститься в N i може бути задана
рiвнянням λ = ρ(ξ, t), тобто

γ(t) = {x ∈ R2 : x = ξ + ρ(ξ, t)n0(ξ) ξ ∈ Γ}. (9)

Позначимо через N(x) i ρ∗(ξ, t) продовження iз збереженням класу векторного поля
n0(ξ) i функцiї ρ(ξ, t) з Γ на Ω, а саме: N ∈ C5+α(Ω), ρ∗ ∈ P4+α,α/3(Ωτ ), якщо
n0 ∈ C5+α(Γ), ρ ∈ P4+α,α/3(Γτ ) (див. [15], а також леми про продовження в §6.9
монографiї [16]).

Далi визначимо перетворення координат ([3], [15]) eρ : Ω± → Ω±(t) за допомогою
формул

x = eρ(y, t) ≡ y + N(y)ρ∗(y, t), y ∈ Ω.

Елементи його матрицi Якобi мають вигляд Jkm = δkm + ∂(Nkr)
∂ym

. Позначимо через
JT – транспоновану матрицю, J−1 – обернену матрицю з елементами {Jkm}1≤k,m≤2,
J−T = (J−1)T . Зазначимо, що J |t=0 = I, де I одинична матриця.

Маємо (див. [15], [17])

∇x|x=eρ(y,t) ≡ ∇ρ = J−∗∇y, nρ =
J−∗n0

|J−∗n0| , Vn =
(N · J−T n0)
|N · J−T n0| ρt.
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Таким чином, у координатах {y}, для невiдомих функцiй U±(y, t) = u±(eρ(y, t), t),
V (y, t) = v(eρ(y, t), t), ρ(y, t) задача (2)-(7) набуває вигляду

LρU
± = 0, (y, t) ∈ Q±

τ ,
∆ρV = 0, (y, t) ∈ Q−

τ ,
(10)

ρ|t=0 = 0, y ∈ Γ, U− = 0, ∂V
∂nS

= 0, (y, t) ∈ Sτ ,

[U ] = 0,
[
σnρ(U)

]
= σ0

nρ
, (y, t) ∈ γτ ,

V = κnρ + Gρ(U−), ρt = Hρ(V ), (y, t) ∈ γτ ,

(11)

де
LρU

± = 1
1−2ν∇ρ(∇ρ · U) +∇2

ρU, ∆ρV = ∇2
ρV,

σnρ(U) = E
1+ν

[
1
2(∇ρU + (∇ρU)T + ν

1−2ν (∇ρ · U)I
]
J−T n0,

σ0
nρ

= σ0
ssJ

−T n0, Gρ(U−) = −lσ0
ss((∇ρ · U) + 1/2),

Hρ(V ) = (J−T n0·∇ρV )
(N ·J−T n0)

, κρ = −(∇ · n) = −(∇ρ · nρ).

(12)

4. Лiнеаризацiя. Значення функцiй U±, V при t = 0, тобто U±
0 = U±|t=0, V0 =

V |t=0 знаходяться наступним чином. Спочатку побудуємо функцiї U±
0 ∈ C4+α(Ω±)

за умовами
L0U

±
0 = 0, y ∈ Ω±,

U−
0 = 0, y ∈ S, [U0] = 0, [σn0(U0)] = σ0

n0
,

а потiм функцiю V0 ∈ C3+α(Ω−) таку, що

∆V0 = 0, y ∈ Ω−,
∂V0
∂nS

= 0, y ∈ S, V = κ0 + G0(U−
0 ), y ∈ Γ.

Iснування функцiй U± випливає з результатiв [18], [19, ч.1], а функцiї V0 – роздiлу
6 монографiї [16].

Для подальшої лiнеаризацiї на початкових даних задачi (10)-(12), зробимо замiну
U± = U±

0 + ρ∗(N · ∇)U±
0 + U±, V = V0 + ρ∗(N · ∇)V0 + V, де U±, V – новi невiдомi

функцiї (див. [3]). Далi введемо "варiацiї" функцiй i операторiв, що залежать вiд ρ
(див. [15]), наприклад, δL0 = d

dµLµρ|µ=0, аналогiчно δ∆0, δσn0 , δσ0
n0
, δκ0, δG0, δH0.

Користуючись формулами, одержаними в роботi [15], маємо

δJ0,km =
∂(Nkρ∗)

∂ym
, δJkm

0 = −∂(Nkρ∗)
∂ym

,
∂Jkm

∂yi
= −Jkj ∂2(Nkρ∗)

∂yi∂yq
Jqm.

Отже отримуємо

δL0U
±
0 = −L0(ρ∗(N · ∇)U±

0 ), δ∆0 = −∆(ρ∗(N · ∇)V0),

δκ0 = ∆Γρ− κ2
0ρ, δG0(U−

0 ) = −G0(ρ∗(N · ∇)U−
0 )− σ0

sslρ∗Nk
∂2U−0,i

∂yk∂yi
,

δH0(V0) = −H0(ρ∗(N · ∇)V0) + ρ∗ ∂2V0

∂n2
0
− (∇V0 · ∇γρ∗),

δσn0(U
±
0 ) = −σn0(ρ∗(N · ∇)U±

0 ) + b1(ρ∗), δσ0
n0

= −σ0
ss∇ρ,
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де b1(ρ∗) – вектор з компонентами ‖ − σij(U±
0 )∂ρ∗

∂yj
+ ρ∗n0,jNk

∂σij(U
±
0 )

∂yk
‖1≤i≤2.

Пiсля вiдповiдних перетворень задачу (10)-(12) можна переписати у виглядi

L0U± = F±(ρ,U±), (y, t) ∈ Q±
τ ,

∆V = F̃(ρ,V), (y, t) ∈ Q−
τ ,

U− = 0, ∂V
∂nS

= 0, (y, t) ∈ Sτ , ρ(y, 0) = 0, y ∈ Γ,

[U ] = J (ρ), [σn0(U)] = B1(ρ) + B2(ρ,U), (y, t) ∈ Γτ ,
V −G0(U−)−∆Γρ = G1(ρ) + G2(ρ,U−), (y, t) ∈ Γτ ,

ρt − ∂V
∂n0

= H1(ρ) +H2(ρ,V) + ψ(V0), (y, t) ∈ Γτ ,

(13)

де
F±(ρ,U±) = −(Lρ − L0 − δL0)U±

0 − (Lρ − L0)(ρ∗(N · ∇)U±
0 + U±),

F̃V(ρ,V) = −(∆ρ −∆− δ∆0)V0 − (∆ρ −∆)(ρ∗(N · ∇)V0 + V),
J (ρ) = −ρ∗ [(n0 · ∇)U0] , B1(ρ) = b1(ρ∗) + δσ0

n0
,

B2(ρ,U) = − [
(σnρ − σn0 − δσn0)(U0) + (σnρ − σn0)(ρ∗(N · ∇)U±

0 + U±)
]
+

+σ0
nρ
− σ0

n0
− δσ0

n0
, G1(ρ) = −σ0

ssl/2− σ0
sslρ∗

∂(∇·U−0 )
∂n0

− κ2
0ρ∗,

(14)

G2(ρ,U−) = κρ − κ0 − δκ0 + (Gρ −G0)(ρ∗(N · ∇)U−
0 + U−),

ψ(V0) = H0(V0), H1(ρ) = ρ∗ ∂2V0

∂n2
0
− (∇V0 · ∇Γρ∗),

H2(ρ,V) = (Hρ −H0 − δH0)(V0) + (Hρ −H0)(ρ∗(N · ∇)V0 + V).

5. Лiнiйна задача. Спочатку розглянемо наступну задачу для оператора Ла-
пласа з динамiчною крайовою умовою

∆v = ψ, (x, t) ∈ Q−
τ ,

∂v
∂nS

= 0, (x, t) ∈ Sτ , ρ(x, 0) = 0, x ∈ Γ,

v −∆Γρ = φ, (x, t) ∈ Γτ ,

ρt − ∂v
∂n0

= ϕ, (x, t) ∈ Γτ ,

(15)

де ψ ∈ Eα,α/3
0 (Q−

τ ), φ ∈ E2+α,α/3
0 (Γτ ), ϕ ∈ E1+α,α/3(Γτ ). Задача (15) рiзними методами

дослiджувалася, наприклад, у роботах [3], [6], [8]. У данiй роботi використовується
метод побудови регуляризатора (див. [6], [13], [20], [7]), а також деякi пiдходи роботи
[3].

Нагадаємо деякi поняття з §4 роздiлу 4 монографiї [13]. Нехай областi ω(k), Ω(k)

покривають область Ω таким чином, що частина кривої Γ(k) = Γ ∩ ω(k) задається
у локальнiй системi координат рiвнянням y2 = F (k)(y1). Якщо z1 = y1, z2 = y2 −
F (k)(y1), тодi через Zk позначимо оператор, який локально зiставляє кожнiй функцiї
u(z) ту саму функцiю при переходi вiд координат {z} до вихiдних координат {x}.
Окрiм того, нехай за допомогою функцiй ζ(k), η(k), побудовано розбиття одиницi в
Ω, тобто

∑
k

ζ(k)(x)η(k)(x) = 1, x ∈ Ω.
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Далi наступну модельну задачу, iз розв’язання якої встановлено класи регуляр-
ностi задачi (15):

∆v = 0, (z, t) ∈ Πτ ,
ρ(z, 0) = 0, z ∈ Σ,

v − ρz1z1 = 0, (z, t) ∈ Στ ,
ρt + vz2 = ϕ, (z, t) ∈ Στ ,

(16)

де Π = {z ∈ R2 : z2 > 0}, Σ = {z ∈ R2 : z2 = 0}.
Лема 1. Нехай ϕ ∈ E1+α,α/3(Στ ), тодi iснує єдиний розв’язок задачi (16) такий,

що v ∈ E2+α,α/3
0 (Στ ), ρ ∈ P4+α,α/3

0 (Στ ).
Як i в роботi [3], доведення даної леми засновано на представленнi функцiї ρ у

виглядi iнтеграла

ρ(z1, t) =

t∫

0

ds

∫

R1

G(z1 − ξ1, t− s)ϕ(ξ1, s)dξ1,

де G(z1, t) =
∞∫
0

exp(−tλ3) cos(λz1)dλ при t > 0 i G(z1, t) = 0 при t < 0. За допомогою

методу iнтегрування частинами (див. [3]), одержуємо оцiнки ядра G(z1, t):

|Dk
t Dl

z1
G(z1, t)| ≤ Ct−

3k+l+1
3

1
1 + (z/t1/3)3k+m(k)+l+1

,

де m(k) = 1, якщо k = 0 або k парне число, i m(k) = 0, якщо k – непарне.
Лема 2. Нехай ϑ0 ∈ 1+α(Γ), тодi iснує функцiя ρ0 ∈ P4+α,α/3

0 (Γτ ) така, що
ρ0,t(x, 0) = ϑ0(x) при x ∈ Γ.

Доведення. Позначимо через NΓ множину iндексiв k таких, що ω(k) ∩ Γ 6= ∅.
Зобразимо функцiю ϑ0 у виглядi ϑ0 =

∑
k∈NΓ

η(k)Zkθk, де θk(z) = Z−1
k (ζ(k)ϑ0). Розгля-

немо задачi виду (16), в яких ϕ = θk i позначимо розв’язки цих задач через pk(z1, t).
Введемо функцiю ρ0 =

∑
k∈NΓ

η(k)Zkpk. Очевидно, що ρ0,t(x, 0) = ϑ0(x) при x ∈ Γ i

(див. попередню лему) ρ0 ∈ P4+α,α/3
0 (Γτ ). ¤

Далi, використовуючи класичну теорiю елiптичних рiвнянь другого порядку
(див., наприклад, роздiл 6 монографiї [16]), достатньо розглянути задачу (15) у ви-
падку ψ = φ = 0.

Позначимо через D оператор, який зiставляє функцiї f ∈ E2+α,α/3(Γτ ) нормальну
похiдну Df = ∂vf

∂n |Γ розв’язку vf крайової задачi

∆vf = 0, (x, t) ∈ Q−
τ ,

∂vf

∂nS
= 0, (x, t) ∈ Sτ , vf = f, (x, t) ∈ Γτ .

Таким чином, задачу (15) (де ψ = φ = 0) можна сформулювати, як задачу Кошi на
кривiй Γτ для функцiї ρ, тобто

Aρ ≡ ρt − D(∆Γρ) = ϕ, (x, t) ∈ Γτ , ρ(x, 0) = 0, x ∈ Γ.
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Завдяки Лемi 2, можна вважати, що ϕ ∈ E1+α,α/3
0 (Γτ ). Далi, аналогiчно роботi [20]

(див. також [6]), можна використати метод побудови регуляризатора (§7 роздiлу 4
монографiї [13]) для доведення справедливостi наступної леми.

Лема 3. Нехай ϕ ∈ E1+α,α/3
0 (Γτ ), тодi для довiльного τ , iснує єдиний розв’язок

ρ ∈ P4+α,α/3
00 (Γτ ) задачi Aρ = ϕ.

Нарештi розглянемо лiнiйну задачу, вiдповiдну до задачi (13), (14):

L0U± = f±, (x, t) ∈ Q±
τ , (17)

∆V = f̃ , (x, t) ∈ Q−
τ , (18)

U− = 0, (x, t) ∈ Sτ , [U ] = w, [σn0(U)] = b, (x, t) ∈ Γτ , (19)
∂V
∂nS

= 0, (y, t) ∈ Sτ , ρ(y, 0) = 0, y ∈ Γ, (y, t) ∈ Γτ ,

V −G0(U−)−∆Γρ = g, (y, t) ∈ Γτ ,

ρt − ∂V
∂n0

= h, (y, t) ∈ Γτ ,

(20)

де
f± ∈ E1+α,α/3(Q±

τ ), f̃ ∈ Eα,α/3(Q−
τ ), w ∈ E3+α,α/3(Γτ ),

b ∈ E2+α,α/3(Γτ ), g ∈ E2+α,α/3(Γτ ), h ∈ E1+α,α/3(Γτ ).
(21)

Якщо U± ∈ E3+α,α/3(Q±
τ ), V ∈ E2+α,α/3(Q−

τ ), ρ ∈ P4+α,α/3(Γτ ), позначимо

|‖(U+,U−,V, ρ)|‖ = |U+|3+α,α/3

Q+
τ

+ |U−|3+α,α/3

Q−τ
+ |V|2+α,α/3

Q−τ
+ ‖ρ‖4+α,α/3

Γτ
.

З результатiв роботи [18] випливає, що iснує єдиний розв’язок задачi (17), (19):
U± ∈ E3+α,α/3(Q±

τ ). З Леми 3 робимо висновок про iснування V ∈ E2+α,α/3(Q−
τ ), ρ ∈

P4+α,α/3(Γτ ) – єдиного розв’язку задачi (18), (20). Таким чином, має мiсце наступна
теорема.

Теорема 2. Нехай виконано умови (21), тодi iснує єдиний розв’язок задачi (17)-
(20), причому справедлива оцiнка

|‖(U+,U−,V, ρ)|‖ ≤ C
(
|f+|1+α,α/3

Q+
τ

+ |f−|1+α,α/3

Q−τ
+ |f̃ |α,α/3

Q−τ
+

+|w|3+α,α/3
Γτ

+ |b|2+α,α/3
Γτ

+ |g|2+α,α/3
Γτ

+ |h|1+α,α/3
Γτ

) (22)

6. Доведення Теореми 1. Для r > 0 визначимо множину Kr = {U± ∈
E3+α,α/3

0 (Q±
τ ), V ∈ E2+α,α/3

0 (Q−
τ ), ρ ∈ P4+α,α/3

0 (Γτ ) : |‖(U+,U−,V, ρ)|‖ ≤ r}. По-
значимо W = (U+,U−,V, ρ), Ŵ = (Û+, Û−, V̂, ρ̂), θ = (0, 0, 0, 0). В операторнiй формi
задача (13), (14) набуває вигляду

AW = F (W ),

де A та F представляють вiдповiдно лiвi i правi частини даних спiввiдношень. Далi
визначимо оператор Φ, який зiставляє елементу Ŵ ∈ Kr розв’язок W задачi AW =
F (Ŵ ) (див. [3], [15]).
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Насамперед зазначимо, що iснує достатньо мале значення параметра ε таке, що
при sup

t∈(0,τ)
|ρ∗|(1)

Ω ≤ ε величини detJ , (n0·J−T n0), |J−T n0| є строго додатними, причому
значення ε залежить вiд кривої Γ, областi Ω та операторiв продовження n0 → N i
ρ → ρ∗. Оскiльки, за конструкцiєю оператору продовження, маємо

sup
t∈(0,τ)

|ρ∗|(1)
Ω ≤ C sup

t∈(0,τ)
|ρ|(1)

Γ ≤ Cτα/3‖ρ‖(4+α,α/3)
Γτ

,

можна обрати τ = τ1(ε, r) настiльки малим, що Cτα/3r ≤ ε, i, як наслiдок, правi
частини (14) будуть коректно визначеними при τ ≤ τ1(ε, r) i W ∈ Kr.

Лема 4. При W ∈ Kr, Ŵ ∈ Kr справедливi оцiнки

|J (ρ)− J (ρ̂)|(3+α, α
3
)

Γτ
+ |B1(ρ)− B1(ρ̂)|(2+α, α

3
)

Γτ
+

+|G1(ρ)− G1(ρ̂)|(2+α, α
3
)

Γτ
+ |H1(ρ)−H1(ρ̂)|(1+α, α

3
)

Γτ
≤ C(r)τ

3−α
12 ‖ρ− ρ̂‖4+α,α/3

Γτ
.

(23)

|F+(W )−F+(Ŵ )|(1+α, α
3
)

Q+
τ

+ |F−(W )−F−(Ŵ )|(1+α, α
3
)

Q−τ
+

+|F̃−(W )− F̃−(Ŵ )|(α, α
3
)

Q−τ
+ |B2(ρ)− B2(ρ̂)|(2+α, α

3
)

Γτ
+ |G2(ρ)− G2(ρ̂)|(2+α, α

3
)

Γτ
+

+|H2(ρ)−H2(ρ̂)|(1+α, α
3
)

Γτ
≤ C(r)

(
τ

α
3 + τ

3−α
12

)
|‖W − Ŵ |‖.

(24)

Оцiнка (23) є наслiдком нерiвностi

|ρ|3+α,α/3
Γτ

≤ Cτ
3−α
12 |ρ|4+α,α/3

Γτ
,

яка, у свою чергу, випливає з iнтерполяцiйної нерiвностi (8).
При доведеннi оцiнки (24) ми використовуємо методи роботи [15], роздiлу 8.5.3

монографiї [21] та нерiвностi вигляду

|uv|(k+α, α
3
)

Qτ
≤ Cτ

α
3 |u|(k+α, α

3
)

Qτ
|v|(k+α, α

3
)

Qτ
,

де u, v ∈ E(k+α, α
3
)(Qτ ), (k = 0, 1, 2, .). З оцiнок (23), (24) i оцiнки (22) розв’язку

лiнiйної задачi (17)-(20) випливають нерiвностi

|‖Φ(W )− Φ(Ŵ )|‖ ≤ C(r)(τ
3−α
12 + τ

α
3 )|‖W − Ŵ |‖ ≤ 1

2
|‖W − Ŵ |‖,

якщо τ ≤ τ2(r), де τ2(r) таке, що C(r)(τ
3−α
12

2 + τ
α
3

2 )r ≤ 1
2 .

З оцiнки (22) отримуємо також оцiнку |‖Φ(θ)|‖ ≤ C∗. Звiдси маємо

|‖Φ(W )|‖ ≤ |‖Φ(W )− Φ(θ)|‖+ |‖Φ(θ)|‖ ≤ r

2
+ C∗.
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Далi, спочатку вiзьмемо r достатньо великим: r = 2C∗, а потiм, для вже зафiк-
сованого r, покладемо τ = min{τ1(r, ε), τ2(r)}. Тодi

|‖Φ(W )− Φ(Ŵ )|‖ ≤ 1
2
|‖W − Ŵ |‖, |‖Φ(W )|‖ ≤ r

для довiльних елементiв W , Ŵ ∈ Kr, i твердження Теореми 1 випливає з теореми
Банаха про нерухому точку стискального вiдображення.
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M.V. Krasnoschok
Classical solvability of a diffusion problem in solid with free boundary.

We consider a generalization of one-phase quasi-stationary Stefan problem with regard for the curvature
of the free boundary. The existence of a classical solution of initial-boundary problem with free boundary
for stationary system of elasticity and Laplace equation is proved. It is used the method of construction
of regularizer and the contraction mapping principle.

Keywords: free boundary, elasticity, Schauder estimates.

Н.В. Краснощёк
Классическая разрешимость задачи диффузии в упругом теле со свободной границей.

Исследована задача, которую можно рассматривать как обобщение однофазной квазистационарной
задачи Стефана, учитывающей кривизну свободной границы. Доказано существование классиче-
ского решения начально-краевой задачи со свободной границей для стационарной системы теории
упругости и уравнения Лапласа. При этом используются метод построения регуляризатора и тео-
рема о неподвижной точке сжимающего отображения.

Ключевые слова: свободная граница, упругость, оценки Шаудера.
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