
ISSN 0321-1975. Ìåõàíèêà òâåðäîãî òåëà. 2006. Âûï. 36

ÓÄÊ 539.3

c©2006. Â.Â. Ïóçûðåâ
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Â ÇÀÊÐÅÏËÅÍÍÛÕ ÏÜÅÇÎÊÅÐÀÌÈ×ÅÑÊÈÕ ÖÈËÈÍÄÐÀÕ
ÊÎËÜÖÅÂÎÃÎ ÑÅ×ÅÍÈß Ñ ÑÅÊÒÎÐÍÛÌ ÂÛÐÅÇÎÌ

Ðàññìîòðåíû çàäà÷è ïîëó÷åíèÿ äèñïåðñèîííûõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ ïîëíûå ñïåêòðû ñâîáîäíûõ
íîðìàëüíûõ âîëí â ïðîäîëüíî-ïîëÿðèçîâàííûõ çàêðåïëåííûõ ïüåçîêåðàìè÷åñêèõ öèëèíäðàõ, ñå÷åíèå
êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîëüöåâóþ îáëàñòü ñ ñåêòîðíûì âûðåçîì ïðîèçâîëüíîé óãëîâîé ìåðû.
Ïðåäñòàâëåíà ìåòîäîëîãèÿ ðåøåíèÿ äàííîãî êëàññà çàäà÷, ïîñòðîåíû è ïðîàíàëèçèðîâàíû äèàãðàììû
äèñïåðñèîííûõ êðèâûõ, ôîðìû ðàñïðåäåëåíèé óïðóãèõ âîëíîâûõ ïåðåìåùåíèé è ïîòåíöèàëà êâàçè-
ñòàòè÷åñêîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ äëÿ âîëí îòäåëüíûõ ìîä ñïåêòðà â âîëíîâîäàõ èç ïüåçîêåðàìèêè
BaCaTiO3.

Ââåäåíèå. Àíàëèç âîçìîæíîñòåé è ìåõàíèçìîâ óïðàâëåíèÿ ñòðóêòóðîé è ñâîéñòâà-
ìè äèñïåðñèîííûõ ñïåêòðîâ íîðìàëüíûõ âîëí â öèëèíäðè÷åñêèõ âîëíîâîäàõ èç ïüåçî-
êåðàìè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ çà ñ÷åò âàðüèðîâàíèÿ ãåîìåòðèè ñå÷åíèÿ âîëíîâîäà ÿâëÿåòñÿ
àêòóàëüíûì âîïðîñîì âîëíîâîé ìåõàíèêè äåôîðìèðóåìûõ ñðåä [1, 2]. Çàäà÷è äàííîãî
êëàññà ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ ñ òî÷êè çðåíèÿ ïîëó÷åíèÿ äèñïåðñèîííûõ çàâèñèìîñòåé ñ
çàäàííûìè ñâîéñòâàìè, óïðàâëåíèÿ ÷àñòîòàìè çàïèðàíèÿ âîëí, îáåñïå÷åíèÿ ñóùåñòâî-
âàíèÿ çàäàííîãî êîëè÷åñòâà ìîä áåãóùèõ âîëí â îïðåäåëåííîì ÷àñòîòíîì äèàïàçîíå,
ïîëó÷åíèÿ íåîáõîäèìîé ôîðìû ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòîêîâ ìîùíîñòè ïî ïîïåðå÷íîìó ñå-
÷åíèþ âîëíîâîäà.

Îäíèì èç ìåõàíèçìîâ âàðüèðîâàíèÿ ñâîéñòâàìè äèñïåðñèîííûõ ñïåêòðîâ ÿâëÿåòñÿ
èçìåíåíèå ôîðìû ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ âîëíîâîäà. Èçó÷åíèå çàêîíîìåðíîñòåé ðàñïðî-
ñòðàíåíèÿ ñâÿçàííûõ ýëåêòðîóïðóãèõ âîëí â ïðîäîëüíî-ïîëÿðèçîâàííûõ ïüåçîêåðàìè-
÷åñêèõ öèëèíäðàõ ðàçëè÷íûõ ñå÷åíèé ïîçâîëÿåò äàòü îáùóþ êàðòèíó âîçìîæíîñòåé
óïðàâëåíèÿ äèñïåðñèîííûìè ñïåêòðàìè âîëíîâîäîâ.

Òåîðåòè÷åñêèé àíàëèç ðàñïðîñòðàíåíèÿ îñåñèììåòðè÷íûõ ñâÿçàííûõ ýëåêòðîóïðó-
ãèõ âîëí âäîëü îñè ïðîäîëüíî-ïîëÿðèçîâàííîãî ïüåçîêåðàìè÷åñêîãî êðóãîâîãî öèëèí-
äðà áûë âïåðâûå âûïîëíåí â ðàáîòå [3]. Ñåðèÿ èññëåäîâàíèé ïî ðàñïðîñòðàíåíèþ ýëåê-
òðîóïðóãèõ âîëí â ïîëûõ îäíîñëîéíûõ è ìíîãîñëîéíûõ ïüåçîêåðàìè÷åñêèõ öèëèíäðàõ
ïðîâåäåíà â ðàáîòàõ [4�7]. Â ðàáîòå [8] ðàññìîòðåí êëàññ çàäà÷ î ðàñïðîñòðàíåíèè íîð-
ìàëüíûõ ýëåêòðîóïðóãèõ âîëí â öèëèíäðè÷åñêèõ ïüåçîàêòèâíûõ âîëíîâîäàõ ñ ñåêòîð-
íûì âûðåçîì â êðóãîâîì ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èçó÷àþòñÿ çàêîíîìåðíîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ íîðìàëüíûõ ýëåê-
òðîóïðóãèõ âîëí â öèëèíäðè÷åñêèõ ïüåçîàêòèâíûõ âîëíîâîäàõ èç ìàòåðèàëîâ ãåêñàãî-
íàëüíîé ñèñòåìû, ñå÷åíèå êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîëüöåâóþ îáëàñòü ñ ñåêòîðíûì
âûðåçîì ïðîèçâîëüíîé óãëîâîé ìåðû (ðèñ. 1).

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ðàññìàòðèâàåòñÿ öèëèíäðè÷åñêèé âîëíîâîä áåñêîíå÷íîé
ïðîòÿæåííîñòè, èçãîòîâëåííûé èç ïüåçîàêòèâíîãî ïðåäâàðèòåëüíî ïîëÿðèçîâàííîãî â
àêñèàëüíîì íàïðàâëåíèè óïðóãîãî ìàòåðèàëà ãåêñàãîíàëüíîé ñèñòåìû, èìåþùèé óñëîæ-
íåííóþ ôîðìó ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ � êîíöåíòðè÷åñêîå êîëüöåâîå ñå÷åíèå ñ ñåêòîðíûì
âûðåçîì ïðîèçâîëüíîé óãëîâîé ìåðû.
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Ñ îáëàñòüþ ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ âîëíîâîäà ñâÿæåì íîðìèðîâàííûå áåçðàçìåðíûå
ïðÿìîóãîëüíûå äåêàðòîâû Ox1x2x3 è öèëèíäðè÷åñêèå Orθz êîîðäèíàòû, â êîòîðûõ
åãî ïðîèçâîëüíîå ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå çàíèìàåò îáëàñòü V = {R1 ≤ r ≤ R0, θ ∈ [−α, α]}.

Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå óðàâíåíèÿ äèíàìè÷å-

Ðèñ. 1.

ñêîãî ýëåêòðîóïðóãîãî äåôîðìèðîâàíèÿ âîëíîâîäà îò-
íîñèòåëüíî îòíåñåííûõ ê íîðìèðóþùåìó ïàðàìåòðó
R∗ áåçðàçìåðíûõ êîìïîíåíò âåêòîðà âîëíîâûõ óïðó-
ãèõ ïåðåìåùåíèé U = (u1, u2, u3) è îòíåñåííîãî ê ïàðà-
ìåòðó ϕ∗ áåçðàçìåðíîãî ïîòåíöèàëà êâàçèñòàòè÷åñêî-
ãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ϕ ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â
ôîðìå

‖Lij‖Φ = 0, (1)

ãäå Φ = (u1, u2, u3, ϕ)T , à ýëåìåíòû îïåðàòîðíîé ìàò-
ðèöû ‖Lij‖ èìåþò âèä

L11 = c11∂
2
1 + c66∂

2
2 + c44∂

2
3 − ρR2

∗/c∗∂
2
t , L12 = L21 = (c12 + c66)∂1∂2,

L13 = L31 = (c13 + c44)∂1∂3, L14 = −L41 = −(e31 + e15)∂1∂3,

L22 = c66∂
2
1 + c11∂

2
2 + c44∂

2
3 − ρR2

∗/c∗∂
2
t , L23 = L32 = (c13 + c44)∂2∂3, (2)

L24 = −L42 = −(e31 + e15)∂2∂3, L33 = c44∂
2
1 + c44∂

2
2 + c33∂

2
3 − ρR2

∗/c∗∂
2
t ,

L34 = −L43 = −e15(∂
2
1 + ∂2

2)− e33∂
2
3 , L44 = ε11(∂

2
1 + ∂2

2) + ε33∂
2
3 .

Â ñîîòíîøåíèÿõ (2) cij � îòíåñåííûå ê c∗ áåçðàçìåðíûå óïðóãèå ïîñòîÿííûå, eij � îò-
íåñåííûå ê c∗/E∗ áåçðàçìåðíûå ïüåçîìîäóëè, εij � îòíåñåííûå ê c∗/E

2
∗ áåçðàçìåðíûå

äèýëåêòðè÷åñêèå ïðîíèöàåìîñòè, ρ � ïëîòíîñòü ïüåçîàêòèâíîãî ìàòåðèàëà âîëíîâîäà,
∂j = ∂/∂xj, ∂t = ∂/∂t.

Ðàñïðîñòðàíåíèå â ðàññìàòðèâàåìîì âîëíîâîäå íîðìàëüíûõ ýëåêòðîóïðóãèõ âîëí,
õàðàêòåðèçóåìûõ ôóíêöèÿìè íàïðÿæåííîñòè âåêòîðà óïðóãèõ äèíàìè÷åñêèõ ïåðåìå-
ùåíèé U = Re(U0(x1, x2)e

−i(ωt−kx3)) è ïîòåíöèàëà êâàçèñòàòè÷åñêîãî ýëåêòðè÷åñêî-
ãî ïîëÿ ϕ = Re(ϕ0(x1, x2)e

−i(ωt−kx3)) îïèñûâàåòñÿ îäíîðîäíîé ñïåêòðàëüíîé çàäà-

÷åé îòíîñèòåëüíî êîìïëåêñíûõ àìïëèòóäíûõ êîìïîíåíò U0
T =

(
u

(0)
1 (x1, x2), u

(0)
2 (x1, x2),

u
(0)
3 (x1, x2)

)
, ϕ(0)(x1, x2) ïîëåé U, ϕ. Îíà âêëþ÷àåò â ñåáÿ ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ∥∥∥L̃ij

∥∥∥Φ(0) = 0, Φ(0) = (u
(0)
1 , u

(0)
2 , u

(0)
3 , ϕ(0))T , (3)

à òàêæå êðàåâûå óñëîâèÿ äëÿ u
(0)
j , ϕ(0) íà ó÷àñòêàõ ãðàíè÷íîé ïîâåðõíîñòè âîëíîâîäà.

Â óðàâíåíèÿõ (3) ýëåìåíòû ìàòðèöû îïåðàòîðîâ èìåþò ïðåäñòàâëåíèÿ âèäà (2) ñ ôîð-
ìàëüíîé çàìåíîé ∂3 → ik, ∂t → −iω, ãäå k � áåçðàçìåðíîå îòíåñåííîå ê R−1

∗ âîëíîâîå
÷èñëî, ω � êðóãîâàÿ ÷àñòîòà íîðìàëüíîé âîëíû.

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, äîïîëíÿþùèå ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (3), îò-
ðàæàþò ôèçè÷åñêèå ïðåäïîëîæåíèÿ î ñîñòîÿíèè ðàçëè÷íûõ ó÷àñòêîâ ãðàíèöû âîëíî-
âîäà. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé æåñòêîãî çàêðåïëåíèÿ âíåøíåé è
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âíóòðåííåé öèëèíäðè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé âîëíîâîäà, ïîêðûòûõ ñâåðõòîíêèìè ïðîâî-
äÿùèìè áåçèíåðöèîííûìè ýëåêòðîäàìè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íà ïîâåðõíîñòÿõ ñåêòîð-
íîãî âûðåçà èìåþòñÿ ñâåðõòîíêèå ïðîâîäÿùèå íåðàñòÿæèìûå ìåìáðàííûå ïîêðûòèÿ,
êîðîòêîçàìêíóòûå ñ ýëåêòðîäíûì ïîêðûòèåì öèëèíäðè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé. Ñôîðìó-
ëèðîâàííûå êðàåâûå óñëîâèÿ èìåþò âèä

(ur)Γj
= (uθ)Γj

= (uz)Γj
= (ϕ)Γj

= 0 j = 0, 1, (4)

Γ0 = {r = R0, θ ∈ [−α, α]} , Γ1 = {r = R1, θ ∈ [−α, α]} ;

(σθθ)Γ± = (ur)Γ± = (uz)Γ± = (ϕ)Γ± = 0, (5)

Γ± = {R1 ≤ r ≤ R0; θ = ±α} ,

ãäå uα è σαβ � ñîîòâåòñòâåííî óïðóãèå ïåðåìåùåíèÿ è ìåõàíè÷åñêèå íàïðÿæåíèÿ íà
îñíîâíûõ ïëîùàäêàõ öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò.

2. Àíàëèòè÷åñêîå èíòåãðèðîâàíèå ñèñòåìû âîëíîâûõ óðàâíåíèé. Äëÿ èí-
òåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé âèäà (3) ââîäÿòñÿ ïðåäñòàâëåíèÿ èñêîìûõ ôóíêöèé u

(0)
j , ϕ(0)

÷åðåç îáîáùåííûå âîëíîâûå ïîòåíöèàëû ϕj:

u
(0)
1 = ∂1ϕ1 + ∂2ϕ4, u

(0)
2 = ∂2ϕ1 − ∂1ϕ4, u

(0)
3 ≡ ϕ2, ϕ(0) ≡ ϕ3. (6)

Â ðåçóëüòàòå ñèñòåìà óðàâíåíèé (3) ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

∂1

[
(c11D

2 − c44k
2 + Ω2)ϕ1 + ik(c13 + c44)ϕ2 − ik(e31 + e15)ϕ3

]
+

+∂2

[
(c66D

2 − c44k
2 + Ω2)ϕ4

]
= 0;

∂2

[
(c11D

2 − c44k
2 + Ω2)ϕ1 + ik(c13 + c44)ϕ2 − ik(e31 + e15)ϕ3

]
−

−∂1

[
(c66D

2 − c44k
2 + Ω2)ϕ4

]
= 0; (7)

[ik(c13 + c44)ϕ1 + c44ϕ2 − e15ϕ3] D
2 + (Ω2 − c33k

2)ϕ2 + e33k
2ϕ3 = 0;

[ik(e31 + e15)ϕ1 + e15ϕ2 + ε11ϕ3] D
2 − e33k

2ϕ2 − ε33k
2ϕ3 = 0,

ãäå D2 = ∂2
1 + ∂2

2 � äâóìåðíûé îïåðàòîð Ëàïëàñà, Ω2 � ïðèâåäåííûé áåçðàçìåðíûé
÷àñòîòíûé ïàðàìåòð íîðìàëüíîé âîëíû.

Ïåðâûå äâà óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (7) ìîæíî ñîâìåñòíî çàïèñàòü â ôîðìå

gradF1 + rot [(0, 0, F2)] = 0, (8)

F1 = (c11D
2 − c44k

2 + Ω2)ϕ1 + ik(c13 + c44)ϕ2 − ik(e31 + e15)ϕ3,

F2 = (c66D
2 − c44k

2 + Ω2)ϕ4, (9)

îòêóäà, ñ ó÷åòîì èçâåñòíîãî èç òåîðèè ïîëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ âåêòîð-ôóíêöèè â âèäå ñóì-
ìû ïîòåíöèàëüíîé è âèõðåâîé ÷àñòåé, è ñëåäñòâèÿ, ñîãëàñíî êîòîðîìó íóëåâîå îäíîðîä-
íîå ïîëå èìååò íóëåâûå ñêàëÿðíûé è âåêòîðíûé ïîòåíöèàëû, ïîëó÷àåì

F1 = 0, F2 = 0. (10)
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Òàêèì îáðàçîì, ñëåäñòâèåì (3) ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé

L11ϕ1 + L12ϕ2 + L13ϕ3 = 0,

L21ϕ1 + L22ϕ2 + L23ϕ3 = 0,

L31ϕ1 + L32ϕ2 + L33ϕ3 = 0,

L44ϕ4 = 0,

(11)

ãäå

L11 = c11D
2 − c44k

2 + Ω2, L12 = ik(c13 + c44), L13 = −ik(e31 + e15),

L21 = ik(c13 + c44)D
2, L22 = c44D

2 + Ω2 − c33k
2, L23 = −e15D

2 + e33k
2, (12)

L31 = ik(e31 + e15)D
2, L32 = e15D

2 − e33k
2, L33 = ε11D

2 − ε33k
2,

L44 = c66D
2 − c44k

2 + Ω2.

Äëÿ ϕj ââîäÿòñÿ ïðåäñòàâëåíèÿ

ϕj = Ajχ(x1, x2), (13)

ãäå χ(x1, x2) � ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå ìåòàãàðìîíè÷åñêîìó óðàâíåíèþD2χ(x1, x2)+
+γ2χ(x1, x2) = 0. Òàêèì îáðàçîì, ñëåäñòâèåì (11) áóäåò îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ
àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî Aj:

L̃11A1 + L̃12A2 + L̃13A3 = 0,

L̃21A1 + L̃22A2 + L̃23A3 = 0,

L̃31A1 + L̃32A2 + L̃33A3 = 0,

L̃44A4 = 0,

(14)

îïðåäåëèòåëü êîòîðîé çàâèñèò îò ïàðàìåòðà γ. Âûðàæåíèÿ äëÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû
L̃ij ñèñòåìû (14) ïîëó÷àþòñÿ èç âûðàæåíèé äëÿ îïåðàòîðîâ (12) ôîðìàëüíîé çàìåíîé
D2 → −γ2.

Ñèñòåìà (14) ðàñïàäàåòñÿ íà íåçàâèñèìóþ ïîäñèñòåìó îòíîñèòåëüíî ïîñòîÿííûõ
A1, A2, A3 è îòäåëüíîå óðàâíåíèå äëÿ A4. Óñëîâèå íåòðèâèàëüíîé ðàçðåøèìîñòè ïîä-
ñèñòåìû äëÿ A1, A2, A3, ò. å. ðàâåíñòâî íóëþ åå îïðåäåëèòåëÿ, èìååò âèä ñòåïåííîãî
õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî çíà÷åíèé ïàðàìåòðà γ:

α1γ
6 + α2γ

4 + α3γ
2 + α4 = 0, (15)

â êîòîðîì

α1 = −c11e
2
15 − c11c44ε11, ..., α4 = k2(c44k

2 − Ω2)(−c33ε33k
2 − e2

33k
2 + ε33Ω

2).

Êàæäîìó íàéäåííîìó èç (15) çíà÷åíèþ γ2 = γ2
j (j = 1, 3) ñîîòâåòñòâóåò îïðåäå-

ëåííîå ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòíîãî ìíîæèòåëÿ íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå ïîäñèñòåìû â
âèäå

Aj = (A1j, A2j, A3j) = Ãj · (β1j, β2j, β3j), (16)
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ãäå βpj ìîæíî âûáðàòü â ôîðìå äîìíîæàåìûõ íà îäèíàêîâûé íîðìèðóþùèé ìíîæèòåëü

àëãåáðàè÷åñêèõ äîïîëíåíèé ê ëþáîé èç ñòðîê ìàòðèöû
∥∥∥L̃nm

∥∥∥. Ïðè âûáîðå â êà÷åñòâå

óêàçàííîé ñòðîêè ïåðâîé ñòðîêè ìàòðèöû
∥∥∥L̃nm

∥∥∥ , à â êà÷åñòâå íîðìèðóþùåãî ìíîæè-

òåëÿ L−1
33 ïîëó÷àåì

β1j = L̃
(j)
22 − L̃

(j)
23 · L̃

(j)
32 /L̃

(j)
33 , β2j = −L̃

(j)
21 + L̃

(j)
31 · L̃

(j)
23 /L̃

(j)
33 , (17)

β3j = (L̃
(j)
21 · L̃

(j)
32 − L̃

(j)
31 · L̃

(j)
22 )/L̃

(j)
33 , L̃(j)

nm = L̃nm

∣∣∣
γ=γj .

Òàêèì îáðàçîì, ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ôóíêöèé ϕp (p = 1, 3) èìåþò ôîðìó

ϕp =
3∑

j=1

Ajβpjχj(x1, x2), (18)

ãäå χj � ìåòàãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè, îïðåäåëÿåìûå èç óðàâíåíèé D2χj + γ2
j χj = 0.

Ïðåäñòàâëÿÿ ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ϕ4 â ôîðìå (13), ïîëó÷àåì

ϕ4 = A4χ4(x1, x2), (19)

ãäå γ2
4 = (Ω2 − c44k

2)c−1
66 .

Â èòîãå âûðàæåíèÿ äëÿ êîìïîíåíò êîìïëåêñíîãî àìïëèòóäíîãî âåêòîðà èññëåäóå-
ìûõ íîðìàëüíûõ âîëí áóäóò èìåòü âèä

u
(0)
1 =

3∑
j=1

Ajβ1j∂1χj(x1, x2) + A4∂2χ4(x1, x2),

u
(0)
2 =

3∑
j=1

Ajβ1j∂2χj(x1, x2)− A4∂1χ4(x1, x2), (20)

u
(0)
3 =

3∑
j=1

Ajβ2jχj(x1, x2),

ϕ(0) =
3∑

j=1

Ajβ3jχj(x1, x2).

3. Ïîëó÷åíèå äèñïåðñèîííûõ óðàâíåíèé. Äèñïåðñèîííûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ
ñåìåéñòâ íîðìàëüíûõ âîëí â ðàññìàòðèâàåìûõ âîëíîâîäàõ âûâîäÿòñÿ èç ãðàíè÷íûõ
óñëîâèé (4), (5), äëÿ çàïèñè êîòîðûõ ÷åðåç ôóíêöèè χj íà áàçå èçâåñòíûõ ñîîòíîøåíèé
ñâÿçè êîìïîíåíò íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ íà îñíîâíûõ ïëîùàäêàõ äå-
êàðòîâîé è öèëèíäðè÷åñêîé êîîðäèíàòíûõ ñèñòåì ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ïðåäñòàâëåíèÿ

u(0)
r =

3∑
j=1

Ajβ1j∂rχj + A4r
−1∂θχ4, u

(0)
θ =

3∑
j=1

Ajβ1jr
−1∂θχj − A4∂rχ4, (21)

u(0)
z =

3∑
j=1

Ajβ2jχj, ϕ(0) =
3∑

j=1

Ajβ3jχj,
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ãäå ∂r = ∂/∂r, ∂θ = ∂/∂θ.
Ìíîæåñòâî âîëí èññëåäóåìîãî òèïà îáðàçóåò ñóïåðïîçèöèþ íåçàâèñèìûõ ïîäìíî-

æåñòâ âîëí ñ ðàçëè÷íîé ñèììåòðèåé ôóíêöèé âîëíîâûõ ïåðåìåùåíèé â îáëàñòè ñå÷åíèÿ
âîëíîâîäà. Ñëåäîâàòåëüíî, äèñïåðñèîííûå ñîîòíîøåíèÿ öåëåñîîáðàçíî ïîëó÷àòü â îò-
äåëüíîñòè äëÿ âîëí "ñèììåòðè÷íîãî" òèïà, êîòîðûå èìåþò ÷åòíîñòü

ur(r,−θ) = ur(r, θ), uθ(r,−θ) = −uθ(r, θ),

uz(r,−θ) = uz(r, θ), (r, θ) ∈ V;

è âîëí "àíòèñèììåòðè÷íîãî" òèïà ñ ÷åòíîñòüþ

ur(r,−θ) = −ur(r, θ), uθ(r,−θ) = uθ(r, θ),

uz(r,−θ) = −uz(r, θ), (r, θ) ∈ V.

Ñ ó÷åòîì ôîðìû îáëàñòè, çàíèìàåìîé ñå÷åíèåì âîëíîâîäà, ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèé
ϕ1, ϕ2, ϕ3, ϕ4 âûáèðàþòñÿ â âèäå ñóïåðïîçèöèè áàçèñíûõ ðåøåíèé ìåòàãàðìîíè÷åñêèõ
óðàâíåíèé â îáëàñòÿõ âíóòðåííåãî è âíåøíåãî òèïîâ

ϕp =
3∑

j=1

(
A

(1)
j βpjχ

(1)
j + A

(2)
j βpjχ

(2)
j

)
(p = 1, 3), (22)

ϕ4 = A
(1)
4 χ

(1)
4 + A

(2)
4 χ

(2)
4 .

Çäåñü χ
(1)
j , χ

(2)
j � ñîîòâåòñòâåííî áàçèñíûå ðåøåíèÿ ìåòàãàðìîíè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ

îáëàñòåé âíóòðåííåãî è âíåøíåãî òèïîâ.
Äëÿ âîëí "ñèììåòðè÷íîãî" òèïà ââîäÿòñÿ àïðèîðè óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ (5)

ïðåäñòàâëåíèÿ χ
(1)
j , χ

(2)
j , ñîîòâåòñòâóþùèå íåçàâèñèìûì ñåìåéñòâàì âîëí ñ ðàçëè÷íûìè

ïîêàçàòåëÿìè èçìåíÿåìîñòè n ïî óãëîâîé êîîðäèíàòå:

χ
(1)
jn = Jλn(γjr) cos λnθ, χ

(1)
4n = Jλn(γ4r) sin λnθ,

χ
(2)
jn = Yλn(γjr) cos λnθ, χ

(2)
4n = Yλn(γ4r) sin λnθ, (23)

λn = (2n + 1)π/2α (j = 1, 3; n = 0,∞).

Ñ ó÷åòîì îðòîãîíàëüíîñòè ñèñòåì ôóíêöèé {cos λnθ} , {sin λnθ} íà èíòåðâàëå
θ ∈ [−α, α] äëÿ ñåìåéñòâ âîëí "ñèììåòðè÷íîãî" òèïà ñ ïîêàçàòåëåì n ñëåäóþò äèñ-
ïåðñèîííûå óðàâíåíèÿ

Fn(Ω, k) = det ‖∆nmpij‖ = 0 (m = 0, 1; p = 1, 2; i, j = 1, 4), (24)

ãäå

∆nm11j = β1j

(
λnR

−1
m Jλn(γjRm)− γjJλn+1(γjRm)

)
, ∆nm114 = λnR

−1
m Jλn(γ4Rm),

∆nm12j = −β1jλnR
−1
m Jλn(γjRm), ∆nm124 = −

(
λnR

−1
m Jλn(γ4Rm)− γ4Jλn+1(γ4Rm)

)
,

∆nm13j = β2jJλn(γjRm), ∆nm134 = 0,

∆nm14j = β3jJλn(γjRm), ∆nm144 = 0, (25)
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∆nm21j = β1j

(
λnR

−1
m Yλn(γjRm)− γjYλn+1(γjRm)

)
, ∆nm214 = λnR

−1
m Yλn(γ4Rm),

∆nm22j = −β1jλnR
−1
m Yλn(γjRm), ∆nm224 = −

(
λnR

−1
m Yλn(γ4Rm)− γ4Yλn+1(γ4Rm)

)
,

∆nm23j = β2jYλn(γjRm), ∆nm234 = 0,

∆nm24j = β3jYλn(γjRm), ∆nm244 = 0,

(j = 1, 3; m = 0, 1).

Ïî àíàëîãè÷íîé ñõåìå äëÿ ñåìåéñòâ âîëí "àíòèñèììåòðè÷íîãî" òèïà ïðè âûáîðå
ïðåäñòàâëåíèé

χ
(1)
jn = Jηn(γjr) sin ηnθ, χ

(1)
4n = Jηn(γ4r) cos ηnθ,

χ
(2)
jn = Yηn(γjr) sin ηnθ, χ

(2)
4n = Yηn(γ4r) cos ηnθ, (26)

ηn = nπ/α (j = 1, 3; n = 1,∞)

ñëåäóþò äèñïåðñèîííûå ñîîòíîøåíèÿ

F̃n(Ω, k) = det
∥∥∥∆̃nmpij

∥∥∥ = 0 (m = 0, 1; p = 1, 2; i, j = 1, 4). (27)

Âûðàæåíèÿ äëÿ ∆̃nmpij èìåþò ñòðóêòóðó, êà÷åñòâåííî ñõîäíóþ ñî ñòðóêòóðîé âûðà-
æåíèé (25).

4. Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ èññëåäîâàíèé. Êîíêðåòíûé àíàëèç äèñïåðñèîííûõ
ñïåêòðîâ äëÿ èññëåäóåìûõ òèïîâ íîðìàëüíûõ âîëí îñóùåñòâëåí ïðèìåíèòåëüíî ê âîë-
íîâîäàì èç àêñèàëüíî-ïîëÿðèçîâàííîé ïüåçîêåðàìèêè BaCaTiO3 [3, 9] ñ ôèçèêî-ìåõà-
íè÷åñêèìè ïàðàìåòðàìè c11 = 15.8, c12 = 6.9, c13 = 6.75, c33 = 15.0, c44 = 4.5, e31 = −3.1,
e33 = 13.5, e15 = 10.9, ε11 = 88.5, ε33 = 80.535. Ïðèâåäåííûå íîðìèðîâàííûå çíà÷åíèÿ
ïîñòîÿííûõ ñîîòâåòñòâóþò âûáîðó ïàðàìåòðîâ c∗ è E∗ ñî çíà÷åíèÿìè c∗ = 1010H/m2,
E∗ = 1010H/K.

Àíàëèç âåòâåé äåéñòâèòåëüíûõ è ìíèìûõ êîðíåé äèñïåðñèîííûõ óðàâíåíèé (24),
(27) ïðîâîäèëñÿ ìåòîäîì áèñåêöèè èíòåðâàëà ïåðåìåíû çíàêà äèñïåðñèîííîé ôóíêöèè.
Àëãîðèòì ïîèñêà êîðíåé ïîñòðîåí ïî ñõåìå, ñî÷åòàþùåé íàõîæäåíèÿ çíà÷åíèé k äëÿ
ôèêñèðóåìûõ âåëè÷èí ïàðàìåòðà Ω è íàõîæäåíèÿ çíà÷åíèé Ω äëÿ ôèêñèðóåìûõ âå-
ëè÷èí ïàðàìåòðà k. Áåçðàçìåðíûé ÷àñòîòíûé ïàðàìåòð Ω âàðüèðîâàëñÿ â ïðåäåëàõ
Ω ∈ [0; 32], áåçðàçìåðíîå âîëíîâîå ÷èñëî � â ïðåäåëàõ Re k ∈ [0; 10], Im k ∈ [0; 10].

Ðèñ. 2. Ðèñ. 3.

Íà ðèñ. 2, 3 ïðèâåäåíû ñîîòâåòñòâåííî äåéñòâèòåëüíûå è ìíèìûå âåòâè äèñïåð-
ñèîííûõ ñïåêòðîâ íîðìàëüíûõ âîëí "ñèììåòðè÷íîãî" òèïà ñ ïîêàçàòåëåì n = 0 äëÿ
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âîëíîâîäîâ ñ óãëîâûìè ìåðàìè ñå÷åíèÿ α = π/4 è α = π/2 . Êàê ïîêàçûâàåò èõ àíàëèç,
óâåëè÷åíèå óãëîâûõ ðàçìåðîâ ñå÷åíèÿ âîëíîâîäà âåäåò ê ñíèæåíèþ ÷àñòîò çàïèðàíèÿ
áåãóùèõ âîëí ïðè ñîõðàíåíèè êà÷åñòâåííîé êàðòèíû ÷åðåäîâàíèÿ âåòâåé äèñïåðñèîí-
íîãî ñïåêòðà. Õàðàêòåðíûì ÿâëÿåòñÿ îòñóòñòâèå â ñïåêòðàõ ìîä áåãóùèõ íîðìàëüíûõ
âîëí ñ íóëåâîé ÷àñòîòîé çàïèðàíèÿ è íàëè÷èå â ìíèìîé ÷àñòè ñïåêòðîâ ôðàãìåíòîâ,
êîòîðûå îáúåäèíÿþòñÿ â "ïî÷òè âåðòèêàëüíûå" äèñïåðñèîííûå êðèâûå, õàðàêòåðíûå
äëÿ ñïåêòðîâ ñâÿçàííûõ íîðìàëüíûõ ýëåêòðîóïðóãèõ âîëí [4 � 8]. Çíà÷åíèÿ Imk, õà-
ðàêòåðèçóþùèå "ïî÷òè âåðòèêàëüíûå" ôðàãìåíòû ñïåêòðà, óìåíüøàþòñÿ ñ ðîñòîì α.

Ðèñ. 4. Ðèñ. 5.

Íà ðèñ. 4, 5 ïðåäñòàâëåíû äèñïåðñèîííûå ñïåêòðû äëÿ íîðìàëüíûõ âîëí "ñèììåò-
ðè÷íîãî" òèïà ñ ïîêàçàòåëåì n = 1 â âîëíîâîäàõ ñ óãëîâûìè ìåðàìè ñå÷åíèÿ α = π/4 è
α = π/2 ñîîòâåòñòâåííî. ×àñòîòû çàïèðàíèÿ ïåðâûõ äâóõ ìîä áåãóùèõ âîëí â ñïåêòðå
âîëíîâîäà íà ðèñ. 5 âûøå ÷àñòîò çàïèðàíèÿ ïîäîáíûõ ìîä â ñëó÷àå n = 0 (ðèñ. 3), à
÷àñòîòû çàïèðàíèÿ òðåòüåé áåãóùåé âîëíû î÷åíü áëèçêè. Äëÿ ñïåêòðà âîëí ñ n = 1 íà-
áëþäàåòñÿ ðîñò çíà÷åíèé Im k, ñîîòâåòñòâóþùåãî "ïî÷òè âåðòèêàëüíîé" âåòâè. Â ñëó÷àå
âîëíîâîäà ñ α = π/4 êîëè÷åñòâåííûå ðàçëè÷èÿ â ñïåêòðàõ íîðìàëüíûõ âîëí ñ n = 0
è n = 1 ãîðàçäî ñóùåñòâåííåå, ÷åì â ñëó÷àå α = π/2. Ýòî âûðàæàåòñÿ, â ÷àñòíîñòè,
â áîëåå ðåçêîì ðîñòå ÷àñòîò çàïèðàíèÿ áåãóùèõ âîëí èç ìîä ñ îäèíàêîâûìè íîìåðà-
ìè. Ìîæíî òàêæå îòìåòèòü, ÷òî íèçøèå ìîäû â ñïåêòðàõ ñ n = 1 (ðèñ. 4, 5) èìåþò
âûðàæåííûå ó÷àñòêè îáðàòíîé âîëíû.

Ðèñ. 6. Ðèñ. 7.

Ðèñ. 6, 7 èëëþñòðèðóþò ðàñïðåäåëåíèÿ äåéñòâèòåëüíûõ è ìíèìûõ âåòâåé äèñïåðñè-
îííûõ ñïåêòðîâ äëÿ âîëí "àíòèñèììåòðè÷íîãî" òèïà ñ ïîêàçàòåëåì n = 1 â âîëíîâîäàõ
ñ ìåðàìè ñå÷åíèÿ α = π/4 è α = π/2. Ýòè ñïåêòðû èìåþò ìíîãî ýëåìåíòîâ êà÷åñòâåííîé
áëèçîñòè ñî ñïåêòðàìè ñèììåòðè÷íûõ âîëí ïðè n = 0; ÷àñòîòû çàïèðàíèÿ äâóõ íèçøèõ
ìîä èç ñïåêòðà ïðè n = 1 ïîâûøàþòñÿ, ÷àñòîòû çàïèðàíèÿ òðåòüåé ìîäû ïðàêòè÷åñêè
ñîâïàäàþò.
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Ðèñ. 8.

Íàêîíåö, äèíàìèêà ïåðåñòðîéêè ñïåêòðîâ âîëí ñ n = 0 â ñëó÷àå âîëíîâîäîâ ñ α =
= π/2 (ðèñ. 3) è α = 3π/4 (ðèñ. 8), êàê ïîêàçûâàþò ðàñ÷åòû, çàìåäëÿåòñÿ è ýòè ñïåêòðû
äîñòàòî÷íî áëèçêè êà÷åñòâåííî è êîëè÷åñòâåííî.

Íà ðèñ. 9 � 12 â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè êèíåìàòè÷åñêèõ è ýíåðãåòè÷åñêèõ ñâîéñòâ

Ðèñ. 9. Ðèñ. 10.

Ðèñ. 11. Ðèñ. 12.

èññëåäóåìûõ íîðìàëüíûõ âîëí ñîîòâåòñòâåííî ïðåäñòàâëåíû àìïëèòóäíûå ôîðìû âîë-
íîâûõ ïåðåìåùåíèé ur, uθ, uz è ïîòåíöèàëà êâàçèñòàòè÷åñêîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ϕ
â ñå÷åíèè âîëíîâîäà ñ ñåêòîðíûì âûðåçîì ìåðû α = π/4 äëÿ âîëíû "ñèììåòðè÷íîãî"
òèïà èç ïåðâîé ìîäû äèñïåðñèîííîãî ñïåêòðà ñ n = 0, k = 2, Ω = 15.971. Ïîëó÷åííûå
äàííûå î ôîðìàõ ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñïîñîáà îïòèìàëüíîãî âîç-
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áóæäåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ áåãóùèõ âîëí è ñïîñîáà ïîëó÷åíèÿ äîñòóïà ê ïåðåíîñèìîé
âîëíàìè ýòîãî òèïà ñèãíàëüíîé èíôîðìàöèè.

Ïðîâåäåííûå ÷èñëåííûå èññëåäîâàíèÿ ïîäòâåðæäàþò ãèïîòåçó î âîçìîæíîñòè óïðàâ-
ëåíèÿ ñòðóêòóðîé è ñâîéñòâàìè äèñïåðñèîííûõ ñïåêòðîâ íîðìàëüíûõ âîëí â ïüåçîàê-
òèâíûõ öèëèíäðè÷åñêèõ âîëíîâîäàõ çà ñ÷åò èçìåíåíèÿ ãåîìåòðèè ñå÷åíèÿ. Âàðüèðîâà-
íèå óãëîâîé ìåðû ñåêòîðíîãî âûðåçà ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ñïîñîáîâ óïðàâëåíèÿ äèñïåð-
ñèîííûìè ñâîéñòâàìè âîëíîâîäà.
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