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ÎÁ ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ ÄÂÈÆÅÍÈß
ÑÈÑÒÅÌÛ N ÑÂßÇÀÍÍÛÕ ÒÂÅÐÄÛÕ ÒÅË Ñ ÏÎËÎÑÒßÌÈ,
ÑÎÄÅÐÆÀÙÈÌÈ ÆÈÄÊÎÑÒÜ

Â ðàáîòàõ [1, 2] ïîëó÷åíî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ íåñâîáîäíîé è ñâî-
áîäíîé ñèñòåìû n ñâÿçàííûõ òâåðäûõ òåë ñ ïîëîñòÿìè, ñîäåðæàùèìè èäåàëüíóþ æèäêîñòü (ÑÑÒÒÆ).
Â äàííîé ðàáîòå ïðîâåäåíû äàëüíåéøèå èññëåäîâàíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ, ïîäðîáíî ðàññìîòðåíû ñëó÷àè
n = 1, 2, 3, âûâåäåíû ðåêóððåíòíûå ôîðìóëû äëÿ êîýôôèöèåíòîâ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, ïî-
ëó÷åíû íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ðàâíîìåðíîãî âðàùåíèÿ ñâîáîäíîé ñèñòåìû n îäèíàêîâûõ
ãèðîñêîïîâ Ëàãðàíæà ñ æèäêîñòüþ.

1. Íåñâîáîäíàÿ ÑÑÒÒÆ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Si òåëî, êîòîðîå ñîñòîèò èç òâåðäîãî
òåëà S0

i , èìåþùåãî ïîëîñòü, öåëèêîì çàïîëíåííóþ îäíîðîäíîé èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé
æèäêîñòüþ ñ ïëîòíîñòüþ ρi. Òâåðäûå òåëà S0

i è S0
i−1 (1 < i ≤ n) èìåþò îäíó îáùóþ

òî÷êó Oi. Òî÷êà O1 òâåðäîãî òåëà S0
1 íåïîäâèæíà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ωi àáñîëþòíóþ

óãëîâóþ ñêîðîñòü òâåðäîãî òåëà S0
i ; si = OiOi+1; ci = OiCi (Ci � öåíòð ìàññ òåëà Si).

Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ, îòíîñèòåëüíî ðàâíîìåð-
íîãî âðàùåíèÿ âîêðóã âåðòèêàëè ñèñòåìû n ãèðîñêîïîâ Ëàãðàíæà, ñâÿçàííûõ óïðóãèìè
ñôåðè÷åñêèìè øàðíèðàìè è ñîäåðæàùèìè èäåàëüíóþ æèäêîñòü, èìååò âèä [1, 2]

|‖aij‖n
i,j=1| = 0. (1)

Çäåñü

aij = µij (j 6= i− 1, i, i + 1), aii−1 = µi−1i +
ki−1

λ2
, aii+1 = µii+1 +

ki

λ2
, aii = Fi,

Fi = A′
i +

Ciω0i

λ
+

aig − ki−1 − ki

λ2
− (λ + ω0i)

∞∑
l=1

Eil

λ + λ̃il

, µij = µji,

λ̃il = ω0i − λil = ω0iλ
′
il, λ′il = 1− 2

κil

, µij = siaj (i < j),

A′
i = Ai + s2

i

n∑
k=i+1

mk, ai = mici + si

n∑
k=i+1

mk;

ω0i � íåâîçìóùåííàÿ óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ i-ãî òåëà; Ai, Ci � ýêâàòîðèàëüíûé è
îñåâîé ìîìåíòû èíåðöèè òåëà Si îòíîñèòåëüíî òî÷êè Oi; mi � ìàññà òåëà Si. Ïîä èäå-
àëüíûì óïðóãèì ñôåðè÷åñêèì øàðíèðîì áóäåì ïîäðàçóìåâàòü èäåàëüíûé ñôåðè÷åñêèé
øàðíèð, â êîòîðîì íà òâåðäûå òåëà S0

i−1 è S0
i äåéñòâóåò óïðóãèé âîññòàíàâëèâàþùèé

ìîìåíò (Li = ki−1(si−1) × si/(|si−1||si|), ki−1 ≥ 0, k1 = kn = 0). Êîýôôèöèåíòû Eil,
λ′il îïðåäåëÿþòñÿ òîëüêî ãåîìåòðèåé ïîëîñòè τi, è èõ çíà÷åíèÿ äëÿ ýëëèïñîèäàëüíîé,
öèëèíäðè÷åñêîé è êîíè÷åñêîé ïîëîñòåé ïðèâåäåíû â ðàáîòàõ [3, 4].

Åñëè öåíòð ìàññ ïîñëåäíåãî òåëà Sn ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé On (cn = 0, an = 0), òî
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õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå (1) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

Fn

∣∣∣∣∣∣∣
F1 . . . µ1n−1
...

. . .
...

µ1n−1 . . . Fn−1

∣∣∣∣∣∣∣−
k2

n−1

λ4

∣∣∣∣∣∣∣
F1 . . . µ1n−2
...

. . .
...

µ1n−2 . . . Fn−2

∣∣∣∣∣∣∣ = 0. (2)

Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ íàáëþäàåòñÿ, åñëè òî÷êà O2 ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé O1 (s1 = 0)

F1

∣∣∣∣∣∣∣
F2 . . . µ2n
...

. . .
...

µ2n . . . Fn

∣∣∣∣∣∣∣−
k2

1

λ4

∣∣∣∣∣∣∣
F3 . . . µ3n
...

. . .
...

µ3n . . . Fn

∣∣∣∣∣∣∣ = 0. (3)

Åñëè îòñóòñòâóåò óïðóãèé âîññòàíàâëèâàþùèé ìîìåíò â øàðíèðå On (kn−1 = 0) èëè
â øàðíèðå O2 (k1 = 0), òî óðàâíåíèÿ (2) è (3) ðàñïàäàþòñÿ íà äâà óðàâíåíèÿ. Óðàâíåíèÿ
Fn = 0 è F1 = 0 [3, 4] îïèñûâàþò âîçìóùåííîå äâèæåíèå ñîîòâåòñòâåííî ïîñëåäíåãî è
ïåðâîãî ãèðîñêîïîâ Ëàãðàíæà ñ æèäêîñòüþ âîêðóã èõ öåíòðîâ ìàññ. Ñëåäîâàòåëüíî,
åñëè âðàùåíèÿ îäíîãî èç ýòèõ ãèðîñêîïîâ íåóñòîé÷èâî, òî è âðàùåíèå âñåé ñèñòåìû
íåóñòîé÷èâî. Òî, ÷òî óðàâíåíèÿ (2) è (3) ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ ìîãóò ðàñïàäàòüñÿ
íà äâà, èãðàåò ñóùåñòâåííóþ ðîëü äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î âîçìîæíîñòè ñòàáèëèçàöèè
íåóñòîé÷èâîãî äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà ñ æèäêîñòüþ, âðàùàþùèìèñÿ îäíèì èëè äâóìÿ
òâåðäûìè òåëàìè [5, 6].

Íåîáõîäèìîå óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè ðàâíîìåðíîãî âðàùåíèÿ ñèñòåìû n ãèðîñêîïîâ
Ëàãðàíæà, ñîäåðæàùèõ èäåàëüíóþ æèäêîñòü, ñîñòîèò â äåéñòâèòåëüíîñòè âñåõ êîðíåé
óðàâíåíèÿ (1). Îñòàâëÿÿ êîíå÷íîå ÷èñëî ÷ëåíîâ Fi, ìîæíî, ïî àíàëîãèè ñ ðàáîòîé [3],
ïðèâåñòè ýòî óðàâíåíèå ê ïîëèíîìèàëüíîìó âèäó.

Ïðè îòñóòñòâèè æèäêîñòè (ρi = 0, Eil = 0) õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå (1) ñîâ-
ïàäàåò ñ èçâåñòíûì óðàâíåíèåì [7].

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ÷àñòíûå ñëó÷àè óðàâíåíèÿ (1).
Ïóñòü n = 3 ∣∣∣∣∣∣

F1 µ1 + k1/λ
2 µ2

µ1 + k1/λ
2 F2 µ3 + k2/λ

2

µ2 µ3 + k2/λ
2 F3

∣∣∣∣∣∣ = 0. (4)

Çäåñü

Fi = A′
i +

C̃i

λ
+

aig − ki−1 − ki

λ2
− (λ + ω0i)

∞∑
l=1

Eil

λ + λ̃il

, C̃i = Ciω0i, k0 = k3 = 0,

A′
1 = A1 + m23s

2
1, A′

2 = A2 + m3s
2
2, A′

3 = A3, λ̃il = λ′iω0i = (1− 2

κil

)ω0i,

µ1 = s1a2, µ2 = s1a3, µ3 = s2a3, si = OiOi+1, ci = OiCi,

a1 = m1c1 + s1m23, a2 = m2c2 + s2m3, a3 = m3c3, m23 = m2 + m3.

(5)

Åñëè i-é óïðóãèé ñôåðè÷åñêèé øàðíèð âûðîæäàåòñÿ â öèëèíäðè÷åñêèé (ki = ∞),
òî óðàâíåíèå (4) ñóùåñòâåííî óïðîùàåòñÿ. Òàê, íàïðèìåð, ïóñòü

a) k1 = ∞, k2 6= ∞, òîãäà ýòî óðàâíåíèå èìååò âèä

[F̃1 + F̃2 + F̃3 + 2(µ1 + µ2 + µ3)]K2 + (µ2 + µ3)
2 − (F̃1 + F̃2 + 2µ1)F̃3 = 0,
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b) k1 6= ∞, k2 = ∞, òîãäà

[F̃1 + F̃2 + F̃3 + 2(µ1 + µ2 + µ3)]K1 + (µ1 + µ2)
2 − (F̃2 + F̃3 + 2µ3)F̃1 = 0,

c) k1 = ∞, k2 = ∞, òîãäà

F̃1 + F̃2 + F̃3 + 2(µ1 + µ2 + µ3) = 0, (6)

ãäå

F̃i = A′
i +

C̃i

λ
+

aig

λ2
− (λ + ω0i)

∞∑
l=1

Eil

λ + λ̃il

, Ki =
ki

λ2
.

Ïðè ω01 = ω02 = ω02 = ω0 ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ñîâïàäàåò ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì
óðàâíåíèåì äëÿ îäíîãî òâåðäîãî òåëà ñ òðåìÿ ïîëîñòÿìè, à ïðè ðàçëè÷íûõ ω0i ïî ôîðìå
ïîõîæå íà õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ îäíîãî òåëà ñ äâóìÿ æèäêèìè ðîòîðàìè,
÷òî è åñòåñòâåííî áûëî îæèäàòü ïðè ââåäåíèè äâóõ öèëèíäðè÷åñêèõ øàðíèðîâ.

Ïðè n = 2 õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå (4) çàïèøåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì∣∣∣∣ F1 µ + k/λ2

µ + k/λ2 F2

∣∣∣∣ = 0. (7)

Çäåñü µ = µ1, k = k1, à â ñîîòíîøåíèÿõ (5) ñëåäóåò ïîëîæèòü m3 = 0.
Åñëè îòñóòñòâóåò óïðóãèé âîññòàíàâëèâàþùèé ìîìåíò (k = 0 ) è öåíòð ìàññ âòîðîãî

òåëà S2 ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé O2 (c2 = 0, a2 = 0, µ = 0), òî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíå-
íèå (7) ðàñïàäàåòñÿ íà äâà óðàâíåíèÿ è, êàê áûëî îòìå÷åíî ðàíåå, èç íåóñòîé÷èâîñòè
âðàùåíèÿ îäíîãî ãèðîñêîïà ñëåäóåò íåóñòîé÷èâîñòü âðàùåíèÿ âñåé ñèñòåìû.

Åñëè óïðóãèé ñôåðè÷åñêèé øàðíèð âûðîæäàåòñÿ â öèëèíäðè÷åñêèé (k = ∞), òî
óðàâíåíèå (7) èìååò âèä

F̃1 + F̃2 + 2µ = 0. (8)

Â áîëüøèíñòâå ïðàêòè÷åñêè âàæíûõ ñëó÷àåâ, îñíîâíîé ýôôåêò âëèÿíèÿ æèäêîñòè
íà äâèæåíèå òâåðäîãî òåëà ìîæíî ó÷åñòü, ðàññìàòðèâàÿ òîëüêî îñíîâíîé òîí êîëåáà-
íèÿ æèäêîñòè (l = 1). Â ðàáîòàõ [3, 4] áûëî îöåíåíî âëèÿíèå áîëåå âûñîêèõ òîíîâ
íà óñòîé÷èâîñòü âðàùåíèÿ òâåðäîãî òåëà ñ öèëèíäðè÷åñêîé ïîëîñòüþ è ïîêàçàíî, ÷òî
ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ äîáàâëåíèå íîâûõ òîíîâ êîëåáàíèé æèäêîñòè ïðèâîäèò ê
íåçíà÷èòåëüíîìó êîëè÷åñòâåííîìó èçìåíåíèþ îáëàñòè íåóñòîé÷èâîñòè. Ñëåäóåò òàêæå
îòìåòèòü, ÷òî â ñëó÷àå ýëëèïñîèäàëüíûõ ïîëîñòåé è ïîëîñòåé, îáðàçîâàííûõ ñîôî-
êóñíûìè ýëëèïñîèäàìè èç áåñêîíå÷íîãî ñïåêòðà ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò λil íà äâèæåíèå
òâåðäîãî òåëà âëèÿíèå îêàçûâàåò òîëüêî ïåðâàÿ ÷àñòîòà λil (Eil = 0 ïðè l 6= 1). Â [3,
4] òàêæå ïîêàçàíî, ÷òî íåîáõîäèìûì óñëîâèåì óñòîé÷èâîñòè ðàâíîìåðíîãî âðàùåíèÿ
îäíîãî ãèðîñêîïà Ëàãðàíæà ñ èäåàëüíîé æèäêîñòüþ ÿâëÿåòñÿ âðàùåíèå îòíîñèòåëüíî
îñè íàèáîëüøåãî ìîìåíòà èíåðöèè. Ýòîò ðåçóëüòàò áóäåò íåîäíîêðàòíî èñïîëüçîâàí â
äàííîé ðàáîòå.

Óðàâíåíèå (4) ñ ó÷åòîì îñíîâíîãî òîíà êîëåáàíèÿ æèäêîñòè (l = 1) çàïèñûâàåòñÿ
â âèäå ïîëèíîìà äåâÿòîé ñòåïåíè

b0λ
9 + b1λ

8 + ... + b8λ + b9 = 0. (9)
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Çäåñü

b0 = b∗0,

bi = bi1λ̃1 + bi2λ̃2 + bi3λ̃3 + bi12λ̃1λ̃2 + bi13λ̃1λ̃3 + bi23λ̃2λ̃3+

+ b∗i−3(0, 0, 0)λ̃1λ̃2λ̃3 + b∗i (i = 1, 8),

b9 = b̃6λ̃1λ̃2λ̃3;

b∗0(E1, E2, E3) = A∗
1A

∗
2A

∗
3 − A∗

1µ
2
3 − A∗

2µ
2
2 − A∗

3µ
2
1 + 2µ1µ2µ3,

b∗1(E1, E2, E3) = (A∗
2A

∗
3 − µ2

3)C
∗
1 + (A∗

1A
∗
3 − µ2

2)C
∗
2 + (A∗

1A
∗
2 − µ2

1)C
∗
3 ,

b∗2(E1, E2, E3) = [(µ2 + µ3)
2 − (A∗

1 + A∗
2 + 2µ1)A

∗
3]k1+

+ [(µ1 + µ2)
2 − (A∗

2 + A∗
3 + 2µ3)A

∗
1]k2 + C∗

1C
∗
2A

∗
3 + C∗

1C
∗
3A

∗
2 + C∗

2C
∗
3A

∗
1−

− [(C∗
2A

∗
3 + C∗

3A
∗
2)a1 + (C∗

1A
∗
3 + C∗

3A
∗
1)a2 + (C∗

1A
∗
2 + C∗

2A
∗
1)a3]g,

b∗3(E1, E2, E3) = C∗
1C

∗
2C

∗
3 − [(A∗

1 + A∗
2 + 2µ1)C

∗
3 + (C∗

1 + C∗
2)A∗

3]k1−

− [(A∗
2 + A∗

3 + 2µ3)C
∗
1 + (C∗

2 + C∗
3)A∗

1]k2+

+ [(C∗
2A

∗
3 + C∗

3A
∗
2)a1 + (C∗

1A
∗
3 + C∗

3A
∗
1)a2 + (C∗

1A
∗
2 + C∗

2A
∗
1)a3]g,

b∗4(E1, E2, E3) = (A∗
1 + A∗

2 + A∗
3 + 2µ1 + 2µ2 + 2µ3)k1k2−

− [(C∗
1 + C∗

2)C∗
3 + g(A∗

1 + A∗
2 + 2µ1)a3 + g(a1 + a2)A

∗
3]k1−

− [(C∗
2 + C∗

3)C∗
1 + g(A∗

2 + A∗
3 + 2µ3)a1 + g(a2 + a3)A

∗
1]k2+

+ [C∗
2C

∗
3a1 + C∗

1C
∗
3a2 + C∗

1C
∗
2a3 + (A∗

1a2a3 + A∗
2a1a3 + A∗

3a1a2)g]g,

b∗5(E1, E2, E3) = (C∗
1 + C∗

2 + C∗
3)k1k2 − g[(C∗

1 + C∗
2)a3 + (a1 + a2)C

∗
3 ]k1−

− g[(C∗
2 + C∗

3)a1 + (a2 + a3)C
∗
1 ]k2 + (C∗

1a2a3 + C∗
2a1a3 + C∗

3a1a2)g
2,

b∗6 = b̃6 = [(a1 + a2 + a3)k1k2 − (a1 + a2)a3k1 − (a2 + a3)a1k2 − a1a2a3g]g;

bi1 = b∗i−1(0, E2, E3), bi2 = b∗i−1(E1, 0, E3), bi3 = b∗i−1(E1, E2, 0),

bi12 = b∗i−2(0, 0, E3), bi13 = b∗i−2(0, E2, 0), bi23 = b∗i−2(E1, 0, 0) (i = 1, 8),

b∗−1 = b∗−2 = 0, b∗7 = b∗8 = 0, b81 = b82 = b83 = 0,

b71 = b72 = b73 = b̃6, b812 = b813 = b823 = b̃6; A∗
i = A′

i − Ei,

C∗
i = C̃i − Ẽi, C̃i = Ciω0i, Ẽi = Eiω0i, λ̃i = λ′iω0i, λ′i = 1− 2

κi

.

(10)

Åñëè òîëüêî k-îå òâåðäîå òåëî íå ñîäåðæèò æèäêîñòü, òî ñòåïåíü óðàâíåíèÿ (9) ïîíèæà-
åòñÿ íà åäèíèöó, êîýôôèöèåíòû bi (i = 0, 8) âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì (10), â êîòîðûõ
ñëåäóåò ïîëîæèòü Ek = 0 è λ̃k = 0. Åñëè æèäêîñòü îòñóòñòâóåò â äâóõ òâåðäûõ òåëàõ,
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òî ñòåïåíü óðàâíåíèÿ (9) ïîíèæàåòñÿ íà äâå åäèíèöû, à åñëè â òðåõ òâåðäûõ òåëàõ
(E1 = E2 = E3 = 0, λ̃1 = λ̃2 = λ̃3 = 0), òî ýòî óðàâíåíèå áóäåò èìåòü øåñòóþ ñòåïåíü.

Óðàâíåíèå (7) (n = 2) ñ ó÷åòîì îñíîâíîãî òîíà êîëåáàíèé æèäêîñòè (l = 1) çàïè-
ñûâàåòñÿ â âèäå ïîëèíîìà øåñòîé ñòåïåíè:

b0λ
6 + b1λ

5 + ... + b5λ + b6 = 0. (11)

Çäåñü b0 = b∗0,

bi = bi1λ̃1 + bi2λ̃2 + b∗i−2(0, 0)λ̃1λ̃2 + b∗i (i = 1, 5),

b6 = b̃4λ̃1λ̃2;

b∗0(E1, E2) = A∗
1A

∗
2 − µ2, b∗1(E1, E2) = A∗

2C
∗
1 + A∗

1C
∗
2 ,

b∗2(E1, E2) = C∗
1C

∗
2 + (A∗

1 + A∗
2 + 2µ)k + (A∗

1a2 + A∗
2a1)g,

b∗3(E1, E2) = −(C∗
1 + C∗

2)k − (Ẽ1a2 + Ẽ2a1)g,

b∗4 = b̃4 = [a1a2g − (a1 + a2)k]g, b∗−1 = 0;

bi1 = b∗i−1(0, E2), bi2 = b∗i−1(E1, 0), b51 = b52 = b̃4;

µ1 = µ, k1 = k.

(12)

Åñëè òîëüêî k-îå òâåðäîå òåëî íå ñîäåðæèò æèäêîñòü, òî ïîðÿäîê óðàâíåíèÿ (11)
ïîíèæàåòñÿ íà åäèíèöó, à êîýôôèöèåíòû bi (i = 1, 5) âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì (12),
â êîòîðûõ ñëåäóåò ïîëîæèòü Ek = 0 è λ̃k = 0, à åñëè æèäêîñòü îòñóòñòâóåò è âî âòîðîì
òâåðäîì òåëå, òî ïîðÿäîê óðàâíåíèÿ (11) ïîíèæàåòñÿ íà äâå åäèíèöû.

Ïîëó÷åííûå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ (9) è (11) â âèäå ïîëèíîìîâ äåâÿòîé
è øåñòîé ñòåïåíåé è èõ ðàçëè÷íûå âàðèàíòû äàþò âîçìîæíîñòü ïðîâåäåíèÿ àíàëèòè-
÷åñêèõ è ÷èñëåííûõ èññëåäîâàíèé íåîáõîäèìûõ óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè äëÿ øèðîêîãî
êðóãà çàäà÷. Êîýôôèöèåíòû ýòèõ óðàâíåíèé ïðåäñòàâëåíû â âèäå ðåêóððåíòíûõ ôîð-
ìóë. Âûâåäåííûå óðàâíåíèÿ ïîçâîëÿþò ðàññìîòðåòü, ê ïðèìåðó, çàäà÷ó î ñòàáèëèçàöèè
íåóñòîé÷èâîãî âðàùåíèÿ òâåðäîãî òåëà ñ æèäêîñòüþ ïðè ïîìîùè âðàùàþùèõñÿ îäíîãî
[5] èëè äâóõ òâåðäûõ òåë. Íà îñíîâàíèè ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèé ìîæåò áûòü ðàññìîòðå-
íà è áîëåå îáùàÿ çàäà÷à î ñòàáèëèçàöèè äâèæåíèÿ ÑÑÒÒÆ ïðè ïîìîùè âðàùàþùèõñÿ
òâåðäûõ òåë èëè âðàùàþùèõñÿ òâåðäûõ òåë ñ æèäêîñòüþ.

2. Câîáîäíàÿ ÑÑÒÒÆ. Ïðè äâèæåíèè ïî èíåðöèè ÑÑÒÒÆ â õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêîì óðàâíåíèè (1) ñëåäóåò ïîëîæèòü g = 0 è ñäåëàòü ïåðåñ÷åò òåíçîðà èíåðöèè Ac

i

îòíîñèòåëüíî öåíòðà ìàññ òåëà Si [1, 2]. Â ýòîì ñëó÷àå îñòàþòñÿ â ñèëå ðàíåå ïîëó÷åí-
íûå ôîðìóëû (2)�(4) è (6)�(12) è ñäåëàííûå ïî íèì âûâîäû. Èñêëþ÷åíèå ïðåäñòàâëÿþò
óðàâíåíèÿ (9) è (11), êîòîðûå òåïåðü áóäóò ñîîòâåòñòâåííî âîñüìîé (b9 = 0) è ïÿòîé
(b6 = 0) ñòåïåíåé. Êîýôôèöèåíòû bi âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì (10) è (12), â êîòîðûõ
ñëåäóåò ñ÷èòàòü g = 0.

Óðàâíåíèå (1) ïðè äâèæåíèè ïî èíåðöèè n îäèíàêîâûõ ãèðîñêîïîâ Ëàãðàíæà ñ
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æèäêîñòüþ (ci = c, si = 2c, mi = m, Ac
i = A) çàïèøåòñÿ â âèäå∣∣∣∣∣∣∣∣∣

F1 µ12 + k1/λ
2 µ13 . . . µ1n−1 µ1n

µ12 + k1/λ
2 F2 µ23 + k2/λ

2 . . . µ2n−1 µ2n
...

...
. . .

...
...

...
µ1n µ2n µ3n . . . µn−1n + kn/λ

2 Fn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0, (13)

ãäå µij = µ(2i−1)aj, A′
i = A+µmc[(2n−2i+1)(2i−1)−n], (A′

1 = A′
n), ai = (2n−2i+1)mc,

µ = c/n.
Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ÷àñòíûå ñëó÷àè óðàâíåíèÿ (13) ïðè ω01 = ω02 = ... = ω0n =

= ω0 è k1 = k2 = ... = kn−1 = k.
Ïóñòü n = 2. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (13) èìååò âèä

(F + 1)(F − 2K) = 0. (14)

Çäåñü

K =
k

λ2

1

mc2
, F =

1

mc2

[
A +

Cω0

λ
− (λ + ω0)

∞∑
l=1

El

λ + λ̃l

]
.

Óðàâíåíèå (14) ðàñïàäàåòñÿ íà äâà óðàâíåíèÿ

A +
Cω0

λ
− 2k

λ2
− (λ + ω0)

∞∑
l=1

El

λ + λ̃l

= 0,

A + mc2 +
Cω0

λ
− (λ + ω0)

∞∑
l=1

El

λ + λ̃l

= 0.

(15)

Ïåðâîå îïèñûâàåò âðàùåíèå îäíîãî òâåðäîãî òåëà ñ æèäêîñòüþ âîêðóã åãî öåíòðà
ìàññ ñ óäâîåííûì âîññòàíàâëèâàþùèì ìîìåíòîì, à âòîðîå � ñ ïðèñîåäèíåííûì ýêâàòî-
ðèàëüíûì ìîìåíòîì. Ïî àíàëîãèè ñ ðàáîòîé [3], èç àíàëèçà ýòèõ óðàâíåíèé ïðè ðàññìîò-
ðåíèè òîëüêî îñíîâíîãî òîíà êîëåáàíèé æèäêîñòè (l = 1) ñëåäóåò, ÷òî ïðè îòñóòñòâèè
óïðóãîãî âîññòàíàâëèâàþùåãî ìîìåíòà ðàâíîìåðíîå âðàùåíèå ñèñòåìû äâóõ îäèíàêî-
âûõ ãèðîñêîïîâ Ëàãðàíæà ñ æèäêèì çàïîëíåíèåì áóäåò óñòîé÷èâûì ïðè C > A + mc2,
ò.å. êîãäà âðàùåíèå ïðîèñõîäèò îòíîñèòåëüíî îñè íàèáîëüøåãî ìîìåíòà èíåðöèè ñ ó÷å-
òîì ïðèñîåäèíåííîé ìàññû. Íåóñòîé÷èâîñòü ìîæåò ïîÿâèòüñÿ, êîãäà C < A è òîëüêî
ïðè ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ λ1 < 1. Ýòî îáîáùàåò ðåçóëüòàòû äëÿ îäíîãî òâåðäîãî
òåëà, ñîäåðæàùåãî æèäêîñòü [3], íà ñèñòåìó äâóõ îäèíàêîâûõ òâåðäûõ òåë ñ æèäêîñòüþ.

Ïðè k = ∞ óðàâíåíèå (14) áóäåò ñëåäóþùèì:

F + 1 = 0. (16)

Òàêèì îáðàçîì, ïðè íàëè÷èè óïðóãîãî âîññòàíàâëèâàþùåãî ìîìåíòà â ñôåðè÷å-
ñêîì øàðíèðå íåîáõîäèìîå óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè ñâîáîäíîãî ðàâíîìåðíîãî âðàùåíèÿ
äâóõ îäèíàêîâûõ ãèðîñêîïîâ Ëàãðàíæà, ñîäåðæàùèõ èäåàëüíóþ æèäêîñòü, îïðåäåëÿ-
åòñÿ äâóìÿ óñëîâèÿìè èç (15): óñòîé÷èâîñòüþ âðàùåíèÿ âîêðóã öåíòðà ìàññ îäíîãî
ãèðîñêîïà Ëàãðàíæà ñ óäâîåííûì âîññòàíàâëèâàþùèì ìîìåíòîì è óñòîé÷èâîñòüþ âðà-
ùåíèÿ âòîðîãî ãèðîñêîïà ñ ïðèñîåäèíåííûì ýêâàòîðèàëüíûì ìîìåíòîì. Ïðè îòñóò-
ñòâèè óïðóãîãî ìîìåíòà (k = 0) ïåðâîå óñëîâèå îïðåäåëÿåòñÿ óñòîé÷èâîñòüþ âðàùåíèÿ
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îäíîãî ãèðîñêîïà âîêðóã åãî öåíòðà ìàññ. Åñëè ñôåðè÷åñêèé øàðíèð âûðîæäàåòñÿ â
öèëèíäðè÷åñêèé (k = ∞), òî èç äâóõ óñëîâèé îñòàåòñÿ òîëüêî âòîðîå.

Ïóñòü n = 3. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (13) òàêæå ðàñïàäàþòñÿ íà äâà óðàâíåíèÿ

F +
1

3
−K = 0, F 2 − 3(K − 1)F − 8K = 0,

à ïðè k = ∞ èìååò âèä F + 8/3 = 0.
Ïóñòü n = 4. Óðàâíåíèå (13) ðàñïàäàåòñÿ íà äâà

F 2 − 2(K − 3)F − 10K = 0, F 2 − (4K − 1)F + 2K2 − 3K = 0, (17)

à ïðè k = ∞ çàïèøåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: F + 5 = 0.
Ïóñòü n = 5, òîãäà

F 3−5(K−2)F 2+(5K2−47K+5)F+40K2−16K = 0, 5F 2−5(3K−2)F+5K2−21K+1 = 0,

à ïðè k = ∞ èìååò âèä F + 8 = 0.
Èç ôîðìóë (16), (17) ñëåäóåò, ÷òî ïðè îòñóòñòâèè óïðóãîãî ìîìåíòà â ñôåðè÷åñêîì

øàðíèðå (k = 0) íåîáõîäèìîå óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè äëÿ ðàçëè÷íîãî ÷èñëà ãèðîñêîïîâ
Ëàãðàíæà áóäåò ñëåäóþùèì:

C > A + mc2 (n = 2), C > A + 3mc2 (n = 3),

C > A + 6mc2 (n = 4), C > A + (5 + 2
√

5)mc2 (n = 5),
(18)

à äëÿ öèëèíäðè÷åñêîãî øàðíèðà (k = ∞):

C > A + mc2 (n = 2), C > A + 8mc2/3 (n = 3),

C > A + 5mc2 (n = 4), C > A + 8mc2 (n = 5).
(19)

Íà îñíîâàíèè ïðèâåäåííûõ ñîîòíîøåíèé (18), (19) ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî âûðîæ-
äåíèå ñôåðè÷åñêîãî øàðíèðà â öèëèíäðè÷åñêèé ïðèâîäèò ê "óëó÷øåíèþ"íåîáõîäèìûõ
óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè.

Óðàâíåíèå (13) ïðè k = 0 âñåãäà ñîäåðæèò êîðíè óðàâíåíèÿ F = 0. Ýòî ñâÿçàíî
ñ ñèììåòðè÷íîñòüþ ìàòðèöû óðàâíåíèÿ (13). Òàêèì îáðàçîì, åñëè âðàùåíèå âîêðóã
öåíòðà ìàññ îäíîãî òâåðäîãî òåëà ñ æèäêîñòüþ áóäåò íåóñòîé÷èâî, òî îòñþäà ñðàçó
ñëåäóåò íåóñòîé÷èâîñòü âñåé ñèñòåìû. Ïî âñåé âèäèìîñòè, ýòîò âûâîä áóäåò ñïðàâåäëèâ
è â áîëåå îáùåì ñëó÷àå, êîãäà k = 0 è ω0i � ðàçëè÷íû.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ ñâîáîäíîé ñèñòåìû ïðè
n = 3 èìååò âèä (4). Íåîáõîäèìî òîëüêî âåëè÷èíû A′

i, µi âû÷èñëÿòü ïî ôîðìóëàì

A′
1 = A1 +

m1m23

m
c2
1, A′

2 = A2 +
1

m
(m2m31c

2
2 − 2m2m3c2s2 + m3m12s

2
2),

A′
3 = A3 +

m3m12

m
c2
3, µ1 =

m1c1

m
(m2c2 + m3s2), µ2 =

m1m3

m
c1c3,

µ3 =
m3c3

m
[m1s2 + m2(s2 − c2)].

(20)

Ïðè îòñóòñòâèè óïðóãîãî âîññòàíàâëèâàþùåãî ìîìåíòà ìåæäó òâåðäûìè òåëàìè
S0

1 è S0
2 (k1 = 0) è ñîâïàäåíèè öåíòðà ìàññ ïåðâîãî òåëà S1 ñ òî÷êîé O2 (C1O1 = c1 = 0,

81



Þ.Í. Êîíîíîâ

a1 = 0) èëè ïðè îòñóòñòâèè óïðóãîãî âîññòàíàâëèâàþùåãî ìîìåíòà ìåæäó òâåðäûìè
òåëàìè S0

2 è S0
3 ( k2 = 0) è ñîâïàäåíèè öåíòðà ìàññ òðåòüåãî òåëà S3 ñ òî÷êîé O3

(C3O2 = c2 = 0, a3 = 0) óðàâíåíèå (4) ðàñïàäàåòñÿ íà äâà óðàâíåíèÿ.
Åñëè òåëà S1 è S3 ÿâëÿþòñÿ êîíãðóýíòíûìè (A1 = A3 = A, C1 = C3 = C,

m1 = m3 = m̃, s2 = 2c2, µ1 = µ3 = µ, E1l = E3l = El, c1 = c2 = c, λ̃1l = λ̃3l = λ̃l)
è ω01 = ω03 = ω0, k1 = k2 = k, òî F1 = F3 = F è â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (4) òàêæå
ðàñïàäàåòñÿ íà äâà óðàâíåíèÿ

F − µ2 = 0,

[
F2(F + µ2)− 2

(
µ +

k

λ2

)2
]

= 0. (21)

Äëÿ k = ∞ óðàâíåíèå (21)çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

F̃2 + 2(F̃ + 2µ + µ2) = 0.

Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ (21) ñëåäóåò, ÷òî íåîáõîäèìûì óñëîâèåì óñòîé÷èâîñòè ñâîáîäíîãî
âðàùåíèÿ òðåõ ãèðîñêîïîâ Ëàãðàíæà ñ æèäêèì çàïîëíåíèåì ïðè îäèíàêîâûõ ïåðâîì è
òðåòüåì ãèðîñêîïîâ, ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå

C > A +
m̃m2c

2

2m̃ + m2

.

Òàêèì îáðàçîì, íåîáõîäèìûì óñëîâèåì óñòîé÷èâîñòè ñâîáîäíîãî âðàùåíèÿ n îäè-
íàêîâûõ ãèðîñêîïîâ Ëàãðàíæà ñ èäåàëüíîé æèäêîñòüþ, ñâÿçàííûõ ñôåðè÷åñêèìè øàð-
íèðàìè, ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíîå âðàùåíèå îäíîãî èç íèõ îòíîñèòåëüíî îñè íàèáîëüøåãî
ìîìåíòà èíåðöèè ñ ó÷åòîì ïðèñîåäèíåííîé ìàññû â ýêâàòîðèàëüíîì ìîìåíòå. Çàìåíà
ñôåðè÷åñêîãî øàðíèðà öèëèíäðè÷åñêèì ïðèâîäèò, ïî-âèäèìîìó, ê ñòàáèëèçàöèè âðà-
ùåíèÿ ÑÑÒÒÆ.
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