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XbOFw+L�J)M4Nyx>w�z{JFOIG/|~}]���!�>������}��>� C �����������n�>�����d�+��}b�u�������}�������\}b��������!�>�8���������}b�>�:���	����}b�\�
�}b� C �����F}b�q���#��� C �>���>�����	��}b���F����� C }b���!�&�������#�> 4���}3 {�����

utt = uxx + f(u, ux), (1)

�5�����k�!�>����� C ����&� C ��� C }b���k {���d���}¡}�¢�������}b� C }V�> y�F}b�������� C ���}b�b@
£��}��\}�����	�¤��}����!�>���K���} C ������������p������}b�� C ���¥¦���}���������}b�§���¦��������!�>���s���¨�}b��}b�������>�

}b���!�&��������1�> I��} C �>��������}b�b©��>��ª���}b�p�>�����	���¥H�����\}K«�����5�p��}b��������m {���������}K���}b�����q�> I����&�}
���	�!�>�\� C �>�����	����}b�\�b@¬��®�!�&����� C ����>�b©4���}]}�¢�������}b� C }#�> ¯�p�F}b�������� C ���������������~�5��������}#�}b������}b�����
�\}��>��5�> ®°)�b±}b�!�>���S² ����}b������5���k���������}��>�d��� C �������&�����>��b@

£��} C �>��}��> 8�!�>���>������� C }b���!�&��������1�> ��H�����\�����>�5 {�����³����´¶µ�·m�!�>�1�F}b}b�p����}��&��}b�p���q���}:���>�\}
�\}�����	�#���k�����} C }b����¥\�!�>�F}b�5�> 4���}V�>��������¡¸¹µbº»@

¼ ��} C }������F}b�������}b���d��}� {}b��}b� C }1 {���I���} C ��� C }����5�> )���������n�>�����d����}1���d½¾@¿5}b�\��������}b�}��3¸ À&º»@HÁ!���
���}H�>����� C �&��������¯������ C ��� C }b���K�!�>�¡¥�}b�}b���&��}b�¾��}\��}b��¾���}u��}��>�}b�¡���]���}u���� C }b}b����¥��¡��������\}
�> Â���}:Ã	}���}b������Ä1���>���YÃ	��\�\}b�5¬��������������}H¸ =&ºd´»ÃF@!£y�>«�}b���©�ÅÆ��������n·�@�½q�>���k�>���}b�5��}� {}b��}b� C }b�3�>��}
����� C �&��}b�#���]�������}¡�\}b���������}b�k�>�F�+��}>@

Ç:@m½q��È������É¸ Ê>º3�!�>�k��} C }b�������¦�}��>���]�5�����É�F}b�������� C ��������}b�����¥Ë�d�+��}b�k���Ì��}�� C �������	�����¨���������
}b���!�&��������b©!������¥����}VÍm���� Â��� {�� C �&�������Y��} C �������}>@

Î G3aKÏQP¦[#zÑÐIP�L�P	OFw�z{R!Ò¡U3ÓSNQR�w�z{JFO-J�ÔY^SJFÒÕzÑw+RL+Ö�f-R�×FP	Ø>Gd°)}���������	��«p {���:���������n�>�����d����}b�
¥�����}b�#���]���}3�����¥���}1�>�&�����>���}1 {�� C �������

y = y(x + ct), (2)

�5�}b��}
c ∈ R

�!�>�����u�F}b�����¥���� C }b���n�>���#������}b���&�>���b©����u�F}¡�}���}b���\���}b�#�F}b���+�¡@
Ã	�����������������¥

u = y(x + ct)
���¾´�µ+·�©���}¡�����n�>��������}¡��������!�>���Y���¨�}b��}b�������>�S}b���!�&�������

(c2 − 1)y′′ = f(y, y′),
´Õ=�·

�5�� C �]��}b���}b��}b�����m�:��} C �>��k�����}b�d}b���!�&�����>�#�>���H�����\} c2 − 1 6= 0
@H£��} C �>��}b� c = ±1

��}��>�H���u�
Ù �����¯�����}b�m���\���� C �¹�5}b���!�&�����>�S@q|~}V���!�>���)���� C ����¯���&��}b��������5�������!�&�������S©��5�}b�k���}¡�d�+��}K��}��¥>���k�> 
���}¡��}��>� C �}b�q���������n�>���\�d����}¡���d���}¡���>�\}V�>����� C �>��}¡�> y���} C ���&����� C �>�S}b���!�&������� utt = uxx

©�»@ }>@�©

y = y(x ± t).
´{Ê�·

£��}V}b���!�&�������~´Õ=�·�©� {���
c2 − 1 6= 0

©���5����} C ����q�����}b�m�>����������\��������¨�}b��}b�������>��}b���!�&�������S@k£��}
}�¢�������}b� C }Y�> d�F}b�������� C ����������������3�!�>�K��}b}b���>�\����p���� C �����}b�Ë�������}\�H�&���}b�H�&��� C �>�Æ�>��Ë�>������}b�
� C ��}b� C }¯������}b���&�����}>@KÁ!��� C ���>����� C �>�!��}b��������b©���� C �������¥3}�¢�������}b� C }¯�> S�����u�¹� C � C ��}b���>��\��}b���&��}b�u������ C �b©
�d}q��}b����n�}k��}��>�}b�\���¾���}q�\�����¥����>���nÚ�����}��&������}b�H�>���������}b�Û���ÜÅ�@ ¼ @dÝ��������¥>�����Û�>��¦ÞV@
°)}��	��������®¸ ;�º»©)ß�@SÃ��>������\}��>���¿¡@)Ý������n�d¸ À&º»©)ß�@�à�����«���>¨��>��¾ß�@SÝ¯@)¿5�>�n�ª¸ á�º»©SÁ�@Sà����>�}b�3�>��
â�@ ¼ @�Þm���}b�I¸ ã&º»@

µ+À�B
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¼ ���F} C ���>� C �>��}K�> 5´¶µ�·�©!���� C �q���5�!�>����� C ����>���¹�]������}b��}b�������¥u {���5��¯���#������5�!�>�F}b�b© C ������}b���F�����
�������} C ���� C }

f(y, y′) = g(y)y′ + h(y).
´»;�·

Ã	���u}]��}b¥�����>������� C ��������������:�������}] {�� C �������� g(y)
�>��

h(y)
�5�������F}]���F} C � Ù }b�®�F}b���+�¡©Â���

� C�C �����!�>� C }3�5�����H���}3��}b�������}b�\}b�������> )���}3��}b��������������F}3�>������}b�Y���Y�����}b�d���:�}b������}1}�¢�������}b� C }¡�> 
��}b�����	�� C ����������������d�������}¡}b���!�&��������K´Õ=�·�������������F} C ���>� C �>��}H´»;�·�@

¬í�H���u���\�F�����n�>�������~�F�������H�>���\���}k Õ� C �\���!�&��©Æ {���q´»=�·�©Â�d}k�}b}b�¦��}b�����	�� C ����������������b©Æ�� ¯��}
�d�>���¡���}u���������n�>���k������}b�V����«�}#´»?�·¯���#�F}u�F}b�������� C ���p�����\}>@�½k����}b�+��}b�b©)��� C �~�������������>��3�:����V�F}
C �>�������������b@

Á���Y������n�>� C }>©d�>������\���¥ c2 6= 1,
�>�� C ��	�������¥ f(y, y′) = yy′

����	�� C ��©����}p�����n�>����
�������������>��d���q´Õ=�·��> 4���}3 {�����

y =
��¥

(C1x + C2),
´ÕÀ�·

�5�¹�n�
C1 = [2(c2 −1)]−1,

�>��Y�>����������>���
C2

@:£��}b��}¯���>������������8�>��}m�F}b�������� C ©��������>� C ���������������
´{�>  C �������}>©!}b�����\���!�&�����¥K���} C ������n�>�����m�>���������	���>������������������n·�@

|¾}1���!�>���F�\�>«�}¯���}¯�\����}m��}b�H�>��«u���\���} C �>��} c2 − 1 = 0.
¬��Y������ C �>��}>©�>����������}b�H�>����I {�����

���}¡}b���!���n�����Ë´Õ=�·����d���} Ù �����m�����}b�5���\���� C ���d}b���!�&�������

f(y, y′) = 0.
´»á�·

¬í d´»á�·��>��\�����d�
C2−

���������������
y0(x)

©��} Ù �}b�k���Y���}1�5�����}1��}b�>�)��¢����b©	���}b�
y0(x± t)

��}b���}b��}b�����
�������¹���&���q�d�+��}b�K {���3���}H���	����}b�g�}b� C ������}b���������}\}b���!�&�������¦´¶µ�·�@ÌÁ!���¡������n�>� C }>©Q {��� f(y, y′) =
y2 + (y′)2 − 1

©���}3 {�� C �������� C ��� (x ± t)
�>��î�����

(x ± t)
��}b���}b��}b���1�������¹���&���u������}b�5 {���ï´¶µ�·�@

ð �} C �>�q��}b}¡ {�����ñ���}K�>������}V���� C ����������#���!�&�m}b���!�&��������m�> y���}3 {�����ò´¶µ�·d�F������}b���¯����������������
���!�&�5¥�}b�}b���&��}¡���������n�>���\�d�+��}b�b@

ó G�aKÏQPVU3ÓSNQR�w�z{JFO
utt = uxx +g(u)u

x
+h(u)

@�£��}��>�F�+��}I}b���!�&�������S©��5�� C � C ������}b���������
���V���} C ���� C }¯�>  f(u, ux)

¥�����}b�Y���ª´»;�·�©\�������!�>���������}��>�I���
u.
¬í���������d���������:��}3�>�]�>������������&��}

}�¢�&�\���}3�5�}b�q}b���!�&�������~´Õ=�·8�n�>«�}b�����}¡ {�����ô�5�� C �q�>�����+�5��������\���}K�u°)�b±}b�!�>���S² �����	�F}3���}b����}b�
 {���d���}3}�¢�������}b� C }K�> Â��������������	���>���F}b�������� C ���������������S@

°)}��m����5������}3���}¡}b���!�&�������~´Õ=�·�©��� C �>��}¡�> 4���}¡���F} C ���>� C ���� C }3 {��� f
¥�����}b�#���¾´»;�·�õ

(1 − c2)y′′ + g(y)y′ + h(y) = 0.
´Õã�·

¬��¾�����}b�3���# {�����:����&��}:���} C ��������������3��� g(y)
�>��

h(y)
©)��}b�������}b�~���p���}\���}\�> -°)�b±}b�!�>���S² �

���	�F}3���}b����}b�k©���}¡�!����}3���u����������¥�������Y�F}����d}b}b�k���} C �>��}b� |c| < 1
�>��

|c| > 1
@#|~}3���!�>���S�}��>�

����¹���5�����~�n�} C �>��} |c| < 1
©4��}����	���¥k�n�q���}H��}b�>�}b�K���}H�n�>��«����q {�������������}u���} C ������}b���F�������¥

C �>����������������]���} C �>��} |c| > 1
@

à�}� {�>��}¯��}3 {�����:����&��}5���} C ��������������� {���d}b���!�&�����>�~´Õã�·�©���� C �#���!�&�������5�����F�F������}b���¯�:�F}������	�� C
�������������>�S©���}��8������n�&��}m�}b��}m���}¯�>�	¢��������>���:��}b��������> ª°)�b±}b�!�>���S² �I���	�F}m��}¯���!�>���!��}b���u��F���S@:|~}5�n�>«�}
���d {�����î¸ ã�©!£��}b����}b�³À�@A?�º»@

£��}�����}b�öµ�@FÝ���������}b�����}¡}b���!���n�����

y′′ + a(y)y′ + b(y) = 0,
´ÕB�·

���}b�����}3 {�������+�5���¥u�>������\����������bõ
´{�Ñ·

a(y)
�>��

b(y)
�>��} C ���������	���������Y���¨�}b��}b�������>���}1�H�>��d {����� R

�������
R ÷

µ�á&D



ø ëíç»ù¹æ+è�ù�úQû�æ�üAù�ý�ìnçÕþ¡ÿì��në�û�ù êVæ�ê�ë��Ñè�ù �mëíê&ûÕù¹æ�ê>ìnü��bþ���ëíç	�+æ�ü ù 
mû�ý�ç�é+ú�ýÕé�ç¶ë�û
´{���Ñ·

yb(y) > 0
 {�>�

y 6= 0;´{�����Ñ·³¬í 4�d}¡�}b��>��}

A(y) =

∫ y

0

a(u)du, y ∈ R,
´¶µ+D�·

���}b�
�����

|A(y)| = +∞, �� |y| → ∞;
´{���·�£��}b��}V}�¢������m�F������������}3����:�F}b���

α, β
©!��� C �k���!�&�

A(y) < 0
 {���

y < −α
���

0 < y < β,

�>��
A(y) > 0

 {���
− α < y < 0

���
y > β.

£��}b�S©!���}¡}b���!�&�������~´ÕB�·��!�>�m�u������������	���>���F}b�������� C ���������������S@
¿5}b�H�>��«�@q£��} C ��������������s�Ñ·��Y���·���\��>�m�>�������}¡���}¡�������}b�}b���¯�> 4���}V��}b�����	�� C ���������������

���¾´ÕB�·�@��m��}b�3}�¢	�����]�>������\����������b©��>�\���¥\���}b�_���}:���	�\�\}������k�> 
a(y)

©��»@ }>@�©
a(y) = a(−y)

©
�>������}]�>�����¹�����	�\�\}������¾�> 

b(y)
©y�»@ }>@�©

b(−y) = −b(y)
©Â��� C �>����}]����+�5�����!�&�:���}Y������������	���>�

�F}b�����	�� C ���������������]�> y}b���!�&�������Ë´ÕB�·������������}>@
¿5}����������¥d�������}Æ}b���!�&�������\´Õã�·�©b�5�� C �¡����+�	���}b�S���}Æ���������n�>���m�d����}b�Q {���I´¶µ�·�©��5����� f(y, y′)

¥�����}b�
���¾´»;�·�©���}V��>��� C }1���!�&�5���5�����> 4���}3 {�����ö´ÕB�·�©��5�}b��}

a(y) = (1 − c2)−1g(y), b(y) = (1 − c2)−1h(y).
´¶µ�µ�·

|~}¡�!�+��} C �����}b�k���u�}��>�)���#�}��n�>�����5�����]���} C �>��} |c| < 1
©��5�� C �k�\}��>�� (1 − c2)−1 > 0

@
¬í�5���������	��������n�!��� C ��������������Û�Ñ· − ���·��> Q���}1���}b����}b�ô���n�&��}b�#�>�F�+��}S�5�����F�F}1��}b��� Ù }b�#���H���}

 {�� C �������� a(y)
�>��

b(y)
¥�����}b�k���¾´¶µ�µ�·�©�� 

g(y)
�>��

h(y)
���&������ Ñ�Y���}3 {�������+�5���¥��>������\����������bõ

µ�·
g(y)

�>��
h(y)

�>��} C �������������������]���¨�}b��}b�������>���}1�H�>��d {����� R
�������

R;?�·
yh(y) 6= 0

 {���
y 6= 0 ÷=�·#¬í 4�d}¡�}b��>��}

G(y) =

∫ y

0

g(u)du, y ∈ R,
´¶µ�?�·

���}b�

�����
|G(y)| = +∞ �� |y| → ∞.

Ê�·#£��}b��}V}�¢������5�F������������}3�	��:�F}b���
α
©
β
©!��� C �k���!�&�

G(y) < 0
 {���

y < −α
���

0 < y < β,
�>��

G(y) > 0
 {���

− α < y < 0
���

y > β.
Ý������}b���}b��������©)������}b�!�>�� 8�> I���}u�>�	¢��������>���#���}b����}b� ���n�&��}b�~�&�F�+��}>©���} C �>�p {�����:����&��}V���}

 {�������+�5���¥:��}b������m���]��}b¥��>���#�������}¡}b���!�&�������

utt = uxx + g(u)ux + h(u), (13)

µ�á	µ
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�5�� C �k���d���}¡����} C ���>� C �>��}V�& 5´¶µ�·�©��5����� f C �����}b�q���¾´»;�·�õ
Ý��>������}b�8���}m}b���!���n�����p´¶µ+=�·�©��5�����

g(u)
�>��

h(u)
���&������ Ñ�	���¥¡���} C ��������������Ûµ�· −4

·u���n�&��}b�
�>���+��}>@

£��}��S©4���}b��}H}n¢������:�F}������	�� C ���������n�>���ª�d����}b� C ������}b���F�������¥k����´¶µ+=�·�©)�> d���}u {����� u(t, x) =
= y(x± ct)

�5�}b��}m���}5 {�� C ������� y
���8�V��}b�����	�� C ���������������u�> ����}m���������}��>��°)�b±}b�!�>���S² ��}b���!�&�������

´Õã�·�@
¿5}b�\�>��«]µ�@�¬í 

y(x)
�����V�F}������	�� C ���������������\�> ����}¯}b���!�&�������p´Õã�·�©����+�u�> )�F}b������� ω > 0

©����}b�
���}¯�F}b�����	�Y�> )���}1���������������

y(x± ct),
�5�����Y��}b���F} C ����� t
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