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Ðàññìîòðåíà íåëèíåéíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à î ïðîíèêíîâåíèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ b â ñâåðõïðîâî-
äÿùåå ïîëóïðîñòðàíñòâî ñ ñîïðîòèâëåíèåì � �

f b b( ) � ïðè óñëîâèè, ÷òî íà ãðàíèöå îáðàçöà àì-
ïëèòóäà ïîëÿ âîçðàñòàåò ñî âðåìåíåì ñòåïåííûì îáðàçîì ( ( , ) ( ) , )b t t mm0 1 0� � � èëè â ðåæèìå
îáîñòðåíèÿ ( ( , ) ( ) , , )b t t/t m t tm0 1 0 00 0� � � � � . Óêàçàíû óñëîâèÿ íà çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ m è
�, ïðè êîòîðûõ âîçìîæíû ðàçëè÷íûå ñöåíàðèè ïðîíèêíîâåíèÿ ìàãíèòíîãî ïîòîêà. Ðàññ÷èòàíà
ñêîðîñòü ôðîíòà ìàãíèòíîãî ïîòîêà, çàâèñÿùàÿ îò ïàðàìåòðîâ m è �.

Ðîçãëÿíóòî íåë³í³éíó êðàéîâó çàäà÷ó ïðî ïðîíèêíåííÿ ìàãí³òíîãî ïîëÿ b ó íàäïðîâ³äíèé
íàï³âïðîñò³ð ç îïîðîì � �

f b b( ) � ïðè óìîâ³, ùî íà ìåæ³ çðàçêó àìïë³òóäà ïîëÿ çðîñòàº ç ÷àñîì
ñòåïåíåâèì ÷èíîì ( ( , ) ( ) , )b t t mm0 1 0� � � àáî ó ðåæèì³ çàãîñòðåííÿ ( ( , ) ( ) ,b t t/t m0 1 0� �

m t t� � �0 0 0, ). Óêàçàíî óìîâè íà çíà÷åííÿ ïàðàìåòð³â m ³ �, ïðè âèêîíàíí³ ÿêèõ ìîæëèâ³
ð³çí³ ñöåíàð³¿ ïðîíèêíåííÿ ìàãí³òíîãî ïîòîêy. Ðîçðàõîâàíî øâèäê³ñòü ôðîíòó ìàãí³òíîãî ïîòî-
êó, ÿêà çàëåæèòü â³ä ïàðàìåòð³â m ³ �.

PACS: 74.60.Ge

Çàêîíîìåðíîñòè ïðîíèêíîâåíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ
âíóòðü ñâåðõïðîâîäÿùèõ ñðåä ðàññìîòðåíû â ìíîãî-
÷èñëåííûõ ðàáîòàõ (ñì., íàïðèìåð, [1–5]). Ïîäðîá-
íûé àíàëèç ýòèõ ïðîöåññîâ â èçîòåðìè÷åñêîì ñëó÷àå
ïðè íàðàñòàþùåì ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ ïîëå äëÿ
ñâåðõïðîâîäíèêîâ âòîðîãî ðîäà ñ ðàçëè÷íûìè òèïà-
ìè âîëüò-àìïåðíûõ õàðàêòåðèñòèê ïðîâåäåí â [1].
Ñêîðîñòü äâèæåíèÿ è ñòðóêòóðà ýëåêòðîìàãíèòíîé
âîëíû ñ ó÷åòîì íåèçîòåðìè÷åñêîé äèíàìèêè ïîòîêà
èññëåäîâàíà, íàïðèìåð, â [3–5]. Îäíàêî â ðàáîòàõ
[3–5] ïîëå íà ãðàíèöå îáðàçöà ôèêñèðîâàëîñü, ò.å.
ðàññìàòðèâàëñÿ âîïðîñ óñòîé÷èâîñòè êðèòè÷åñêîãî
ñîñòîÿíèÿ íà âíåøíèå âîçìóùåíèÿ. Òàêàÿ òåðìî-
ìàãíèòíàÿ íåóñòîé÷èâîñòü ïðèâîäèò ê àíîìàëèÿì
çàðîæäåíèÿ è ðàñïðîñòðàíåíèÿ íîðìàëüíîé ôàçû â
çàâèñèìîñòè îò ýëåêòðîäèíàìè÷åñêèõ óñëîâèé íà
ïîâåðõíîñòè îáðàçöà [5].

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäîâàíû äèññèïàòèâíûå
ïðîöåññû ðàñïðîñòðàíåíèÿ ìàãíèòíîãî ïîòîêà â
ñâåðõïðîâîäÿùèõ ñðåäàõ ñ ìîäåëüíûì óäåëüíûì ñî-

ïðîòèâëåíèåì � � ��
f nb b( ) ,� � 0 (çäåñü �n —

óäåëüíîå ñîïðîòèâëåíèå â íîðìàëüíîì ñîñòîÿíèè,
b B/Bc� 2, ãäå Bc2 — âòîðîå êðèòè÷åñêîå ïîëå) â
ñëó÷àå, êîãäà âíåøíåå ìàãíèòíîå ïîëå íà ãðàíèöå îá-
ðàçöà ìåíÿåòñÿ ïî ñòåïåííîìó çàêîíó èëè â ðåæèìå ñ
îáîñòðåíèåì. Èññëåäîâàíèå îñíîâàíî íà àíàëèçå àâ-
òîìîäåëüíûõ ðåøåíèé ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé
(ñì. [6]), îïèñûâàþùèõ ïðîöåññ ïðîíèêíîâåíèÿ ðàñ-
òóùåãî âî âðåìåíè ìàãíèòíîãî ïîëÿ â ñðåäó ñ êîíå÷-
íîé ïðîâîäèìîñòüþ.

Ðàññìîòðèì ñòàíäàðòíóþ çàäà÷ó î ïðîíèêíîâåíèè
ìàãíèòíîãî ïîòîêà â ïîëóáåñêîíå÷íûé ñâåðõïðîâîä-
íèê, ïîìåùåííûé â îäíîðîäíîå âíåøíåå ìàãíèòíîå
ïîëå, ïàðàëëåëüíîå åãî ãðàíè÷íîé ïîâåðõíîñòè:
Â z j y| | , | | , E b j jf c� �� ( )( ). Çäåñü jc — êðèòè÷å-
ñêèé òîê. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî òåìïåðàòóðà
ñâåðõïðîâîäíèêà ñîâïàäàåò ñ òåìïåðàòóðîé îõëàäè-
òåëÿ, ò.å. ïðåíåáðåæåì íåèçîòåðìè÷íîñòüþ ïðîöåññà.

Âçàèìîñâÿçü ìåæäó ìàãíèòíîé èíäóêöèåé, ýëåê-
òðè÷åñêèì ïîëåì Å è ïëîòíîñòüþ òðàíñïîðòíîãî
òîêà j óñòàíàâëèâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè Ìàêñâåëëà:
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ãäå ñ — ñêîðîñòü ñâåòà.
Èç ñèñòåìû (1) è îïðåäåëåíèÿ ïîëÿ Å ñëåäóåò,

÷òî Â óäîâëåòâîðÿåò îáîáùåííîìó óðàâíåíèþ Áþð-
ãåðñà. Â áåçðàçìåðíîé ôîðìå (ïðè çàìåíå ïåðåìåí-
íûõ b B/B x x t t tc h� � �2, , ,� ãäå � — ëîíäîíîâ-
ñêàÿ ãëóáèíà ïðîíèêíîâåíèÿ, t /ch n� 4 2 2�� � ) —
õàðàêòåðíîå âðåìÿ äèôôóçèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ ýòî
óðàâíåíèå èìååò ñëåäóþùèé âèä (÷åðòó â îáîçíà÷å-
íèÿõ ïåðåìåííûõ ìû îïóñêàåì):

b c b b b b t xt x n f x x� � � � ��( ) [ ( ) ] , , ,� � �1 0 0 0. (2)

Çäåñü

c b bn f b( ) [ ( )]� �� 	�1 , 	 � �� 4 2j b /cBc c( ) .

Ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì âîçðàñòàíèè âíåøíåãî
ìàãíèòíîãî ïîëÿ êðàåâûå óñëîâèÿ ìîãóò áûòü çàäà-
íû â âèäå (ñòåïåííîé ãðàíè÷íûé ðåæèì)

b t b t mm( , ) ( ) ,0 1 00� 
 � (3)

èëè

b t b t/t m t tm( , ) ( ) , , ,0 1 0 00 0 0� � � � � (4)

åñëè ýòà ñêîðîñòü óâåëè÷åíèÿ ïîëÿ âåëèêà (t0 —
áåçðàçìåðíîå âðåìÿ îáîñòðåíèÿ ñòåïåííîãî ðåæè-
ìà). Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ïðè t t� 0 ïîëå b �  è
ìû èìååì òàê íàçûâàåìûé ãðàíè÷íûé ðåæèì ñ îáî-
ñòðåíèåì. Íà÷àëüíóþ áåçðàçìåðíóþ àìïëèòóäó
ïîëÿ b0 ìîæíî ïðèíÿòü ðàâíîé B /Bc c1 2, ò.å. çàäàòü
B Bc0 1� .

Ýâîëþöèîííûå ïàðàáîëè÷åñêèå óðàâíåíèÿ âòîðî-
ãî ïîðÿäêà (2) ëåæàò â îñíîâå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìî-
äåëåé ðàçíîîáðàçíûõ ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. Ñî-
ãëàñíî èõ îáùèì ñâîéñòâàì (ïðè 	 � 0), äëÿ
ñóùåñòâîâàíèÿ êîíå÷íîãî ðåøåíèÿ b õ t( , ) òèïà áåãó-
ùåé âîëíû íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì
ÿâëÿåòñÿ âûïîëíåíèå (ñì. [6]) íåðàâåíñòâà

�f b b db�
� � ( ) 1 .

Ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííàÿ ñòðóêòóðà ýòèõ ðå-
øåíèé îïðåäåëÿåòñÿ õàðàêòåðîì çàâèñèìîñòè êîýô-
ôèöèåíòîâ �f îò âåëè÷èí b, îïðåäåëÿþùèõ ñîñòîÿ-
íèå íåëèíåéíûõ ñðåä, è êðàåâûõ óñëîâèé. Òàê,
íàïðèìåð, â òåîðèè òåïëîâûõ ïðîöåññîâ ôóíêöèÿ
�f b k b( ) ( )� èìååò ñìûñë êîýôôèöèåíòà òåïëîïðî-
âîäíîñòè. Â êðàåâûõ çàäà÷àõ ñ òåïëîâûì âîçäåéñò-
âèåì íà ãðàíèöå îáðàçöà ÿâíûé âèä çàâèñèìîñòè
ýòîãî êîýôôèöèåíòà îò òåìïåðàòóðû îïðåäåëÿåò çà-
êîí äâèæåíèÿ òåïëîâîé âîëíû. Â ÷àñòíîñòè, ïðè
ñòåïåííîé çàâèñèìîñòè k b( ) â ðåæèìàõ ñ îáîñòðåíè-
åì, íåñìîòðÿ íà íåîãðàíè÷åííûé ðîñò òåìïåðàòóðû

íà ãðàíèöå, òåïëîâûå âîçìóùåíèÿ ìîãóò áûòü ëîêà-
ëèçîâàíû íà êîíå÷íîé ãëóáèíå. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî
ïðîöåññ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ â ñðåäå ñ
êîíå÷íîé ïðîâîäèìîñòüþ îïèñûâàåòñÿ òåì æå óðàâ-
íåíèåì äèôôóçèè (2), ñëåäóåò îæèäàòü, ÷òî àíàëèç
èçâåñòíûõ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûõ ðåøåíèé (2)
ïîçâîëèò îïèñàòü ðàçâèâàþùèåñÿ âîçìóùåíèÿ ìàã-
íèòíûõ ñòðóêòóð â ñâåðõïðîâîäíèêàõ.

Êàê âèäíî èç (2), äëÿ íàõîæäåíèÿ ôóíêöèè
b õ t( , ) íåîáõîäèìî çíàòü çàâèñèìîñòü ïëîòíîñòè êðè-
òè÷åñêîãî òîêà îò b. Ïðèíèìàÿ ýòî âî âíèìàíèå,
ïðîàíàëèçèðóåì âíà÷àëå ñëó÷àé, êîãäà jc � 0 (êîýô-
ôèöèåíò 	 â (2) ðàâåí íóëþ). Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíå-
íèå (2) ïðèîáðåòàåò ïðîñòîé âèä:

b b bt x x� ( )� . (5)

Íèæå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ÿâíûé ó÷åò jc íå âëèÿ-
åò íà êà÷åñòâåííóþ êàðòèíó ïðîñòðàíñòâåííî-âðå-
ìåííûõ ñòðóêòóð ìàãíèòíîãî ïîòîêà. Èçìåíÿåòñÿ
ëèøü ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ôðîíòà âîëíû. Ïî-
ýòîìó ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïîëåçíûì âíà÷àëå ðàññìîò-
ðåòü ÿâëåíèå â ñàìîì óïðîùåííîì âàðèàíòå.

Ëîêàëèçàöèÿ ìàãíèòíîãî ïîòîêà ïðè
ñòåïåííîì ðåæèìå èçìåíåíèÿ ïîëÿ

Ïóñòü íàðàñòàíèå âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ îï-
ðåäåëÿåòñÿ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì (3). Òîãäà óðàâíå-
íèå (5) èìååò àâòîìîäåëüíîå ðåøåíèå âèäà [6]

b x t b t f xb tm / m /( , ) ( ) ( ), ( ) ( )� 
 � 

� � �

0 0
1 2 1 21 1� � � ,

(6)

ãäå f óäîâëåòâîðÿåò îáûêíîâåííîìó äèôôåðåíöè-
àëüíîìó óðàâíåíèþ

( ) [( ) ] , ,f f m / f mf� � � �� � 
 
 � � � �1 2 0 0 (7)

ïðè÷åì, êàê ñëåäóåò èç ïîñòàíîâêè èñõîäíîé çàäà÷è
è ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé ñòðóêòóðû ðåøåíèÿ
(6), äîëæíû áûòü âûïîëíåíû êðàåâûå óñëîâèÿ

f f( ) , ( ) .0 1 0�  � (8)

Îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (7), (8) ñóùåñòâóåò,
åäèíñòâåííî è ÿâëÿåòñÿ ôèíèòíîé ôóíêöèåé [6].
Êà÷åñòâåííî ãðàôè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ â
ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè äàíî íà ðèñ. 1. Øòðè-
õîâîé ëèíèåé îáîçíà÷åíà òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ
ïîëóøèðèíû (òî÷êà x teff ( ), â êîòîðîé èíäóêöèÿ
ìàãíèòíîãî ïîëÿ ðàâíà ïîëîâèíå âåëè÷èíû b íà ãðà-
íèöå) ìàãíèòíîé íåîäíîðîäíîñòè, x teff ( ) — òî÷êà, â
êîòîðîé ôóíêöèÿ b x t( , ) îáðàùàåòñÿ â íóëü (ôðîíò
âîëíû). Ïðè ýòîì çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè ïîëóøè-
ðèíû ìàãíèòíîé âîëíû çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

Ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííàÿ ñòðóêòóðà äèññèïàòèâíûõ ìàãíèòíûõ ïîòîêîâ â ñâåðõïðîâîäíèêàõ
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x b t f // m /
eff eff eff� 
 ��� ��

0
1 2 1 21 1 2( ) ; ( )( ) . (9)

Ðåøåíèå (ñì. ðèñ. 1) îïðåäåëÿåò ïðîñòðàíñòâåííûé
ïðîôèëü ìàãíèòíîé âîëíû, äâèæóùåéñÿ â ñâåðõ-
ïðîâîäÿùåì îáðàçöå ñî ñêîðîñòüþ

v b
m

t/ m /�




 ��
� �

eff 0
1 2 1 21

2
1

( )
( )( ) . (10)

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå ( )m /� 1 � çàäà÷à (6)–(8) èìååò
îáîáùåííîå ðåøåíèå

b x t b t / / /( , ) ( ) [( ) ] ,� 
 � �0
1 1 2 11 1� �� �

� � 

� �xb t/
0

1 2 11( ) . (11)

Çäåñü ââåäåíî îáîçíà÷åíèå ( )k k� � , åñëè k � 0, è
( )k � � 0, åñëè k � 0.

Ïðè òàêîì ñïåöèàëüíîì âûáîðå óñëîâèé íàêà÷êè
âíåøíèì ïîëåì ïîëó÷àåì ïîñòîÿííóþ ñêîðîñòü äâè-
æåíèÿ ôðîíòà âîëíû

v b / b/ /
� � � �� ��

eff 0
1 2 1 2

0
1 21 1 2[ ( ) ] / , (12)

÷òî ïðè � � 1 äàåò v b //
� 0

1 2 2 .

Ðåæèì ñ îáîñòðåíèåì. Ýôôåêòèâíàÿ
ëîêàëèçàöèÿ ìàãíèòíîãî ïîòîêà

Â ðåæèìå ñ îáîñòðåíèåì (4) àâòîìîäåëüíîå ðåøå-
íèå óðàâíåíèÿ (5) èìååò âèä

b x t b t/t fm( , ) ( ) ( )� �0 01 � ,

� �� � �� � �x b t t/t/ m /( ) ( ) ( )
0 0

1 2
0

1 21 0 , (13)

ãäå f( )� îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ

( ) [( ) ] ,f f m / f mf� � � �� � � 
 � 
 � �1 2 0 0 (14)

ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè (8).

Äëÿ àâòîìîäåëüíîãî ðåøåíèÿ (13) ïîëóøèðèíà è
ôðîíò ìàãíèòíîé âîëíû çàâèñÿò îò âðåìåíè ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì:

x b t t/t/ m /
eff eff� � �� �( ) ( )( )

0 0
1 2

0
1 21 , (15)

x b t t/t/ m /
f f� � �� �( ) ( )( )

0 0
1 2

0
1 21 , (16)

ãäå � f — çíà÷åíèå àâòîìîäåëüíîé êîîðäèíàòû, â
êîòîðîé f( )� � 0.

Äëÿ íàãëÿäíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ íà ðèñ. 2 ïðèâåäå-
íû ðåçóëüòàòû [6] ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (14)
ïðè 1 0
 �m� è 1 0
 �m� .

Ïðè 1 0
 �m� ðåøåíèå õàðàêòåðèçóåòñÿ ñëåäóþ-
ùèìè ñâîéñòâàìè: êîîðäèíàòà ôðîíòà âîëíû íàõî-
äèòñÿ â êîíå÷íîé òî÷êå è âìåñòå ñ xeff íåîãðàíè÷åííî
âîçðàñòàåò ïðè ïðèáëèæåíèè ê ìîìåíòó îáîñòðåíèÿ.

Ïðè 1 0
 �m� ôðîíò âîëíû íàõîäèòñÿ â áåñêî-
íå÷íî óäàëåííîé òî÷êå, à âåëè÷èíà x teff ( ) óìåíüøà-
åòñÿ ïðè t t� 0. Ðåøåíèÿ òàêîãî òèïà ìîæíî íàçâàòü
(ïî àíàëîãèè ñ òåïëîâûìè âîëíàìè â ðåæèìå ñ îáî-
ñòðåíèåì) ìàãíèòíîé âîëíîé ñ ñîêðàùàþùèìèñÿ
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Ðèñ. 1. Ýâîëþöèÿ àâòîìîäåëüíîãî ðåøåíèÿ (5) ( ,m � 0
� � 1) [6].
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Ðèñ. 2. Èçìåíåíèå ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïî àâòîìîäåëüíîé
ïåðåìåííîé � ïðè 1 0� �m� (à) è 1 0� �m� (á).



ýôôåêòèâíûìè ðàçìåðàìè. Ìàãíèòíîå ïîëå, ïðîíè-
êàþùåå â ñðåäó, â ýòîì ñëó÷àå áóäåò ñîñðåäîòà-
÷èâàòüñÿ â óìåíüøàþùåéñÿ ñî âðåìåíåì îáëàñòè
ïðîñòðàíñòâà. Ïîíÿòíî, ÷òî â ðåàëüíîé ñèòóàöèè ñî-
îòâåòñòâóþùåå ýòîìó ïðîöåññó âîçðàñòàíèå b x t( , )
áóäåò îãðàíè÷åíî ñâåðõó çíà÷åíèåì âåðõíåãî êðèòè-
÷åñêîãî ïîëÿ.

Çàìåòèì, ÷òî ãðàíè÷íîìó ðåæèìó ïðè ñïåöèàëüíîì
âûáîðå m /� �1 � îòâå÷àåò àâòîìîäåëüíîå ðåøåíèå íå-
îáû÷íîãî âèäà — îñòàíîâèâøàÿñÿ ìàãíèòíàÿ âîëíà

b x t b t/t x/x/ /( , ) ( ) [( ) ]� � ��
�0 0

1
0

21 1� �, (17)

ãäå õ / /
0

1 22 2� 
[ ( ) ]� � . Ïîëîæåíèå ôðîíòà ýòîé
âîëíû x t õf ( ) � 0 íå ìåíÿåòñÿ â òå÷åíèå âñåãî âðå-
ìåíè îáîñòðåíèÿ — ìàãíèòíûå âîçìóùåíèÿ íå ðàñ-
ïðîñòðàíÿþòñÿ â ãëóáü îáðàçöà, íåñìîòðÿ íà òî ÷òî
â îáëàñòè ( , )0 0õ ìàãíèòíîå ïîëå âîçðàñòàåò ïðè
t t� 0 .

Ó÷åò êðèòè÷åñêîãî òîêà

Äëÿ ñâåðõïðîâîäíèêîâ ñ áîëüøèìè êðèòè÷åñêè-
ìè òîêàìè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2) íåîáõîäèìî àíà-
ëèçèðîâàòü, ó÷èòûâàÿ íå òîëüêî ñàìî çíà÷åíèå jc,
íî è ñâÿçü êðèòè÷åñêîãî òîêà ñ èíäóêöèåé, ÷òî îòðà-
æåíî â ôóíêöèè c b( ) èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ äèô-
ôóçèè (2), îïèñûâàþùåé çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè
ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïîëÿ ñ îò âåëè÷èíû ëîêàëüíîãî
çíà÷åíèÿ b. Ðåøåíèå ïîäîáíîãî óðàâíåíèÿ íåëèíåé-
íîé äèôôóçèè ìàãíèòíîãî ïîòîêà ñëåäóåò èñêàòü ñ
ïîìîùüþ ïåðåõîäà ê «ðàñòÿíóòûì» êîîðäèíàòàì
� � �õ õ ts ( ), ãäå õ ts ( ) — íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ, çàäà-
âàåìàÿ óðàâíåíèåì

dx /dt c b t ts � � [ ( ( ), )]� . (18)

Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (2) ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ (5):

b b bt � [ ]�
� � , (19)

è äëÿ ïðåäñòàâëÿþùåãî íàèáîëüøèé èíòåðåñ ãðà-
íè÷íîãî ðåæèìà ñ îáîñòðåíèåì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
(19) èìååò òîò æå âèä (13), (14), íî ñ àâòîìîäåëü-
íîé ïåðåìåííîé

� �� 
 ��{ [ ( , )] }x c b t dt

t/t

0

0

� � �� � �( ) ( ) ( )b t t/t/ m /
0 0

1 2
0

1 21 0� (20)

äëÿ ôóíêöèè f( )� , êîòîðàÿ äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü
êðàåâûì óñëîâèÿì (8).

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ñîîòíîøåíèÿ (13) è (20),
íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî äëÿ èñõîäíîé ôóíêöèè
b x t( , ) êðàåâîå óñëîâèå (4) ïðè õ � 0 óäîâëåòâîðÿåò-
ñÿ àñèìïòîòè÷åñêè ïðè t t� 0 è òîëüêî òîãäà, êîãäà

1 0
 �m� . Ïîýòîìó ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé êðàå-
âîé çàäà÷è ìîæíî ñ÷èòàòü îïðåäåëåííûì ëèøü â
ïðåäåëå t t� 0 ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè
1 0
 �m� íà ïîêàçàòåëü äèññèïàòèâíîé ñðåäû � è
ïîêàçàòåëü ñêîðîñòè èçìåíåíèÿ âíåøíåãî ìàãíèòíî-
ãî ïîëÿ m. Â ýòîì ñëó÷àå ïîëîæåíèå ôðîíòà ìàã-
íèòíîé âîëíû çàäàåòñÿ èíòåãðàëîì îò ôóíêöèè
ñ b t[ ( , )]�

x c b t dtf

t/t

� � 
� [ ( , )]�

0

0


 � �� �

f b t t/t/ m /( ) ( )( )
0 0

1 2
0

1 21 , (21)

è, ñëåäîâàòåëüíî, ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ôðîí-
òà ìàãíèòíîé âîëíû ðàâíà

v c b t
m

b t/tf f
/ m /� � �



� �[ ( , )]

( )
( ) ( ) ,( )�

�
� �1

2
10

1 2
0

1 2

1 0
 �m� . (22)

Êàê ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ñ b t[ ( , )]� (ñì. óðàâíå-
íèå (2)), ýòà ôóíêöèÿ çàäàåòñÿ çàâèñèìîñòÿìè �f b( )
è j bc( ). Â ìîäåëè Áèíà ïðè �f b b( ) � îíà âûðîæäà-
åòñÿ â êîíñòàíòó ñ j /cBc c� �	 �4 2 è ðåçóëüòàò (22)
ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíûì: çíà÷åíèå ñêîðîñòè ðàñïðî-
ñòðàíåíèÿ ôðîíòà âîëíû (â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ, ðàñ-
ñìîòðåííîãî âûøå) óìåíüøàåòñÿ íà âåëè÷èíó 	.

Ïëîòíîñòü êðèòè÷åñêîãî òîêà, êàê ïðàâèëî, ìî-
íîòîííî óáûâàåò ñ ðîñòîì b. Â ìàëûõ ïîëÿõ ( )b �� 1
õîðîøèì ïðèáëèæåíèåì äëÿ j bc( ) ÿâëÿåòñÿ ìîäåëü
Êèìà—Àíäåðñåíà j b j b bc c( ) ( )( )� 
 �0 1

1, ãäå b1 —
íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, çíà÷åíèå êîòîðîé áåðåòñÿ èç
ýêñïåðèìåíòà. Â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå ñèëüíûõ ìàã-
íèòíûõ ïîëåé j b j bc c( ) ( )( )� �0 1 . Îäíàêî äàæå ïðè
òàêîé ïðîñòîé çàâèñèìîñòè òîêà îò b èíôîðìàöèþ
îá ýâîëþöèè ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûõ ñâîéñòâ
ïðîíèêàþùåãî â îáðàçåö ïîëÿ ïîëó÷èòü çàòðóäíè-
òåëüíî. Òåì íå ìåíåå ïðè b b�� 1 óäàåòñÿ ñäåëàòü íå-
êîòîðûå èíòåðåñíûå íàáëþäåíèÿ. Òàê, ïðè � � 2
óðàâíåíèå (2) ïîëíîñòüþ èäåíòè÷íî óðàâíåíèþ ïðè
jc � const (ìîäåëü Áèíà) è � � 1. Ïîýòîìó âûâîäû,
êîòîðûå ñäåëàíû âûøå ïðè àíàëèçå ðåøåíèé ñîîò-
âåòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ ïðè jc � const, ñïðàâåäëè-
âû è äëÿ áîëåå ñëîæíîãî ïðîöåññà ïðîíèêíîâåíèÿ
âèõðåé â îáðàçåö.

Òàêèì îáðàçîì, äèññèïàòèâíûå ìàãíèòíûå ïîòî-
êè, ðàñïðîñòðàíÿþùèåñÿ â íåèäåàëüíûõ ñâåðõ-
ïðîâîäíèêàõ, ìîãóò èìåòü ìíîãîîáðàçíóþ ïðîñò-
ðàíñòâåííî-âðåìåííóþ ñòðóêòóðó. Ýòî ìíîãîîáðàçèå
íàõîäèòñÿ â ïðÿìîé çàâèñèìîñòè îò ñîîòíîøåíèÿ ìå-
æäó ïîêàçàòåëåì m ñêîðîñòè ïîäâîäà ìàãíèòíîãî
ïîëÿ è ñòåïåíüþ � âîçðàñòàíèÿ óäåëüíîãî ñîïðî-
òèâëåíèÿ îáðàçöà ïî ìàãíèòíîìó ïîëþ. Ïðè ýòîì
íàáëþäàåòñÿ åñòåñòâåííàÿ çàêîíîìåðíîñòü — ÷åì

Ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííàÿ ñòðóêòóðà äèññèïàòèâíûõ ìàãíèòíûõ ïîòîêîâ â ñâåðõïðîâîäíèêàõ
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âûøå èíòåíñèâíîñòü ãðàíè÷íîãî ðåæèìà, òåì áîëüøå
ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ôðîíòà ïðîíèêàþùåé ìàãíèòíîé
âîëíû. Îäíàêî èìååòñÿ è èñêëþ÷åíèå — ïðè m �

� �1/� â ðåæèìå ñ îáîñòðåíèåì âîëíà ìîæåò ëîêàëè-
çîâàòüñÿ è ïîëîæåíèå òî÷êè åå ôðîíòà íå áóäåò ìå-
íÿòüñÿ ñî âðåìåíåì.

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì íåêîòîðûå ñóùåñòâåííûå
àñïåêòû ïðîâåäåííîãî âûøå èññëåäîâàíèÿ. Ïðåäïî-
ëàãàÿ, ÷òî òåìïåðàòóðà ñâåðõïðîâîäíèêà ñîâïàäàåò
ñ òåìïåðàòóðîé îõëàäèòåëÿ, ìû ïðåíåáðåãàëè íåèçî-
òåðìè÷íîñòüþ ïðîöåññà. Êîíå÷íî, â îáùåì ñëó÷àå
ïëîòíîñòü âèõðåé (èëè ïîëå b), ïðîíèêàþùèõ â îá-
ðàçåö, îïðåäåëÿåòñÿ íå òîëüêî çíà÷åíèåì íàâåäåí-
íîãî òîêà, íî è ëîêàëüíîé òåìïåðàòóðîé. Ïîýòîìó
ñîâìåñòíî ñ óðàâíåíèÿìè Ìàêñâåëëà íåîáõîäèìî
áûëî áû çàïèñûâàòü è óðàâíåíèå òåïëîâîãî áàëàíñà.
Èñòî÷íèêîì òåïëà â îáðàçöàõ ñëóæèò ýíåðãèÿ äèñ-
ñèïàöèè, îïðåäåëÿåìàÿ âÿçêèì äâèæåíèåì âèõðå-
âûõ íèòåé. Îáû÷íî òàêîé ïîäõîä èñïîëüçóåòñÿ ïðè
èçó÷åíèè êðèòè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ ñâåðõïðîâîäíèêà
ñî ñëó÷àéíûì ðàñïðåäåëåíèåì öåíòðîâ ïèííèíãà.
Ïðè ýòîì èññëåäóþòñÿ ñêà÷êè ïîòîêà, êîòîðûå âû-
çûâàþòñÿ ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ òåïëîâîé âîëíîé,
äîñòàòî÷íî áîëüøîé äëÿ ïðåîäîëåíèÿ ïèííèíãà. Â
íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ èëè ÷èñòûå
ñâåðõïðîâîäíèêè (äëÿ êîòîðûõ ïëîòíîñòü äåôåêòîâ
íåñóùåñòâåííà), èëè íàäêðèòè÷åñêîå ñîñòîÿíèå. Òå-
ïëîâàÿ âîëíà ñóùåñòâóåò êàê â òîì, òàê è â äðóãîì
ñëó÷àå. Ñëåäóÿ çà ôðîíòîì ìàãíèòíîãî ïîòîêà, îíà
íå èçìåíèò êà÷åñòâåííî êàðòèíó åãî ðàñïðåäåëåíèÿ,
à ëèøü ñìåñòèò ïîëîæåíèå ôðîíòà çà ñ÷åò óâåëè÷å-
íèÿ ðàçìåðà âèõðÿ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êîãäà äâèæå-
íèå ëèíèé ïîòîêà çàäåðæèâàåòñÿ öåíòðàìè ïèííèí-
ãà, òåìïåðàòóðíûé êîýôôèöèåíò äèôôóçèè ìîæåò
îáåñïå÷èòü áûñòðîå âûðàâíèâàíèå ëîêàëüíîãî òåì-
ïåðàòóðíîãî ãðàäèåíòà è òîãäà ìîæíî ïðåíåáðå÷ü
íåèçîòåðìè÷íîñòüþ ïðîöåññà. Òàêîå ýôôåêòèâíîå
îõëàæäåíèå, êàê èçâåñòíî [2], ïðèñóùå êîìïîçèò-
íûì ñâåðõïðîâîäíèêàì.

Êîãäà â êà÷åñòâå èñêîìîãî ïðîôèëÿ b x( , )0 �

� b F x0 ( ) âûáèðàåì àâòîìîäåëüíóþ ôóíêöèþ F(x)
ïðè t � 0, òî ÷èñëåííîå ðåøåíèå, î÷åâèäíî, ñîâïàäà-
åò ñ àâòîìîäåëüíûì äëÿ óðàâíåíèÿ äèôôóçèè (5). Â
ìîíîãðàôèè [7] äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ìîíîòîííî óáû-
âàþùèõ èñêîìûõ ôóíêöèé ðåøåíèÿ èñõîäíîãî
óðàâíåíèÿ (5) ñõîäÿòñÿ ê àâòîìîäåëüíûì ðåøåíèÿì
ïðè t t� 0. Ïðè ïðîìåæóòî÷íûõ t ÷èñëåííûå ðåøå-
íèÿ ìîãóò îòëè÷àòüñÿ îò àâòîìîäåëüíûõ. Äðóãèìè
ñëîâàìè, ïðîèçâîëüíûå (÷èñëåííûå) ðåøåíèÿ ïðè-
òÿãèâàþòñÿ ê àâòîìîäåëüíîìó ðåøåíèþ ïðè t t� 0.

Ãîâîðÿò, ÷òî àâòîìîäåëüíûå ðåøåíèÿ îáðàçóþò àò-
òðàêòîð çàäà÷è.

×òî êàñàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ðå-
øåíèé, òî äëÿ ðåæèìîâ ñ ñîïðîòèâëåíèåì �f b( ),
áëèçêèõ ê ñòåïåííûì, àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷è-
âîñòü äîêàçàíà â òîé æå ìîíîãðàôèè [7] è, â ÷àñò-
íîì ñëó÷àå (ïðè ñòåïåííîì ñîïðîòèâëåíèè), â êíèãå
[6] (ñì. òàêæå [8]). Äëÿ îñòàíîâèâøåãîñÿ ôðîíòà
âîëíû óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèé ÷èñëåííî äîêàçàíà â
1956 ã. Áàðåíáëàòòîì è Âèøèêîì [9]. Òåîðåòè÷åñêîå
äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ðåçóëüòàòà ìîæíî íàéòè òàêæå
â êíèãå [7], ãäå äîêàçàíà ôóíäàìåíòàëüíàÿ S-òåîðå-
ìà óñòîé÷èâîñòè àâòîìîäåëüíûõ ðåøåíèé äëÿ øèðî-
êîãî êëàññà óðàâíåíèé äèôôóçèîííîãî òèïà.
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Spatial-time structure of dissipative magnetic
fluxes in type-II superconducturs

Yu.V. Medvedev and I.B. Krasnyuk

The nonlinear boundary-value problem of pene-
tration of magnetic field b info a superconducting
semispace with the resistance � �

f b b( ) � is consid-
ered provided that the field amplitude at the sam-
ple boundary increases with time in a power way
( ( , ) ( ) ,b t t m0 1� � m � 0) or in a deepening regime
( ( , ) ( ) ,b t t/t m0 1 0� � m t t� � �0 0 0, ). The condi-
tions imposed on the values of m and � at which
different scenarios of magnetic flux penetration
may be realized are specified. The flux front rate
depending on the parameters m and � is calcu-
lated.
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