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Ïðîâåäåí ðàñ÷åò êîëåáàòåëüíîãî ñïåêòðà íåóïîðÿäî÷åííûõ ëèíåéíûõ öåïî÷åê ñ ëåãêèìè
ïðèìåñÿìè çàìåùåíèÿ âíóòðè îáëàñòè íåâîçìóùåííîé çîíû. Îïðåäåëåíà îáùàÿ ñòðóêòóðà
ñïåêòðà è ôóíêöèÿ ñïåêòðàëüíîãî ñäâèãà. Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ñ÷åòà ñîïîñòàâëåíû ñ èçâåñò-
íûìè àíàëèòè÷åñêèìè âûðàæåíèÿìè. Èññëåäîâàí õàðàêòåð ñòàòèñòè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñ-
òîò êîëåáàíèé íà ðàçëè÷íûõ ó÷àñòêàõ ñïåêòðà è ïîêàçàíî, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íîé êîíöåíòðàöèè
ïðèìåñè íà íå ñëèøêîì øèðîêèõ ñïåêòðàëüíûõ èíòåðâàëàõ èìååò ìåñòî ïîëíîñòüþ õàîòè÷åñêîå
ðàñïðåäåëåíèå ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò. Óñòàíîâëåíî, ÷òî â âûñîêî÷àñòîòíîé ïîëîâèíå çîíû ïî
ìåðå ðîñòà êîíöåíòðàöèè â ñïåêòðå âîçíèêàþò âñå áîëåå îò÷åòëèâûå ñåðèè ìèíèìóìîâ è ìàêñè-
ìóìîâ, ïîëîæåíèå êîòîðûõ íå çàâèñèò îò êîíöåíòðàöèè è ñãóùàåòñÿ ê âíåøíåìó êðàþ çîíû.
Óñòàíîâëåíî âûðàæåíèå, êîòîðîå îïðåäåëÿåò çíà÷åíèÿ ýòèõ îñîáûõ ÷àñòîò.

Ïðîâåäåíî ðîçðàõóíîê êîëèâàëüíîãî ñïåêòðà íåóïîðÿäêîâàíèõ ë³í³éíèõ ëàíöþæê³â ç ëåã-
êèìè äîì³øêàìè çàì³ùåííÿ óñåðåäèí³ îáëàñò³ íåçáóðåíî¿ çîíè. Âèçíà÷åíî çàãàëüíó ñòðóêòóðó
ñïåêòðà ³ ôóíêö³þ ñïåêòðàëüíîãî çñóâó. Ðåçóëüòàòè ÷èñåëüíîãî ðîçðàõóíêà ç³ñòàâëåí³ ç â³äîìè-
ìè àíàë³òè÷íèìè âèðàçàìè. Äîñë³äæåíî õàðàêòåð ñòàòèñòè÷íîãî ðîçïîä³ëó ÷àñòîò êîëèâàíü íà
ð³çíèõ ä³ëÿíêàõ ñïåêòðà ³ ïîêàçàíî, ùî ïðè äîñòàòí³é êîíöåíòðàö³¿ äîì³øêè íà íå çàíàäòî øè-
ðîêèõ ñïåêòðàëüíèõ ³íòåðâàëàõ ìàº ì³ñöå ö³ëêîì õàîòè÷íèé ðîçïîä³ë âëàñíèõ ÷àñòîò. Óñòàíîâ-
ëåíî, ùî ó âèñîêî÷àñòîòí³é ïîëîâèí³ çîíè ïðè çðîñòàíí³ êîíöåíòðàö³¿ â ñïåêòð³ âèíèêàþòü óñå
á³ëüø âèðàçí³ ñåð³¿ ì³í³ìóì³â ³ ìàêñèìóì³â, ïîëîæåííÿ ÿêèõ íå çàëåæèòü â³ä êîíöåíòðàö³¿ ³
çãóùàºòüñÿ äî çîâí³øíüîãî êðàþ çîíè. Óñòàíîâëåíî âèðàç, ùî âèçíà÷àº çíà÷åííÿ öèõ îñîáëè-
âèõ ÷àñòîò.

PACS: 63.22.+m

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïðèìåñü, áåñïîðÿäîê, öåïî÷êà, ôîíîí, ñïåêòð.

1. Ââåäåíèå

Â ðàáîòàõ [1,2] ïðîàíàëèçèðîâàíà ñòðóêòóðà
êîëåáàòåëüíîãî ñïåêòðà âáëèçè ÷àñòîòû ëîêàëüíîé
ìîäû äëèííîé íåóïîðÿäî÷åííîé öåïî÷êè ñ ëåãêèìè
èçîòîïè÷åñêèìè ïðèìåñÿìè çàìåùåíèÿ. Ïðåäñòàâ-
ëÿåò èíòåðåñ ðàññìîòðåòü, êàê âíåñåíèå ëåãêèõ ïðè-
ìåñåé èçìåíÿåò ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé âíóòðè èñõîä-
íîé çîíû.

Î÷åâèäíî, ÷òî ñ ïîÿâëåíèåì âñå áîëüøåãî ÷èñëà
ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò â îêðåñòíîñòè ÷àñòîòû ëîêàëü-
íîãî êîëåáàíèÿ áóäåò ïðîèñõîäèòü óìåíüøåíèå êî-

ëè÷åñòâà ñîñòîÿíèé âíóòðè èñõîäíîé çîíû. Ìîäû
áóäóò «âûìûâàòüñÿ» èç çîíû è ïåðåõîäèòü â îáëàñòü
ëîêàëüíûõ êîëåáàíèé. Ïðè÷åì ýòî «âûìûâàíèå» èç
îñíîâíîé çîíû áóäåò ïðîèñõîäèòü íå ðàâíîìåðíî ïî
âñåé øêàëå ÷àñòîò, à ïðåèìóùåñòâåííî èç åå âûñîêî-
÷àñòîòíîãî êðàÿ. Àíàëèòè÷åñêîå îïèñàíèå òàêîãî ÿâ-
ëåíèÿ âïåðâûå äàíî È.Ì. Ëèôøèöåì [3]. Îí èñ-
ïîëüçîâàë ìåòîä ðàçëîæåíèÿ ïëîòíîñòè êîëåáàòåëü-
íûõ ñîñòîÿíèé â ðÿä ïî êîíöåíòðàöèè ïðèìåñåé.
Îäíàêî ýòîò ìåòîä íå ìîæåò áûòü ýôôåêòèâíî ïðè-
ìåíåí äëÿ îïèñàíèÿ ñïåêòðà â âûñîêî÷àñòîòíîé
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îáëàñòè è ïðè âûñîêîé êîíöåíòðàöèè ïðèìåñåé. Áî-
ëåå ýôôåêòèâíûì ìîæåò îêàçàòüñÿ ðàñ÷åò ñïåêòðà â
ðàìêàõ ïðèáëèæåíèÿ êîãåðåíòíîãî ïîòåíöèàëà [4],
õîòÿ è äëÿ òàêîãî ïîäõîäà ñóùåñòâóþò îãðàíè÷åíèÿ
íà ïðèìåíèìîñòü íà âûñîêî÷àñòîòíîì êðàþ èñõîä-
íîé çîíû. Îáà ýòè ìåòîäà ïðåäñòàâëÿþò ñïåêòð â
âèäå ãëàäêîé ìîíîòîííîé ôóíêöèè, îäíàêî, êàê ïî-
êàçûâàþò ÷èñëåííûå ðàñ÷åòû, ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé
âíóòðè îñíîâíîé àêóñòè÷åñêîé çîíû èìååò òîíêóþ
ñòðóêòóðó è íà íåé íàáëþäàåòñÿ öåëûé ðÿä ìàêñè-
ìóìîâ è ìèíèìóìîâ.

Ðÿä àâòîðîâ èçó÷àëè ñòðóêòóðó ñïåêòðà òàêîé
ñèñòåìû, â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòàõ [5,6] ñ èñïîëüçîâà-
íèåì ìåòîäà ìàòðèöû ïåðåíîñà [7] áûëî ïîêàçàíî,
÷òî íà îïðåäåëåííûõ ÷àñòîòàõ â îäíîìåðíûõ íåóïî-
ðÿäî÷åííûõ öåïî÷êàõ íå ìîæåò áûòü êîëåáàíèé.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå, èñïîëüçóÿ ÷èñëåííûå ðàñ÷å-
òû ñïåêòðà äëèííîé íåóïîðÿäî÷åííîé îäíîìåðíîé
öåïî÷êè, îñíîâàííûå íà ìåòîäå Äèíà [8,9], áóäåò
ïðîèëëþñòðèðîâàíî èçìåíåíèå ñïåêòðà âíóòðè èñ-
õîäíîé àêóñòè÷åñêîé çîíû ïðè âíåñåíèè â öåïî÷êó
ëåãêèõ ïðèìåñåé è ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ÷èñëåííî
ðàññ÷èòàííîãî ñïåêòðà ñ àíàëèòè÷åñêèìè ðåçóëüòà-
òàìè, ïîëó÷åííûìè êàê â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè
ïî êîíöåíòðàöèè ïðèìåñåé, òàê è â ðàìêàõ ïðèáëè-
æåíèÿ êîãåðåíòíîãî ïîòåíöèàëà. Ðàññìîòðåíî îáðà-
çîâàíèå íåîäíîðîäíîñòåé íà ðÿäå ÷àñòîò âíóòðè
çîíû, à òàêæå ïðåäëîæåíî âûðàæåíèå, îïðåäåëÿþ-
ùåå ïîëîæåíèå ýòèõ íåîäíîðîäíîñòåé.

2. Îáùàÿ ñòðóêòóðà ñïåêòðà è ôóíêöèÿ
ñïåêòðàëüíîãî ñäâèãà

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå, êàê è â [1], ðàññìàòðèâàåòñÿ
ïîëíîñòüþ íåóïîðÿäî÷åííàÿ öåïî÷êà àòîìîâ äâóõ
ñîðòîâ, âçàèìîäåéñòâóþùèõ òîëüêî ñî ñâîèìè áëè-
æàéøèìè ñîñåäÿìè. Àíàëèç ïðîâåäåí â ðàìêàõ èçî-
òîïè÷åñêîé ìîäåëè, êîãäà àòîìû îòëè÷àþòñÿ ìåæäó
ñîáîé ëèøü ìàññàìè (c — êîíöåíòðàöèÿ ëåãêèõ àòî-
ìîâ ñ ìàññîé md , m0 — ìàññà àòîìîâ ìàòðèöû,
� � � �( )m m /md0 0 0 — äåôåêò ìàññ, à ìàêñèìàëü-
íàÿ ÷àñòîòà êîëåáàíèé òÿæåëîé ìàòðèöû ïðèíèìà-
åòñÿ ðàâíîé åäèíèöå: �0

2 1� ).
Íà ðèñ. 1 ïîêàçàí îáùèé âèä ïëîòíîñòè ñîñòîÿ-

íèé � �( )2 ( ( ) )� � �2

0

2 1d
�

� � âíóòðè èñõîäíîé çîíû

ïðè äåôåêòå ìàññ � � 0 9, è ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ
êîíöåíòðàöèè ëåãêèõ àòîìîâ. Íà ðèñóíêå âèäíî,
÷òî â îáëàñòè ÷àñòîò, ìåíüøèõ 1/2, ñïåêòðàëüíàÿ
ïëîòíîñòü ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé ìîíîòîííîé ôóíêöèåé,
ìàëî îòëè÷àþùåéñÿ îò ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé òÿæå-
ëîé ìàòðèöû (ìåíüøå ïðèìåðíî â 1 � c� ðàç, â
ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèáëèæåíèåì êîãåðåíòíîãî ïîòåí-
öèàëà). Âûñîêî÷àñòîòíàÿ æå îáëàñòü ñïåêòðà, íà-

ïðîòèâ, ìîæåò ñòàíîâèòüñÿ äîñòàòî÷íî ñèëüíî èçðå-
çàííîé ïðè ïîâûøåíèè êîíöåíòðàöèè ïðèìåñåé.
Ïðè ýòîì â ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé ïîÿâëÿåòñÿ öåëûé
ðÿä ìèíèìóìîâ è ìàêñèìóìîâ, ÷òî âïåðâûå ïîêàçàë
Äèí [8].

Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê ðàññìîòðåíèþ òîíêîé
ñòðóêòóðû ñïåêòðà, ïðîàíàëèçèðóåì, êàê âåäåò ñåáÿ
èíòåãðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé è îïðåäåëèì õà-
ðàêòåð çàïîëíåíèÿ ðàçëè÷íûõ ÷àñòîòíûõ èíòåðâà-
ëîâ ñîáñòâåííûìè ÷àñòîòàìè êîëåáàíèé íåèäåàëü-
íîé öåïî÷êè.

Ñðàâíèì ÷èñëåííî ðàññ÷èòàííûé ñïåêòð ñ õîðî-
øî èçâåñòíûìè àíàëèòè÷åñêèìè âûðàæåíèÿìè. Ïî-
ñêîëüêó àíàëèòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû íå ïîêàçûâàþò
òîíêóþ ñòðóêòóðó ñïåêòðà, âûáåðåì òàê íàçûâàå-
ìóþ ôóíêöèþ ñïåêòðàëüíîãî ñäâèãà, êîòîðàÿ ñãëà-
æèâàåò íåìîíîòîííîñòè âíóòðè çîíû:

�P P P( ) ( ) ( )� � �2 2
0

2� � , (1)

ãäå P x dx( ) ( )� �
�

2

0

2

� � — ÷èñëî ñîñòîÿíèé ðàññìàòðè-

âàåìîé íåèäåàëüíîé öåïî÷êè ñ ÷àñòîòàìè, ìåíüøè-
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Ðèñ. 1. Îáùèé âèä ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé îñíîâíîé çîíû
ëèíåéíîé íåóïîðÿäî÷åííîé öåïî÷êè ñ ëåãêèìè ïðèìåñÿ-
ìè çàìåùåíèÿ ïðè � � 09, è ñëåäóþùèõ çíà÷åíèÿõ êîí-
öåíòðàöèé ñ: 1/25 (à); 1/10 (á) ; 1/3 (â). Ïóíêòèðíîé
ëèíèåé çäåñü è íèæå ïîêàçàíà ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé òÿ-
æåëîé ìàòðèöû.



ìè �; P x dx0
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0
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� � — òà æå âåëè÷èíà äëÿ

èäåàëüíîé öåïî÷êè. Âûáîð âåëè÷èíû �P( )�2 îáó-
ñëîâëåí, â òîì ÷èñëå, òåì, ÷òî îíà âåñüìà ÷óâñòâè-
òåëüíà ê íàëè÷èþ ïðèìåñåé â öåïî÷êå. Â ëèíåéíîì
ïðèáëèæåíèè ïî êîíöåíòðàöèè [3] âûðàæåíèå (1)
ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå:

� �
�

�

	






�

�



� ��P

c c
( ) ( )�

�
��

�
� �2

2

2

1 2
1arctg . (2)

Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî (2), ìîäóëü ñïåêòðàëü-
íîãî ñäâèãà ñòðåìèòñÿ ê c/2 ïðè ïðèáëèæåíèè ê
êðàþ íåâîçìóùåííîé çîíû, à íà ñàìîì êðàþ ñêà÷-
êîì âîçðàñòàåò íà òàêóþ æå âåëè÷èíó.

Ñðàâíèì ýòî âûðàæåíèå ñ ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåí-
íûõ ðàñ÷åòîâ. Íà ðèñ. 2 ïîêàçàíû ôóíêöèè ñïåêò-
ðàëüíîãî ñäâèãà, âû÷èñëåííûå ïî ìåòîäó Äèíà (íå-
ïðåðûâíàÿ ëèíèÿ), è êðèâàÿ, ñëåäóþùàÿ èç âûðàæå-
íèÿ (2) (ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ), äëÿ öåïî÷êè ñ äåôåê-
òîì ìàññ � � 0 9, ïðè êîíöåíòðàöèÿõ ëåãêîé ïðèìåñè
c = 1/10 è 1/2. Êàê âèäíî íà ðèñóíêå, ïðè íèçêèõ
êîíöåíòðàöèÿõ ðàñõîæäåíèå ìåæäó âûðàæåíèåì
(2) è ÷èñëåííûì ðàñ÷åòîì èìååò ìåñòî òîëüêî â íå-
êîòîðîé îêðåñòíîñòè âåðõíåãî êðàÿ çîíû. Ïðè âûñî-
êèõ æå êîíöåíòðàöèÿõ, â ÷àñòíîñòè äëÿ ñ � 1/2,
òàêîå ðàñõîæäåíèå ñòàíîâèòñÿ íàìíîãî áîëüøèì,

õîòÿ â íèçêî÷àñòîòíîé îáëàñòè (�2 1 2� / ) ñîãëàñèå,
òåì íå ìåíåå, ñîõðàíÿåòñÿ.

Çíà÷èòåëüíî áîëåå âûñîêóþ òî÷íîñòü äàåò ðàñ÷åò
ñïåêòðà â ðàìêàõ ïðèáëèæåíèÿ êîãåðåíòíîãî ïîòåí-
öèàëà (ÏÊÏ) (ñì., íàïðèìåð, [4]). Ïëîòíîñòü ñî-
ñòîÿíèé, ðàññ÷èòàííàÿ â ðàìêàõ ÏÊÏ, ïîêàçàíà íà
ðèñ. 2 òîíêîé ñïëîøíîé ëèíèåé. Âèäíî, ÷òî â òàêîì
ïðèáëèæåíèè õîðîøåå ñîãëàñèå ñ ðåçóëüòàòàìè ðàñ-
÷åòà ïî ìåòîäó Äèíà ñîõðàíÿåòñÿ âî âñåé îáëàñòè
÷àñòîò íåâîçìóùåííîé òÿæåëîé ìàòðèöû ïðè çíà÷åíè-
ÿõ êîíöåíòðàöèè ëåãêîé ïðèìåñè âïëîòü äî ñ � 1/2.
Ýòî íå óäèâèòåëüíî, ïîñêîëüêó õîðîøî èçâåñòíî
(ñì., íàïðèìåð, [10]), ÷òî êðèòåðèé ïðèìåíèìîñòè
ÏÊÏ õîðîøî âûïîëíÿåòñÿ âíóòðè íåïðåðûâíîãî
ñïåêòðà, çà èñêëþ÷åíèåì åãî êðàåâ, â òîì ÷èñëå ïðè
äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà �. Äåéñò-
âèòåëüíî, íà ðèñóíêàõ, ïðåäñòàâëåííûõ íèæå, òà-
êèå ðàñõîæäåíèÿ áóäóò õîðîøî âèäíû âáëèçè âåðõ-
íåãî êðàÿ íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà.

3. Èññëåäîâàíèå õàðàêòåðà ñòàòèñòè÷åñêîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò

Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ðàññìîòðåòü õàðàêòåð ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ èíòåðâàëîâ ìåæäó îòäåëüíûìè ÷àñòîòà-
ìè â îáëàñòè íåâîçìóùåííîãî ñïåêòðà. Î÷åâèäíî,
÷òî â îòñóòñòâèå ïðèìåñåé ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû ðàñ-
ïðåäåëåíû ðàâíîìåðíî è îäèíàêîâî óäàëåíû äðóã
îò äðóãà (åñëè ðàññìàòðèâàòü îòíîñèòåëüíî óçêèé
ñïåêòðàëüíûé èíòåðâàë, íà êîòîðîì ìîæíî ïðåíåá-
ðå÷ü èçìåíåíèåì âåëè÷èíû ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé).
Îäíàêî, êàê ïîêàçûâàþò ÷èñëåííûå ðàñ÷åòû, íà-
ëè÷èå äàæå îäíîé ïðèìåñè â ìíîãîìèëëèîííîé öå-
ïî÷êå ïðèâîäèò ê äîâîëüíî ñèëüíîìó ñìåùåíèþ
ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò. Ñ óâåëè÷åíèåì êîíöåíòðàöèè
ïðîèñõîäèò âñå áîëüøåå ñìåùåíèå è ïåðåðàñïðåäå-
ëåíèå ëèíèé âíóòðè çîíû, à ÷àñòü èõ ïåðåõîäèò çà
êðàé çîíû — â îáëàñòü ëîêàëüíûõ êîëåáàíèé.

×òîáû áîëåå ïîäðîáíî èññëåäîâàòü äèíàìèêó ïå-
ðåðàñïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò êîëåáàíèé ïðè
èçìåíåíèè êîíöåíòðàöèè ïðèìåñíûõ àòîìîâ, â òîì
÷èñëå ïîêàçàòü ïåðåõîä îò óïîðÿäî÷åííîãî ê áåñïî-
ðÿäî÷íîìó çàïîëíåíèþ ñïåêòðà, ïîñòðîèì â øêàëå
êâàäðàòîâ ÷àñòîò íîðìèðîâàííóþ ôóíêöèþ ðàñïðå-
äåëåíèÿ p r( ) èíòåðâàëîâ r ìåæäó ñîñåäíèìè ÷àñòîòà-

ìè êîëåáàíèé ( ( ) )p r dr
0

1
�

� � . Ñ ýòîé öåëüþ âû÷èñëèì

÷àñòîòû âñåõ ìîä âíóòðè íåêîòîðîé îáëàñòè øèðè-
íîé ��2. Âåëè÷èíó ýòîé îáëàñòè áóäåì âûáèðàòü
äîñòàòî÷íî íåáîëüøîé, ÷òîáû íå ó÷èòûâàòü èçìåíå-
íèÿ èíòåðâàëîâ ìåæäó ÷àñòîòàìè ñîñåäíèõ ìîä
âñëåäñòâèå èçìåíåíèÿ âåëè÷èíû ïëîòíîñòè ñîñòîÿ-
íèé, íî ïðè ýòîì ñîäåðæàùåé äîñòàòî÷íîå äëÿ ñòà-
òèñòèêè êîëè÷åñòâî ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò. Íà ðèñ. 3

Êîëåáàòåëüíûé ñïåêòð íåóïîðÿäî÷åííîé ëèíåéíîé öåïî÷êè
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Ðèñ. 2. Ôóíêöèÿ ñïåêòðàëüíîãî ñäâèãà �P ïðè � � 09, .
Íåïðåðûâíàÿ ëèíèÿ — ÷èñëåííûé ðàññ÷åò, íåïðåðûâíàÿ
òîíêàÿ ëèíèÿ ïîëó÷åíà â ðàìêàõ ïðèáëèæåíèÿ êîãåðåíò-
íîãî ïîòåíöèàëà, ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ ñîîòâåòñòâóåò ëè-
íåéíîìó ïðèáëèæåíèþ (2).



äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé êîíöåíòðàöèé ïðèâåäåíû
ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ p r( ) â îáëàñòè øèðèíîé
��2 0 001� , âáëèçè ÷àñòîòû �2 0 3� , . Äëÿ èäåàëüíîé
öåïî÷êè, êàê îòìå÷àëîñü, âñå ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû
ðàñïîëîæåíû íà îäèíàêîâûõ èíòåðâàëàõ äðóã îò
äðóãà: r /n� ��2 , ãäå n — îáùåå êîëè÷åñòâî ìîä

èíòåðâàëà ��2. Ýòîò ôàêò ïðîÿâëÿåòñÿ â íàëè÷èè
îñòðîãî ïèêà íà ðèñ. 3,à. Ñ ðîñòîì êîíöåíòðàöèè
ïðèìåñåé ðàñïðåäåëåíèå p r( ) áûñòðî óøèðÿåòñÿ
(ðèñ. 3,á,â), è ïðè êîíöåíòðàöèÿõ, áîëüøèõ
c � �10 3, ïåðåõîäèò â ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëå-
íèå, ñîîòâåòñòâóþùåå òîìó, ÷òî âñå èìåþùèåñÿ
çäåñü ÷àñòîòû õàîòè÷åñêè ðàçáðîñàíû ïî èíòåðâàëó:

p r
r

r
r

( ) exp� ��

	



�

�


1
. (3)

Åäèíñòâåííûé ïàðàìåòð òàêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ —
ñðåäíÿÿ âåëè÷èíà èíòåðâàëà ìåæäó ÷àñòîòàìè r.

Òàêîé ñëó÷àéíûé õàðàêòåð ðàñïðåäåëåíèÿ èíòåð-
âàëîâ íàáëþäàåòñÿ íå òîëüêî â îáëàñòè, ãäå ïëîò-
íîñòü ñîñòîÿíèé — ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ, íî, êàê
ïîêàçûâàþò ïðîâåäåííûå ðàñ÷åòû, äàæå òàì, ãäå
ñïåêòð èìååò ÿðêî âûðàæåííóþ ñòðóêòóðó.

Äðóãèì êðèòåðèåì îöåíêè ñëó÷àéíîñòè ðàñïðåäå-
ëåíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò ìîæåò âûñòóïàòü äèñïåð-
ñèÿ êîëè÷åñòâà ìîä, ïîïàäàþùèõ â ôèêñèðîâàííûé
÷àñòîòíûé èíòåðâàë. Äëÿ êîëè÷åñòâåííîãî îïðåäå-
ëåíèÿ ýòîé âåëè÷èíû ñíîâà ðàññìîòðèì íåêîòîðûé
èíòåðâàë ��2 è ðàçîáüåì åãî íà K ðàâíûõ ÿ÷ååê.
Ðàçìåð îäíîé ÿ÷åéêè � âûáåðåì òàêèì îáðàçîì,
÷òîáû â íåãî ïîïàäàëî äîñòàòî÷íîå äëÿ ñòàòèñòèêè
êîëè÷åñòâî ìîä (â äàííûõ ðàñ÷åòàõ èñïîëüçîâàíû
ÿ÷åéêè, â êîòîðûå ïîïàäàåò ïîðÿäêà 102 ñîáñòâåí-
íûõ ÷àñòîò), à êîëè÷åñòâî ÿ÷ååê K /� � ��2 — äîñ-
òàòî÷íûì äëÿ óñðåäíåíèÿ äèñïåðñèè (â íàøåì ñëó-
÷àå âñåãäà K � 103).

Äëÿ óäîáñòâà îïðåäåëèì äèñïåðñèþ ðàñïðåäåëå-
íèÿ ÷àñòîò D êàê äèñïåðñèþ âåëè÷èíû n / nk k , ò.å.

D
K

n n

n
k k

kk

K

�
�

�

�1 2

1

( )
, (4)

ãäå nk — êîëè÷åñòâî ÷àñòîò â k-é ÿ÷åéêå, nk — èõ
ñðåäíåå çíà÷åíèå. Ìîæíî îòìåòèòü, ÷òî èç-çà çàâè-
ñèìîñòè ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé îò ÷àñòîòû çíà÷åíèÿ
nk áóäóò, âîîáùå ãîâîðÿ, íå îäèíàêîâûìè äëÿ ðàç-
ëè÷íûõ ÿ÷ååê. Ïîýòîìó çíà÷åíèÿ nk, â ïðèíöèïå,
äîëæíû âû÷èñëÿòüñÿ ïóòåì ãåíåðàöèè áîëüøîãî
÷èñëà öåïî÷åê ñ îäèíàêîâûìè ïàðàìåòðàìè ñ ïîñëå-
äóþùèì óñðåäíåíèåì ïî ðåàëèçàöèÿì öåïî÷åê. Îä-
íàêî äëÿ áîëüøèíñòâà îáëàñòåé ñïåêòðà, ãäå îòñóò-
ñòâóþò îñîáåííîñòè â ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé, äëÿ
íàõîæäåíèÿ nk äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ ïðîñòûìè
îöåíêàìè, íàïðèìåð, â ïðèáëèæåíèè êîãåðåíòíîãî
ïîòåíöèàëà.

Ïðè àíàëèçå äèñïåðñèè D â ïåðâóþ î÷åðåäü îòìå-
òèì, ÷òî â èäåàëüíîé öåïî÷êå, êîãäà ñîñåäíèå ÷àñòî-
òû ðàñïîëîæåíû íà îäèíàêîâîì ðàññòîÿíèè äðóã îò
äðóãà, äèñïåðñèÿ áóäåò èìåòü ïðàêòè÷åñêè íóëåâîå
çíà÷åíèå. Íåêîòîðîå îòëè÷èå çíà÷åíèÿ D îò íóëÿ
âîçíèêàåò â ýòîì ñëó÷àå çà ñ÷åò íåñîðàçìåðíîñòè
øèðèí ÿ÷ååê ñ ÷àñòîòíûìè èíòåðâàëàìè ìåæäó îò-
äåëüíûìè ìîäàìè è èìååò ïîðÿäîê 1/N�, ãäå
N nk

k
� � � (îáùåå ÷èñëî ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò íà

ðàññìàòðèâàåìîì èíòåðâàëå ��2. Ïðè óâåëè÷åíèè
êîíöåíòðàöèè ïðèìåñåé ÷èñëî ÷àñòîò âíóòðè êàæ-
äîé ÿ÷åéêè óæå íå áóäåò ïîñòîÿííûì, ÷òî ïðèâåäåò
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Ðèñ. 3. Ðàñïðåäåëåíèå ðàññòîÿíèé ìåæäó ñîñåäíèìè
óðîâíÿìè â îáëàñòè ÷àñòîò �2 � (0,3; 0,31) ïðè � � 09, .
Êðóæêàìè ïîêàçàíû ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ, íåïðåðûâíîé
ëèíèåé — ðàññ÷èòàííûå àíàëèòè÷åñêè: èäåàëüíàÿ öåïî÷-
êà (à); c � �10 6 (á); 10 5� (â); 10 3� (ã).



ê âîçðàñòàíèþ äèñïåðñèè. Íàêîíåö, ïðè íåêîòîðîé,
âñå åùå îòíîñèòåëüíî íåáîëüøîé êîíöåíòðàöèè,
ðàñïðåäåëåíèå ÷àñòîò ñòàíîâèòñÿ ïîëíîñòüþ ñëó÷àé-
íûì, à ñîîòâåòñòâóþùàÿ âåëè÷èíà äèñïåðñèè D
äîëæíà ñòðåìèòüñÿ ê åäèíèöå.

Íà ðèñ. 4,à ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü äèñïåðñèè îò
êîíöåíòðàöèè ïðèìåñè âáëèçè ÷àñòîòû �2 0 3� , , ãäå
ïðèâåäåíû çàâèñèìîñòè äëÿ äâóõ ðàçëè÷íûõ ðàçìå-
ðîâ ÿ÷åéêè, îòëè÷àþùèõñÿ äðóã îò äðóãà â äåñÿòü
ðàç. Ïðè î÷åíü íèçêèõ êîíöåíòðàöèÿõ ïðèìåñè
(ìåíüøèõ 10 5� ) âåëè÷èíà äèñïåðñèè ìàëà è èìååò
ïîðÿäîê âåëè÷èíû, ñâÿçàííûé ñ îòìå÷åííîé âûøå

íåñîðàçìåðíîñòüþ ÿ÷ååê è èíòåðâàëîâ ìåæäó ÷àñòî-
òàìè. Ýòî åùå ðàç ïîäòâåðæäàåò, ÷òî ïðè íèçêèõ
êîíöåíòðàöèÿõ èìååò ìåñòî ïðàêòè÷åñêè ýêâèäè-
ñòàíòíîå ðàñïðåäåëåíèå ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò. Ïðè
óâåëè÷åíèè êîíöåíòðàöèè ïðèìåñåé çíà÷åíèå D ðàñ-
òåò, è â íåêîòîðîé õàðàêòåðíîé îáëàñòè êîíöåíòðà-
öèé (êîòîðàÿ çàâèñèò îò øèðèíû ÿ÷åéêè è åå ðàñïî-
ëîæåíèÿ íà øêàëå ÷àñòîò) ïðîèñõîäèò íàñûùåíèå,
òàê ÷òî äèñïåðñèÿ, êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, âûõî-
äèò íà åäèíè÷íîå çíà÷åíèå, îòâå÷àþùåå ïîëíîñòüþ
ñëó÷àéíîìó ðàñïðåäåëåíèþ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò. Ñî-
îòâåòñòâåííî, è ôëóêòóàöèè ÷èñëà ÷àñòîò âíóòðè
êàæäîé ÿ÷åéêè äîëæíû îòâå÷àòü ñëó÷àéíîìó ðàñ-
ïðåäåëåíèþ, ò.å. èìåòü ïîðÿäîê âåëè÷èíû nk .

Òîò ôàêò, ÷òî âåëè÷èíà äèñïåðñèè D äåéñòâè-
òåëüíî ÿâëÿåòñÿ ñòàòèñòè÷åñêè äîñòîâåðíîé âåëè÷è-
íîé, ñëàáî çàâèñÿùåé îò çàäàííîé ðåàëèçàöèè öå-
ïî÷êè, äåìîíñòðèðóåò ðèñ. 4,â. Çäåñü äëÿ îäíîé èç
êîíöåíòðàöèé ïðèâåäåíà íîðìèðîâàííàÿ íà åäèíè-
öó ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé âåëè÷èíû D,
ðàññ÷èòàííàÿ äëÿ íàáîðà ðàçëè÷íûõ ðåàëèçàöèé öå-
ïî÷åê. Âèäíî, ÷òî øèðèíà ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ � íå-
áîëüøàÿ è ïðè ðàññìîòðåííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåò-
ðîâ îêàçûâàåòñÿ ðàâíîé 0,035.

Îöåíèì êà÷åñòâåííî õàðàêòåðíûå âåëè÷èíû êîí-
öåíòðàöèé, ïðè êîòîðûõ ïðîèñõîäèò ïåðåõîä ê ïîë-
íîñòüþ ñëó÷àéíîìó ðàñïðåäåëåíèþ ñîáñòâåííûõ
÷àñòîò. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ çíà÷åíèåì ñîáñò-
âåííîé ýíåðãèè �( , )c �2 , ðàññ÷èòàííîé â ïðèáëèæå-
íèè êîãåðåíòíîãî ïîòåíöèàëà [10]. Âåëè÷èíà
�( , )c �2 îïèñûâàåò ñäâèã è óøèðåíèå èñõîäíîé ìîäû
êîëåáàíèé öåïî÷êè ÷àñòîòîé �. Íà åå çíà÷åíèè ñêà-
çûâàåòñÿ êàê ñìåùåíèå, òàê è õàîòè÷íûé ðàçáðîñ
ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò, îáóñëîâëåííûé íàëè÷èåì â öå-
ïî÷êå ïðèìåñåé. Ïîýòîìó ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî
â ñëó÷àå, êîãäà âûáðàííûé ðàçìåð ÿ÷åéêè � áóäåò
áîëüøå, ÷åì çíà÷åíèå Im ( , )� c �2 (íà ñîîòâåòñòâóþ-
ùåé ÷àñòîòå è ïðè ðàññìàòðèâàåìîé êîíöåíòðàöèè),
ôëóêòóàöèè ñìåùåíèé ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò òàêæå
îêàæóòñÿ ìåíüøå, ÷åì �. Â ðåçóëüòàòå ñòåïåíü ñòî-
õàñòè÷íîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò áó-
äåò îòíîñèòåëüíî íåáîëüøîé, à çíà÷åíèå äèñïåðñèè
D �� 1. Íàîáîðîò, åñëè Im ( )� ��2 � , òî âåëè÷èíà
äèñïåðñèè D � 1.

Íàðÿäó ñ çàâèñèìîñòüþ îò êîíöåíòðàöèè ïàðà-
ìåòðà D (ðèñ. 4,à ), íà ðèñ. 4,á ïðè òåõ æå çíà÷åíè-
ÿõ ÷àñòîò â äâîéíîì ëîãàðèôìè÷åñêîì ìàñøòàáå
ïðèâåäåíà çàâèñèìîñòü îò êîíöåíòðàöèè âåëè÷èíû
Im ( , )� c �2 . Çäåñü æå ãîðèçîíòàëüíûìè øòðèõ-ïóíê-
òèðíûìè ëèíèÿìè ïîêàçàíû çíà÷åíèÿ �, äëÿ êîòî-
ðûõ áûëè ïðîèçâåäåíû ðàñ÷åòû äèñïåðñèè. Âèäíî,
÷òî â ðàññìîòðåííûõ ñëó÷àÿõ ïðè òåõ çíà÷åíèÿõ
êîíöåíòðàöèè, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå
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Ðèñ. 4. à — Çàâèñèìîñòü äèñïåðñèè çàïîëíåíèÿ èíòåðâàëà
D îò êîíöåíòðàöèè ïðèìåñè â îáëàñòè ñïåêòðà �2 03� , ïðè
� � 09, è ñëåäóþùèõ ðàçìåðàõ ÿ÷åéêè �: 10–5 (1),
10–4 (2). Òî÷êè, îòâå÷àþùèå êàæäîìó çíà÷åíèþ äèñïåð-
ñèè, ïîëó÷åíû â ðåçóëüòàòå óñðåäíåíèÿ ïî 103 ðåàëèçà-
öèÿì öåïî÷êè äëèíîé N � 107. á — Çàâèñèìîñòü ìíèìîé
÷àñòè ñîáñòâåííîé ýíåðãèè îò êîíöåíòðàöèè ïðèìåñè.
â — Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ �( )D çíà÷åíèé äèñïåðñèè D
ïðè �2 03� , , � � 09, , c � �10 3, � � �10 5. Òî÷êàìè îáîçíà÷å-
íû ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ, ïîëó÷åííûå ïðè 500 ðåàëèçàöè-
ÿõ öåïî÷êè è èíòåðâàëå ðàçáèåíèÿ �D � 001, . Ñïëîøíàÿ
ëèíèÿ — èíòåðïîëÿöèÿ ãàóñcîâñêèì ðàñïðåäåëåíèåì ïðè
D � 077, è øèðèíå ðàñïðåäåëåíèÿ � � 0035, .



� �� Im ( , )c �2 , (5)

äèñïåðñèÿ èìååò ïðèáëèçèòåëüíî îäíî è òî æå çíà-
÷åíèå: D � 0 25. . Àíàëîãè÷íûå ðàñ÷åòû, ïðîâåäåí-
íûå íà äðóãèõ ÷àñòîòíûõ èíòåðâàëàõ è ñ äðóãèìè
çíà÷åíèÿìè äåôåêòà ìàññ, ïîäòâåðæäàþò ýòîò ðå-
çóëüòàò. Òàêèì îáðàçîì, âûðàæåíèå (5) äåéñòâè-
òåëüíî ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî â êà÷åñòâå îöåíêè
òåõ õàðàêòåðíûõ çíà÷åíèé êîíöåíòðàöèè, ïðè êîòî-
ðûõ çàïîëíåíèå îòäåëüíîé ÿ÷åéêè ïðîèñõîäèò ñëó-
÷àéíûì îáðàçîì, à ÷èñëî ìîä â íåé ôëóêòóèðóåò
êàê ÷èñëî ÷àñòèö â âûäåëåííîì îáúåìå áîëüöìàíîâ-
ñêîãî ãàçà.

Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ îòìåòèòü åùå îäíó âîçìîæ-
íîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ââåäåííîé çäåñü äèñïåðñèè äëÿ
êà÷åñòâåííîãî àíàëèçà ñòðóêòóðû ñïåêòðà: äëÿ äîñ-
òàòî÷íî áûñòðîãî îïðåäåëåíèÿ òåõ îáëàñòåé ñïåê-
òðà, ãäå ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé èìååò ñóùåñòâåííî íå-
ìîíîòîííûé õàðàêòåð, ñâÿçàííûé ñ âîçíèêíîâåíèåì
äîñòàòî÷íî óçêèõ ïèêîâ èëè ïðîâàëîâ. Åñëè äëÿ òà-
êèõ ó÷àñòêîâ ñïåêòðà â âûðàæåíèè (4) äëÿ ñðåäíåãî
÷èñëà ÷àñòîò â íåêîòîðîé ÿ÷åéêå nk âìåñòî åãî çíà-
÷åíèÿ, ïîëó÷åííîãî â ðåçóëüòàòå óñðåäíåíèÿ ïî ðàç-
ëè÷íûì ðåàëèçàöèÿì öåïî÷êè, èñïîëüçîâàòü íàïå-
ðåä çàäàííîå çíà÷åíèå, âû÷èñëåííîå, íàïðèìåð, â
ïðèáëèæåíèè êîãåðåíòíîãî ïîòåíöèàëà, òî íåòðóäíî
âèäåòü, ÷òî âåëè÷èíà D ìîæåò îêàçàòüñÿ áîëüøå è
äàæå ìíîãî áîëüøå åäèíèöû. Òàê, äëÿ ó÷àñòêà ñïåê-
òðà �2 0 97 0 98� ( , ; , ), íà êîòîðîì íàõîäèòñÿ íåñêîëü-
êî ìàêñèìóìîâ è ìèíèìóìîâ, âû÷èñëåííîå òàêèì îá-
ðàçîì çíà÷åíèå ðàññìàòðèâàåìîãî ïàðàìåòðà ïðè
êîíöåíòðàöèè ñ = 1/10 îêàçûâàåòñÿ ðàâíûì D � 5 37,
äëÿ � � 0 5, è D � 9 97, äëÿ � � 0 9. . Ñëåäîâàòåëüíî, àíà-
ëèç çíà÷åíèé äèñïåðñèè ïîçâîëÿåò ñðàçó âûäåëèòü
ó÷àñòêè ñïåêòðà ñ ñóùåñòâåííûìè îñîáåííîñòÿìè â
ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé, à çàòåì óæå áîëåå ïîäðîáíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü ýòè îáëàñòè.

4. Ñòðóêòóðà íåîäíîðîäíîñòåé âíóòðè çîíû

Â ðàáîòàõ [5,6] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî â ñïåêòðàõ íå-
óïîðÿäî÷åííûõ öåïî÷åê ìîãóò âîçíèêàòü ñåðèè ÷àñ-
òîò, íà êîòîðûõ ïëîòíîñòü êîëåáàòåëüíûõ ñîñòîÿ-
íèé ðàâíà íóëþ: � �( )2 0� . Â èñïîëüçîâàííûõ â
íàñòîÿùåé ðàáîòå îáîçíà÷åíèÿõ ýòè ÷àñòîòû ðàâíû

� �
�

p q
p q

p, max sin2 2 2

2
�

��

	




�

�
, (6)

ãäå � �max ( )2 11� � � — êâàäðàò ìàêñèìàëüíîé ÷àñòî-
òû êîëåáàíèé öåïî÷êè, ñîñòîÿùåé òîëüêî èç ëåãêèõ
àòîìîâ, p è q — öåëûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, ïðè-
÷åì p q� , à äîïóñòèìûå çíà÷åíèÿ ÷èñåë q, îïðåäå-
ëÿþùèå íîìåðà ñåðèé ëèíèé, îãðàíè÷åíû ñëåäóþ-
ùèìè íåðàâåíñòâàìè:

q
q

�
�

�
�

�
�

�
1 2 1

2ctg
( )

.

Ïðè ýòîì ïåðâàÿ èç ýòèõ ñåðèé, ñîîòâåòñòâóþùàÿ
q � 1 è âñåì p � 1, îáðàçóåòñÿ ïðè îòíîøåíèè ìàññû
ëåãêîãî àòîìà ê òÿæåëîìó ìåíüøåì 1/2 ( )� � 1 2/ .
Ïðè îòíîøåíèè ìàññ ìåíüøåì 1/3 ( )� � 2 3/ áóäåò
îáðàçîâûâàòüñÿ âòîðàÿ ñåðèÿ, îòâå÷àþùàÿ q � 2,
ïðè � � 3 4/ — òðåòüÿ è òàê äàëåå. Â [5] áûëî ñäåëà-
íî óòâåðæäåíèå, ÷òî ÷èñëåííûå ðàñ÷åòû, ïðîâåäåí-
íûå Äèíîì [8], óêàçûâàþò íà íàëè÷èå â ñïåêòðàõ
íåóïîðÿäî÷åííûõ öåïî÷åê èìåííî òàêèõ «çàïðåùåí-
íûõ» îáëàñòåé. Îäíàêî ýòîò âûâîä òðåáóåò âñå æå
áîëåå ïîäðîáíîãî àíàëèçà è, êàê áóäåò ïîêàçàíî
íèæå, íå ñîãëàñóåòñÿ ñ ïîëó÷åííûìè â íàñòîÿùåé
ðàáîòå ðåçóëüòàòàìè äëÿ òÿæåëîé ìàòðèöû ñ ëåãêè-
ìè ïðèìåñÿìè.
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Ðèñ. 5. Ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé íåóïîðÿäî÷åííîé öåïî÷êè
ïðè � � 076, è c = 1/3. Íèæå ãîðèçîíòàëüíîé îñè îòìå-
÷åíû ïîëîæåíèÿ ÷àñòîò, îòâå÷àþùèå ðÿäó (5) ñ ñîîòâåò-
ñòâóþùèìè çíà÷åíèÿìè ÷èñåë p è q: à — îáùàÿ ñòðóêòó-
ðà ñïåêòðà; á — îáëàñòü âíóòðè èñõîäíîãî ñïåêòðà
âáëèçè ÷àñòîòû, îòâå÷àþùåé âûðàæåíèþ (6) ïðè q = 3,
p = 4; â — îáëàñòü âíå èñõîäíîãî ñïåêòðà âáëèçè ÷àñòî-
òû, îòâå÷àþùåé q = 3, p = 5.



Íà ðèñ. 5 ïîêàçàíà ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé, ðàññ÷è-
òàííàÿ ïðè äåôåêòå ìàññ � � 0 76, è êîíöåíòðàöèè
c /� 1 3.

Ëèíèÿìè, ïðîâåäåííûìè íèæå ãîðèçîíòàëüíîé
îñè, îáîçíà÷åíû ÷àñòîòû, îòâå÷àþùèå âûðàæåíèþ
(6), íà íåêîòîðûõ èç êîòîðûõ äëÿ íàãëÿäíîñòè óêà-
çàíû ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ p è q. Êàê âèäíî,
áîëüøèíñòâî óêàçàííûõ ÷àñòîò ëåæèò âûøå ìàêñè-
ìàëüíîé ÷àñòîòû êîëåáàíèé öåïî÷êè, ñîñòîÿùåé
òîëüêî èç òÿæåëûõ àòîìîâ, è ñãóùàþòñÿ ê ìàêñè-
ìàëüíîé ÷àñòîòå �max

2 . Íà÷èíàÿ ñ � � 2 3/ íåêîòîðûå
èç ÷àñòîò (6) ïîïàäàþò âíóòðü ñïåêòðà èñõîäíîé
òÿæåëîé öåïî÷êè. Òàê, ïðè � � 0 76, òàêîé ÷àñòîòîé
ÿâëÿåòñÿ �2 0 61019420� , , îòâå÷àþùàÿ q � 3 è p � 4.
Ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ äåôåêòà ìàññ òàêèõ ÷àñòîò
áóäåò âñå áîëüøå, òàê, íàïðèìåð, äëÿ � � 0 9, èõ
áóäåò ñåìü.

Îäíàêî â ðàìêàõ ïðîâåäåííûõ çäåñü ðàñ÷åòîâ íå
îáíàðóæèâàåòñÿ íè ãëóáîêèõ ìèíèìóìîâ, íè çàìåò-
íûõ îñîáåííîñòåé â ïëîòíîñòè êîëåáàòåëüíûõ
ñîñòîÿíèé íà òàêèõ ÷àñòîòàõ. Òàê, íà ðèñ. 5 ïîäðîá-
íî ïîêàçàíà ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé � �( )2 â îêðåñòíî-
ñòè îäíîé ÷àñòîòû, îïðåäåëåííîé â (6), ïðè � � 0 76, .
Âèäíî, ÷òî â ýòîé îáëàñòè íå íàáëþäàåòñÿ íèêàêèõ
îñîáåííîñòåé â ñïåêòðå, ïðåâûøàþùèõ îáû÷íûé
ñòàòèñòè÷åñêèé ðàçáðîñ, êîòîðûé áûë ðàññìîòðåí â
ïðåäûäóùåì ðàçäåëå. Òàêèì îáðàçîì, íàñòîÿùèå
ðàñ÷åòû óêàçûâàþò íà îòñóòñòâèå â ñïåêòðàõ íåóïî-
ðÿäî÷åííûõ öåïî÷åê «çàïðåùåííûõ» îáëàñòåé ñ øè-
ðèíîé, ïðåâûøàþùåé ñðåäíåå ðàññòîÿíèå ìåæäó
ìîäàìè, ãäå áû � �( )2 0� è ïîëîæåíèå êîòîðûõ îï-
ðåäåëÿëîñü áû âûðàæåíèÿìè (6), ïî êðàéíåé ìåðå
äëÿ îáëàñòè ñïåêòðà, îòâå÷àþùåé èñõîäíîìó ñïåê-
òðó öåïî÷êè àòîìîâ òÿæåëîãî èçîòîïà. Àíàëîãè÷íûå
ðàñ÷åòû (ñì. ðèñ. 5,â) ïîêàçûâàþò, ÷òî è âíå èñõîä-
íîé çîíû òÿæåëûõ àòîìîâ íå âñåãäà âîçíèêàþò îá-
ëàñòè ñ íóëåâîé ïëîòíîñòüþ ñîñòîÿíèé íà ÷àñòîòàõ,
îïðåäåëåííûõ â (6). Çäåñü ñïåêòð, ñêîðåå, èìååò èå-
ðàðõè÷åñêóþ ñòðóêòóðó, àíàëîãè÷íóþ ðàññìîòðåí-
íîé â [1,2], äàæå ïðè äîñòàòî÷íî âûñîêîé êîíöåí-
òðàöèè ëåãêèõ àòîìîâ.

Êàê áûëî ñêàçàíî âûøå, äëÿ öåïî÷êè ñ ëåãêèìè
ïðèìåñÿìè ñïåêòð âíóòðè èñõîäíîé çîíû, òåì íå ìå-
íåå, èìååò ðÿä äîñòàòî÷íî îñòðûõ ìèíèìóìîâ è ìàê-
ñèìóìîâ â âûñîêî÷àñòîòíîé îáëàñòè, êîòîðûå ñãó-
ùàþòñÿ ê ÷àñòîòå �0

2 1� (ðèñ. 1). Ìîæíî
ïîïûòàòüñÿ îïèñàòü ïîëîæåíèå ÷àñòîò òàêèõ îñîáåí-
íîñòåé ñ ïîìîùüþ âûðàæåíèÿ, ïîäîáíîãî (6). Ñ
ýòîé öåëüþ çàïèøåì åãî â ñëåäóþùåì âèäå:
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i j
i j

i, sin2 2
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� �

��
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, j i� �1 1, ..., , (7)

ò.å. âìåñòî ïðåäåëüíîé ÷àñòîòû � �max ( )2 11� � � öå-
ïî÷êè ëåãêèõ àòîìîâ çäåñü ïîäñòàâëåíà ìàêñèìàëü-

íàÿ ÷àñòîòà òÿæåëîé ìàòðèöû: �0
2 1� . Ýòî âûðàæå-

íèå ñîîòâåòñòâóåò j-ìó êîëåáàíèþ öåïî÷êè, ñîñòîÿ-
ùåé èç i � 1 òÿæåëîãî àòîìà ñ çàêðåïëåííûìè êîí-
öàìè. Â íåóïîðÿäî÷åííîé öåïî÷êå âûðàæåíèå (7) â
ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ñîîòâåòñòâóåò ÷àñòîòàì ðåçî-
íàíñîâ, îáóñëîâëåííûõ îòðåçêàìè, ñîäåðæàùèìè
i � 1 òÿæåëûé àòîì, ñ îáåèõ ñòîðîí îò êîòîðûõ ðàñ-
ïîëîæåíû ëåãêèå ïðèìåñíûå àòîìû, íà êîòîðûõ
ïðîèñõîäèò îòðàæåíèå çâóêîâîé âîëíû. Äåéñòâè-
òåëüíî, íà ðèñ. 1 íàáëþäàþòñÿ îñîáåííîñòè ïëîòíî-
ñòè ñîñòîÿíèé íà ÷àñòîòàõ �2 0 5 0 75 0 854� , ; , ; , è òàê
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Ðèñ. 6. Ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé âíóòðè çîíû íà ðàçíûõ
ó÷àñòêàõ ñïåêòðà: à è á — � � 09, , ñ = 1/10 (1); � � 09, ,
ñ = 1/100 (2); � � 05, , ñ = 1/10 (3); â — � � 09, , ñ =
= 1/10 (1); � � 09, , ñ = 1/100 (2).



äàëåå, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ÷àñòîòàì (7) äëÿ j � 1 è
i � 1, i � 2, i � 3.

Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå ïîâåäåíèå ïëîòíîñòè ñî-
ñòîÿíèé â îêðåñòíîñòè ýòèõ ÷àñòîò. Íà ðèñ. 6 ïðè-
âåäåí ñïåêòð â ðàéîíàõ ïåðâûõ äâóõ ÷àñòîò
( , ; , )�2 0 5 0 75� ðÿäà (7). Âèäíî, ÷òî íà ïëîòíîñòè ñî-
ñòîÿíèé èìååòñÿ ïðîâàë â îêðåñòíîñòè ÷àñòîòû (7) è
ïèê, êîòîðûé ðàñïîëîæåí ñïðàâà îò ýòîé ÷àñòîòû.
Íà ðèñ. 6,à,á øèðèíû îñîáåííîñòåé ñïåêòðà óìåíü-
øàþòñÿ ñ ïîíèæåíèåì êîíöåíòðàöèè ïðèìåñåé
(êðèâûå 1 è 2). Ãëóáèíà ïðîâàëà ïðàêòè÷åñêè îäè-
íàêîâà äëÿ ðàçëè÷íûõ êîíöåíòðàöèé, ÷òî áîëåå íà-
ãëÿäíî ïîêàçàíî íà ðèñ. 6,â, íà êîòîðîì â êðóïíîì
ìàñøòàáå ïðåäñòàâëåíà ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé â îêðå-
ñòíîñòè �2 0 5� , . ×èñëåííûé ðàñ÷åò ñïåêòðà äëÿ
ðÿäà êîíöåíòðàöèé ïîêàçàë, ÷òî øèðèíà íà ïîëó-
ãëóáèíå äàííûõ ïðîâàëîâ ïðàêòè÷åñêè ëèíåéíî çà-
âèñèò îò êîíöåíòðàöèè ïðèìåñè. Ôîðìà è ãëóáèíà
ýòèõ ìèíèìóìîâ, íàïðîòèâ, çàâèñèò îò äåôåêòà ìàññ
è ìàëî çàâèñèò îò êîíöåíòðàöèè (ðèñ. 6à,á, êðèâûå
1 è 3). Êàê è â ñëó÷àÿõ, îïèñàííûõ â ðàáîòàõ [5],
ïðîâàë â ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèé «îòêðûâàåòñÿ» ïðè
ìàññå ïðèìåñè ìåíåå ÷åì îäíà âòîðàÿ îò ìàññû ïðè-
ìåñè îñíîâíîãî êðèñòàëëà.

Â âûñîêî÷àñòîòíîé îáëàñòè ïðè äîñòàòî÷íî áîëü-
øîì îòíîøåíèè ìàññ àòîìîâ ïðèìåñíîãî è îñíîâíî-
ãî òèïîâ ñïåêòð òàê æå ñîñòîèò èç ñåðèé ïðîâàëîâ è
ïèêîâ, ÷àñòîòû êîòîðûõ ïîëíîñòüþ ñîîòâåòñòâóþò
âûðàæåíèþ (7). Íà ðèñ. 7 ïðåäñòàâëåíà äèíàìèêà
èçìåíåíèÿ âåðõíåãî êðàÿ çîíû ïðè óìåíüøåíèè ìàñ-
ñû ïðèìåñè. Òîëñòàÿ íåïðåðûâíàÿ ëèíèÿ ñîîòâåòñò-
âóåò ÷èñëåííî ðàññ÷èòàííîìó ñïåêòðó, òîíêàÿ íåïðå-
ðûâíàÿ — ðàñ÷åò â ðàìêàõ ÏÊÏ, ïóíêòèð — ñïåêòð
èäåàëüíîé öåïî÷êè. Íà ðèñóíêå ïðèâåäåíà ðàñøèô-
ðîâêà èíäåêñîâ i è j âûðàæåíèÿ (7) äëÿ íåêîòîðûõ
ìàêñèìóìîâ è ìèíèìóìîâ â ñïåêòðå. Êàê âèäíî, ïðè
äåôåêòå ìàññ, êîãäà ïàðàìåòð � � 0,5, â ñïåêòðå ïî-
ÿâëÿþòñÿ ìàêñèìóìû, ÷àñòîòû êîòîðûõ ñ âûñîêîé
òî÷íîñòüþ ñîîòâåòñòâóþò ïåðâîìó ðÿäó ïðè i � 1,
ïðè äàëüíåéøåì óìåíüøåíèè ìàññû ïðèìåñè íà ìåñ-
òå ýòèõ ìàêñèìóìîâ âîçíèêàþò ìèíèìóìû, à íà ÷àñòî-
òàõ âòîðîãî ðÿäà (j � 2) âîçíèêàåò ñåðèÿ ìàêñèìóìîâ.
Êàê ïîêàçàëè âû÷èñëåíèÿ ñïåêòðà äëÿ äðóãèõ êîíöåí-
òðàöèé, àìïëèòóäà îñîáåííîñòåé â ñïåêòðå âîçðàñòàåò
ñ óìåíüøåíèåì ìàññû ïðèìåñè, à èõ øèðèíà âîçðàñòà-
åò ñ óâåëè÷åíèåì êîíöåíòðàöèè ïðèìåñè.

5. Çàêëþ÷åíèå

Ïðîâåäåí ðàñ÷åò êîëåáàòåëüíîãî ñïåêòðà íåóïî-
ðÿäî÷åííûõ ëèíåéíûõ öåïî÷åê ñ ëåãêèìè ïðèìåñÿ-
ìè çàìåùåíèÿ âíóòðè èñõîäíîé àêóñòè÷åñêîé çîíû.
Ñðàâíåíèå ÷èñëåííî ðàññ÷èòàííîãî ñïåêòðà ñ èç-
âåñòíûìè àíàëèòè÷åñêèìè âûðàæåíèÿìè ïîêàçàëî,
÷òî äëÿ íèçêîé êîíöåíòðàöèè ïðèìåñè (ñ < 1/10)

ñãëàæåííûé ñïåêòð ïðàêòè÷åñêè íà âñåì èíòåðâàëå
÷àñòîò (çà èñêëþ÷åíèåì âûñîêî÷àñòîòíîãî êðàÿ
çîíû) ìîæíî ñ äîñòàòî÷íîé òî÷íîñòüþ îïèñàòü â
ðàìêàõ ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ ïî êîíöåíòðàöèè.
Äëÿ âûñîêîé êîíöåíòðàöèè ïðèìåñè ëèíåéíîå ïðè-
áëèæåíèå äàåò ïðèåìëåìóþ òî÷íîñòü òîëüêî íà íèç-
êî÷àñòîòíîé ïîëîâèíå ñïåêòðà. Äëÿ ýôôåêòèâíîãî
ðàñ÷åòà ñïåêòðà ïðè ëþáûõ êîíöåíòðàöèÿõ (âïëîòü
äî ñ � 1/2) è ïðàêòè÷åñêè íà âñåì èíòåðâàëå ÷àñòîò
îñíîâíîé çîíû ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðèáëèæåíèå
êîãåðåíòíîãî ïîòåíöèàëà.

Äåòàëüíîå ðàññìîòðåíèå ó÷àñòêîâ ñïåêòðà ìíîãî
ìåíüøèõ øèðèíû èñõîäíîé àêóñòè÷åñêîé çîíû ïî-
êàçàëî, ÷òî â èäåàëüíîé öåïî÷êå âñå ñîáñòâåííûå
÷àñòîòû ðàñïîëîæåíû óïîðÿäî÷åííî è íà îäèíàêî-
âîì ðàññòîÿíèè äðóã îò äðóãà, íî âíåñåíèå â öåïî÷-
êó, ñîñòîÿùóþ èç ñîòåí ìèëëèîíîâ àòîìîâ, äàæå îä-
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Ðèñ. 7. Ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé âáëèçè âåðõíåãî êðàÿ çîíû
òÿæåëîé ìàòðèöû (c = 1/10) ïðè � � 02, (à); 03, (á);
05, (â); 09, (ã). Íåïðåðûâíàÿ ëèíèÿ — ÷èñëåííûé ðàñ-
÷åò, òîíêàÿ íåïðåðûâíàÿ — ðàñ÷åò â ðàìêàõ ÏÊÏ.
Ñòðåëêàìè îáîçíà÷åíû ÷àñòîòû ðÿäà (7) ñ ñîîòâåòñòâóþ-
ùèìè çíà÷åíèÿìè ÷èñåë i è j.



íîé ïðèìåñè íàðóøàåò èõ ýêâèäèñòàíòíîñòü. Ñ
ðîñòîì êîíöåíòðàöèè ïðèìåñè ðàñïðåäåëåíèå ÷àñ-
òîòíûõ èíòåðâàëîâ ìåæäó äâóìÿ ñîñåäíèìè ìîäàìè
ñòàíîâèòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíûì, ÷òî îòâå÷àåò èõ õàî-
òè÷åñêîìó ðàñïðåäåëåíèþ. Ïðåäëîæåí ñòàòèñòè÷å-
ñêèé ïàðàìåòð D, èìåþùèé õàðàêòåð îïðåäåëåííûì
îáðàçîì âûáðàííîé äèñïåðñèè, êîòîðûé ìîæåò ñëó-
æèòü ìåðîé ñëó÷àéíîñòè â ðàñïðåäåëåíèè ñîáñòâåí-
íûõ ÷àñòîò.

Ïîêàçàíî, ÷òî â âûñîêî÷àñòîòíîé ÷àñòè èñõîäíîé
çîíû, íà÷èíàÿ ñ åå ñåðåäèíû, â ñïåêòðå íåèäåàëüíîé
öåïî÷êè âîçíèêàåò äîñòàòî÷íî ñëîæíàÿ ñòðóêòóðà,
ñîñòîÿùàÿ èç ñåðèé ìèíèìóìîâ è ìàêñèìóìîâ, ïîëî-
æåíèå êîòîðûõ ñãóùàåòñÿ ê âûñîêî÷àñòîòíîìó êðàþ
çîíû. Òàêàÿ ñòðóêòóðà îò÷åòëèâî ïðîÿâëÿåòñÿ ñ
óìåíüøåíèåì ìàññû ïðèìåñåé, êîãäà ïàðàìåòð � ñòà-
íîâèòñÿ ïîðÿäêà èëè áîëüøå 0,5. Ïðèâåäåíî âûðà-
æåíèå, êîòîðîå îïðåäåëÿåò ÷àñòîòû ýòèõ îñîáåííî-
ñòåé â ñïåêòðå, è ðàññìîòðåíà ñòðóêòóðà ïåðâûõ
äâóõ íàèáîëåå èíòåíñèâíûõ ìèíèìóìîâ.

Â äàëüíåéøåì ïðåäñòàâëÿåòñÿ èíòåðåñíûì ïðî-
äîëæèòü ÷èñëåííûå èññëåäîâàíèÿ êîëåáàòåëüíûõ
ñïåêòðîâ äëèííûõ íåóïîðÿäî÷åííûõ ëèíåéíûõ öå-
ïî÷åê: ðàññìîòðåòü, êàê âëèÿåò âíåñåíèå òÿæåëûõ
ïðèìåñåé íà ñòðóêòóðó ñïåêòðà âíóòðè çîíû íåâîç-
ìóùåííîãî êðèñòàëëà, à òàêæå ñðàâíèòü ïîëó÷åí-
íóþ ÷èñëåííî ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé ñ èìåþùèìèñÿ
àíàëèòè÷åñêèìè âûðàæåíèÿìè.
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Vibrational spectrum of one-dimensional linear
chain with light isotopic impurities. Initial band

domain

M.A. Ivanov, V.S. Molodid, and Yu.V. Skrypnyk

The vibrational spectra of disordered linear
chains with light substitutional impurities were
calculated inside the unperturbed band domain.
The overall structure of the spectra and the spec-
tral shift function were determined. The numeri-
cal results were compared to the known analyti-
cal expressions. The character of statistical distri-
bution of vibrational frequencies were investi-
gated in different spectral domains. It is shown
that for an appropriate concentration of impuri-
ties there is a completely chaotic distribution of
frequencies in not too wide spectral intervals. It
is found that in a high-frequency part of the band
more and more distinct series of minima and max-
ima appear with increasing in the impurity con-
centration, the positions of which do not depend
on concentration and crowd together towards the
band edge. An expression which determines these
particular frequencies is derived.

Keywords: impurity, disorder, chain, phonon,
spectrum.
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