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×èñëåííî ðàññ÷èòàí êîëåáàòåëüíûé ñïåêòð îäíîìåðíîé íåóïîðÿäî÷åííîé öåïî÷êè àòîìîâ ñ
ëåãêèìè èçîòîïè÷åñêèìè ïðèìåñÿìè çàìåùåíèÿ â îêðåñòíîñòè ÷àñòîòû ëîêàëüíîãî êîëåáàíèÿ
èçîëèðîâàííîãî àòîìà ïðèìåñè. Ïîêàçàíî, ÷òî âî âñåé äîñòóïíîé ðàñ÷åòó îáëàñòè ÷àñòîò ñïåêòð
äåéñòâèòåëüíî îáëàäàåò õàðàêòåðíûìè îñîáåííîñòÿìè ôðàêòàëà. Ðàññìîòðåíû ñåðèè ëèíèé,
ñãóùàþùèõñÿ ê ëèíèÿì èçîëèðîâàííîãî àòîìà ïðèìåñè, äâóõ è òðåõ ïðèìåñíûõ àòîìîâ. Ïîêà-
çàíî, ÷òî â ýòèõ ñëó÷àÿõ ñàìîïîäîáíàÿ ñòðóêòóðà ñîõðàíÿåòñÿ ïðè ïðîèçâîëüíûõ óìåíüøåíèÿõ
ìàñøòàáà êàê âíå, òàê è âíóòðè îáëàñòè êîíöåíòðàöèîííîãî óøèðåíèÿ.

×èñåëüíî ðîçðàõîâàíî êîëèâàëüíèé ñïåêòð îäíîâèì³ðíîãî íåâïîðÿäêîâàíîãî ëàíöþæêà
àòîì³â ç ëåãêèìè ³çîòîï³÷íèìè äîì³øêàìè çàì³ùåííÿ ïîáëèçó ÷àñòîòè ëîêàëüíîãî êîëèâàííÿ
³çîëüîâàíîãî àòîìà äîì³øêè. Ïîêàçàíî, ùî âî âñ³é äîñòóïí³é äëÿ ðàçðàõóíêà îáëàñò³ ÷àñòîò
ñïåêòð ä³éñíî ìàº õàðàêòåðí³ îñîáëèâîñò³ ôðàêòàëà. Ðîçãëÿíóòî ñåð³þ ë³í³é, ÿê³ ñãóùóþòüñÿ
äî ë³í³é ³çîëüîâàíîãî àòîìà äîì³øêè, äâîõ òà òðüîõ äîì³øêîâèõ àòîì³â. Ïîêàçàíî, ùî ó öèõ âè-
ïàäêàõ ñàìîïîä³áíà ñòðóêòóðà çáåð³ãàºòüñÿ ïðè äîâ³ëüíèõ çìåíøåííÿõ ìàñøòàáó ÿê ïîçà, òàê ³
óñåðåäèí³ îáëàñò³ êîíöåíòðàö³éíîãî ïîøèðåííÿ.

PACS: 63.22+m

1. Ââeäåíèå

Â ðàáîòå [1] íàìè áûëè âûïîëíåíû ÷èñëåííûå
ðàñ÷åòû êîëåáàòåëüíîãî ñïåêòðà îäíîìåðíîé íåóïî-
ðÿäî÷åííîé öåïî÷êè àòîìîâ ñ ëåãêèìè èçîòîïè÷å-
ñêèìè ïðèìåñÿìè çàìåùåíèÿ. Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííî-
ãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñîïîñòàâëåíû ñ ïðîñòûìè
àíàëèòè÷åñêèìè îöåíêàìè äëÿ ñïåêòðàëüíîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ÷àñòîò â îêðåñòíîñòè ëîêàëüíîãî êîëå-
áàíèÿ èçîëèðîâàííîãî àòîìà ïðèìåñè è ïîêàçàíî,
÷òî ñãëàæåííóþ ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé â ýòîé îáëàñòè
ñ äîñòàòî÷íîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè ìîæíî íàéòè èç
ñîîáðàæåíèé, îñíîâàííûõ íà âûäåëåíèè êëàñòåðîâ
èç äâóõ ïðèìåñíûõ àòîìîâ, ðàñïîëîæåííûõ íà ðàç-
íûõ ðàññòîÿíèÿõ. Ïîëó÷åííûå àíàëèòè÷åñêèå âûðà-
æåíèÿ íàõîäÿòñÿ â óäîâëåòâîðèòåëüíîì ñîãëàñèè ñ
÷èñëåííûìè ðàñ÷åòàìè êàê âíå, òàê è âíóòðè îáëàñ-
òè êîíöåíòðàöèîííîãî óøèðåíèÿ ëîêàëüíîé ìîäû.

Ñëîæíàÿ èåðàðõè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà êîëåáàòåëü-
íîãî ñïåêòðà â îêðåñòíîñòè ëîêàëüíîé ìîäû âíå îá-

ëàñòè êîíöåíòðàöèîííîãî óøèðåíèÿ âïåðâûå ïîä-
ðîáíî ïðîàíàëèçèðîâàíà È.Ì. Ëèôøèöåì [2,3]. Â
òî æå âðåìÿ ñ÷èòàëîñü, ÷òî âíóòðè îáëàñòè êîíöåí-
òðàöèîííîãî óøèðåíèÿ [4–7] ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé
ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ïëàâíîé ôóíêöèåé. Â [1], îä-
íàêî, áûëî îáðàùåíî âíèìàíèå íà òîò ôàêò, ÷òî äëÿ
îäíîìåðíûõ ñèñòåì è âíóòðè îáëàñòè êîíöåíòðàöè-
îííîãî óøèðåíèÿ ïîëíîñòüþ ñîõðàíÿåòñÿ èåðàðõè-
÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ñïåêòðà. Êðîìå òîãî, ñïåêòð â îê-
ðåñòíîñòè ëîêàëüíîé ìîäû ÿâëÿåòñÿ ñàìîïîäîáíûì
ïî îòíîøåíèþ ê èçìåíåíèþ ìàñøòàáà, ò.å. èìååò
ôðàêòàëüíûé õàðàêòåð.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëåíî
áîëåå ïîäðîáíîìó àíàëèçó òîíêîé ñòðóêòóðû êîëå-
áàòåëüíîãî ñïåêòðà â óêàçàííîé îáëàñòè. Èñïîëüçóÿ
÷èñëåííûå ðàñ÷åòû, îñíîâàííûå íà ìåòîäå Äèíà
[8,9], ïîêàçàíî, ÷òî âïëîòü äî ïðåäåëüíî äîñòèæè-
ìîãî äëÿ èñïîëüçóåìîãî ìåòîäà ðàçðåøåíèÿ ñïåêòð
äåéñòâèòåëüíî îáëàäàåò õàðàêòåðíûìè îñîáåííîñòÿ-
ìè ôðàêòàëà. Òàê, íà ÷àñòîòå êîëåáàíèé èçîëèðî-
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âàííîãî àòîìà ïðèìåñè îñíîâíîé ïèê ñîñòîèò èç ëè-
íèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ äâóì, òðåì, ÷åòûðåì è áîëåå
ñëîæíûì êîìáèíàöèÿì âçàèìîäåéñòâóþùèõ ïðèìå-
ñåé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ, â ñâîþ î÷åðåäü, òîæå ñàìî-
ïîäîáíà. Ïðè âîçìîæíî øèðîêîì èçìåíåíèè ìàñ-
øòàáîâ èññëåäîâàíà òîíêàÿ ñòðóêòóðà ñïåêòðà
îñíîâíîãî ïèêà, ïèêîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ äâóì, à
òàêæå òðåì ïðèìåñíûì àòîìàì.

2. Ñàìîïîäîáèå ñïåêòðà ïàðíûõ ïðèìåñíûõ ìîä
â îêðåñòíîñòè ÷àñòîòû ëîêàëüíîãî êîëåáàíèÿ

Ñîãëàñíî [3], êîëåáàòåëüíûé ñïåêòð âáëèçè ëî-
êàëüíîé ìîäû ïðè íèçêîé êîíöåíòðàöèè ïðèìåñåé
ñîñòîèò èç ñåðèé äèñêðåòíûõ ëèíèé, ïðè÷åì áîëåå
èíòåíñèâíûå ëèíèè ñïåêòðà ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè ñãó-
ùåíèÿ ìåíåå èíòåíñèâíûõ. Ïðè ýòîì, êàê ïîêàçàíî
â [10], òå èç íèõ, êîòîðûå âñëåäñòâèå âçàèìîäåéñò-
âèÿ äåôåêòîâ îòùåïèëèñü îò ëîêàëüíîé ìîäû íà
äîñòàòî÷íî øèðîêèé èíòåðâàë ÷àñòîò, óäàåòñÿ óñ-
ïåøíî îòíåñòè íà ñ÷åò ïðàêòè÷åñêè èçîëèðîâàííûõ
êîëåáàíèé íåáîëüøèõ ïî ðàçìåðó ïðèìåñíûõ êëà-
ñòåðîâ. Îñíîâíàÿ ñåðèÿ ýòèõ ëèíèé, ñãóùàþùàÿñÿ ê
÷àñòîòå ëîêàëüíîé ìîäû, ñîîòâåòñòâóåò êîëåáàíèÿì
ïàð ïðèìåñåé. Î÷åâèäíî, ÷òî ÷åì áëèæå àòîìû ïðè-
ìåñè äðóã ê äðóãó, òåì áîëüøèì èíòåðâàëîì îòäåëå-
íû îò öåíòðàëüíîãî ïèêà îáå ïàðíûå ìîäû. Äëÿ ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé çäåñü ìîäåëè èçîòîïè÷åñêîé ïðèìåñè
çàìåùåíèÿ íåáîëüøèå îòêëîíåíèÿ � êâàäðàòîâ ÷àñ-
òîò �R

2 òàêèõ ïàðíûõ ìîä îò êâàäðàòà ÷àñòîòû èçî-
ëèðîâàííîé ïðèìåñè �L

2 ïðèáëèæåííî îïèñûâàþòñÿ
ñëåäóþùèì âûðàæåíèåì [11,12]:
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è ïðèìåñíîãî àòîìîâ ñîîòâåòñòâåííî, à ìàêñèìàëü-
íàÿ ÷àñòîòà àêóñòè÷åñêîé çîíû ïðèíÿòà çà åäèíèöó,
òàê ÷òî � �L /2 21 1� �( ). Äëÿ ëåãêîé ïðèìåñè çàìå-
ùåíèÿ m md 	 0, ïîýòîìó 0 1	 	� è 0 1	 	A . Èç (1)
ïîëó÷àåì, ÷òî
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Ïîñêîëüêó A 	 1, èç óðàâíåíèÿ (2) ñëåäóåò, ÷òî
ïî ìåðå ïðèáëèæåíèÿ ê ëîêàëüíîé ìîäå ÷àñòîòíûå
èíòåðâàëû ìåæäó ïîñëåäîâàòåëüíûìè ïàðíûìè ìî-
äàìè óìåíüøàþòñÿ. Êðîìå òîãî, ïðè óñëîâèè ïîñòî-
ÿíñòâà èíòåíñèâíîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ ëèíèé ñïåê-
òðà îáùàÿ êàðòèíà èõ ðàñïðåäåëåíèÿ íå èçìåíÿåòñÿ
ïðè èçìåíåíèè ìàñøòàáà â A ðàç. Òàêèì îáðàçîì, íà

îñíîâàíèè (2) ìîæíî ãîâîðèòü î íàëè÷èè ñâîéñòâà
ñàìîïîäîáèÿ ó ñïåêòðà ïàðíûõ ìîä.

Íà ðèñ. 1 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ðàñ-
÷åòà òîíêîé ñòðóêòóðû êîëåáàòåëüíîãî ñïåêòðà íå-
óïîðÿäî÷åííîé öåïî÷êè ïðè � � 0 5, è êîíöåíòðàöèÿõ
c � 01, è c � 0 02, (çàêðàøåííàÿ îáëàñòü). Çäåñü è äà-
ëåå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðî-
âàíèè öåïî÷åê äëèíîé â 108 àòîìîâ. Òàê íàçûâàåìàÿ
îáëàñòü êîíöåíòðàöèîííîãî óøèðåíèÿ ëîêàëüíîé
ìîäû çàäàåòñÿ âåëè÷èíîé ðàñùåïëåíèÿ ïàðíûõ ïðè-
ìåñíûõ ìîä, ñîîòâåòñòâóþùåé ñðåäíåìó ðàññòîÿíèþ
ìåæäó ïðèìåñÿìè â öåïî÷êå, è ðàíåå áûëà îïðåäåëå-
íà êàê � �
 �c /� 1 2c . (Êîýôôèöèåíò 2 â ýòîé ôîðìó-
ëå ñâÿçàí ñ òåì, ÷òî èíòåãðàëüíàÿ ïëîòíîñòü ñîñòîÿ-
íèé äëÿ âñåõ ïàðíûõ ìîä, ó êîòîðûõ ðàññòîÿíèå
ìåæäó ïðèìåñíûìè àòîìàìè ìåíüøå íåêîòîðîãî
çíà÷åíèÿ, ðàâíà 2 2

1c R . Ïîýòîìó ýòà âåëè÷èíà ñòàíî-
âèòñÿ ïîðÿäêà âñåãî ÷èñëà ïðèìåñíûõ óðîâíåé c êàê
ðàç ïðè R / c1 1 2� ( ).) Â ñëó÷àå c � 0 02, âñå ãðàôèêè,
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Ðèñ. 1. Òîíêàÿ ñòðóêòóðà êîëåáàòåëüíîãî ñïåêòðà íåóïî-
ðÿäî÷åííîé öåïî÷êè àòîìîâ âáëèçè ÷àñòîòû ëîêàëüíîãî
êîëåáàíèÿ ïðè � � 05, è êîíöåíòðàöèÿõ c � 01, è c � 002,
(çàêðàøåííàÿ îáëàñòü). Ïî âåðòèêàëüíîé îñè îòëîæåíà
ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé, íîðìèðîâàííàÿ íà åäèíèöó, ïî ãî-
ðèçîíòàëüíîé îñè — ðàññòîÿíèå îò ÷àñòîòû èçîëèðîâàí-
íîé ïðèìåñè â êâàäðàòàõ ÷àñòîò.



êðîìå ïîñëåäíåãî, îòâå÷àþò îáëàñòè âíå êîíöåíòðà-
öèîííîãî óøèðåíèÿ (äëÿ c � 0 02, îáëàñòü êîíöåíòðà-
öèîííîãî óøèðåíèÿ � c � �10 12). Êàê âèäíî íà
ðèñóíêå, ñïåêòð ñîñòîèò â îñíîâíîì èç ïàðíûõ ìîä,
è òðè ïåðâûå ãèñòîãðàììû, íåñìîòðÿ íà èçìåíåíèå
ìàñøòàáà â 2 105
 ðàç, ïðàêòè÷åñêè îäèíàêîâû ïî
ñòðóêòóðå. Äëÿ êîíöåíòðàöèè c � 01, êîíöåíòðàöè-
îííîå óøèðåíèå çíà÷èòåëüíî áîëüøå: � c � 
 �4 10 3.
Ïîýòîìó ñàìîïîäîáèå íàáëþäàåòñÿ íå ñëèøêîì ãëó-
áîêî âíóòðè îáëàñòè êîíöåíòðàöèîííîãî óøèðåíèÿ
(ðèñ. 1,à,á). Ãëóáîêî æå âíóòðè îáëàñòè øèðèíîé
� c (ðèñ. 1,â,ã) ñïåêòð òîæå ñîõðàíÿåò ñâîéñòâî ñà-
ìîïîäîáèÿ, íî ïî ñâîåìó âèäó îòëè÷àåòñÿ îò ïðåäû-
äóùèõ. Íà âñåõ ó÷àñòêàõ ñïåêòðà ïðè òàêîé êîíöåí-
òðàöèè íàðÿäó ñ ïàðíûìè ìîäàìè òàêæå ÷åòêî
âèäíû íåêîòîðûå ìîäû, ñîîòâåòñòâóþùèå áîëåå
ñëîæíûì êîìáèíàöèÿì ïðèìåñíûõ àòîìîâ. Íåêîòî-
ðûå íàèáîëåå çàìåòíûå èç òàêèõ ìîä, ñîîòâåòñò-
âóþùèõ êëàñòåðàì èç òðåõ âçàèìîäåéñòâóþùèõ
ïðèìåñåé, îòìå÷åíû ñòðåëêàìè. Îòíîñèòåëüíàÿ èí-
òåíñèâíîñòü òàêèõ ìîä ðàñòåò ïðè ïðèáëèæåíèè ê
�L, òàê ÷òî ãëóáîêî âíóòðè îáëàñòè øèðèíîé � c
ïëîòíîñòü ñîñòîÿíèé ïî÷òè ïîëíîñòüþ ñîñòîèò èç
ïèêîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ êîìáèíàöèÿì èç òðåõ è áî-
ëåå ïðèìåñíûõ àòîìîâ.

Îòìåòèì, ÷òî ðàñ÷åòû ïðîèçâîäèëèñü è äëÿ äðó-
ãèõ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû, íàïðèìåð ïðè � � 01, , è âñå
êà÷åñòâåííûå âûâîäû, ñäåëàííûå âûøå, ïðè ýòîì
îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè.

3. Êîëåáàòåëüíûé ñïåêòð òðåõ÷àñòè÷íîãî
ïðèìåñíîãî êëàñòåðà

Ðàññìîòðèì ñïåêòð êîëåáàíèé èçîëèðîâàííîé
ãðóïïû àòîìîâ, ñîñòîÿùåé èç òðåõ ïðèìåñíûõ öåí-
òðîâ. Ïîëîæåíèÿ ëèíèé ýòîãî ñïåêòðà âíå èñõîäíîé
àêóñòè÷åñêîé çîíû �3

2 ìîãóò áûòü íàéäåíû êàê ðå-
øåíèÿ êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, ïîëó÷åííîãî íà îñ-
íîâå ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [13]:

( ) ( )[ ( ) ( ) ( )]� � � �3
2 2 3

3
2 2

01 02 12� � � � � �L L R R R� � �

� �2 001 02 12� � �( ) ( ) ( )R R R , (3)

ãäå �( )R îïðåäåëåíî â (1), à R R R01 02 12, , — ðàñ-
ñòîÿíèÿ ìåæäó àòîìàìè 0, 1 è 2 â ðàññìàòðèâàåìîì
êëàñòåðå ïðèìåñíûõ àòîìîâ.

Âîçüìåì äâà ïðèìåñíûõ àòîìà (0 è 1), ðàñïîëî-
æåííûõ íà ôèêñèðîâàííîì ðàññòîÿíèè R01, è áóäåì
ïðèáëèæàòü ê ýòîé ïàðå, äëÿ îïðåäåëåííîñòè ñî ñòî-
ðîíû àòîìà 1, òðåòèé ïðèìåñíûé àòîì. Î÷åâèäíî,
÷òî ïðè R R12 01�� áóäóò ñóùåñòâîâàòü äâå ìîäû,
ñëåãêà ñìåùåííûå îòíîñèòåëüíî ÷àñòîò, ñîîòâåòñò-
âóþùèõ èçîëèðîâàííîé ïàðå ïðèìåñåé, è êîëåáàíèå

ñ ÷àñòîòîé, ïðèìåðíî ðàâíîé �L. Òàêàÿ ñòðóêòóðà
ñïåêòðà ïðè R01 8� ïîêàçàíà íà ðèñ. 2 (íà ðèñ. 2,â
òàêæå ïîêàçàí ñëó÷àé R01 9� ), ãäå ïî îñè àáñöèññ îò-
ëîæåíî îòêëîíåíèå ÷àñòîòû êîëåáàíèÿ îò ÷àñòîòû
ëîêàëüíîé ìîäû, âûðàæåííîå â êâàäðàòàõ ÷àñòîò �,
à ïî îñè îðäèíàò— ðàññòîÿíèå R12. Êðóæêàìè ïîêà-
çàíû ÷àñòîòû, ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå ÷èñëåííûõ
ðàñ÷åòîâ äëÿ äèñêðåòíûõ çíà÷åíèé R12, ñïëîøíàÿ
ëèíèÿ – ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3) ïðè íåïðåðûâíîì
èçìåíåíèè R12.

Êàê âèäíî íà ðèñ. 2,à, â ñëó÷àå, êîãäà R12 çàìåò-
íî áîëüøå, ÷åì ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðèìåñÿìè â ïàðå
(â äàííîì ñëó÷àå ïðè R12 10� ), äåéñòâèòåëüíî ïî-
ëó÷àåòñÿ óêàçàííàÿ âûøå ñòðóêòóðà ñïåêòðà (âåðòè-
êàëüíûìè ïóíêòèðíûìè ëèíèÿìè íà ýòîì ðèñóíêå
ïîêàçàíû çíà÷åíèÿ ÷àñòîò ïàðíûõ ìîä, ñîîòâåòñò-
âóþùèå ðàçíûì çíà÷åíèÿì R â (1)). Áîëåå ïîäðîá-
íî ñìåùåíèÿ ëåâîé è öåíòðàëüíîé ëèíèé ïî ìåðå
óìåíüøåíèÿ R12 ïîêàçàíû íà ðèñ.2,á,â.
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Ðèñ. 2. Èçìåíåíèå ïîëîæåíèÿ ñïåêòðàëüíûõ ëèíèé ïðè
ïðèáëèæåíèè òðåòüåãî ïðèìåñíîãî àòîìà ê ïàðå ïðèìå-
ñåé, ðàñïîëîæåííîé íà ðàññòîÿíèè R01. Ïî ãîðèçîíòàëü-
íîé îñè îòëîæåíî ïîëîæåíèå ñïåêòðàëüíûõ ëèíèé â
øêàëå �, à ïî âåðòèêàëüíîé – ðàññòîÿíèå R12. (�) –
ðàññ÷èòàííûå ïîëîæåíèÿ ëèíèé, ñïëîøíàÿ ëèíèÿ – ðå-
øåíèå óðàâíåíèÿ ïðè íåïðåðûâíîì èçìåíåíèè âåëè÷èíû
R12; R01 8� . Âåðòèêàëüíûìè ïóíêòèðíûìè ëèíèÿìè ïî-
êàçàíû ÷àñòîòû ïàðíûõ óðîâíåé ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè
çíà÷åíèÿìè ðàññòîÿíèÿ R. Êðèâûå, îáîçíà÷åííûå êàê a8
è a9, ïîêàçûâàþò ñìåùåíèå öåíòðàëüíûõ ëèíèé â òðîé-
êàõ ïðè R01 8� è R01 9� .



Ïðè ïðèáëèæåíèè òðåòüåé ïðèìåñè ê èñõîäíîé
ïàðå, êîãäà R R12 01	 , ñòðóêòóðà ñïåêòðà ñóùåñòâåí-
íî íå ìåíÿåòñÿ: äâå êðàéíèå ìîäû ðàñïîëîæåíû
ïðàêòè÷åñêè ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî �L

2 íà ÷àñ-
òîòàõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ áëèæàéøåé ïàðå ñ ðàññòîÿ-
íèåì R12, à òðåòüÿ ñëàáî ñìåùåíà îòíîñèòåëüíî
÷àñòîòû ëîêàëüíîé ìîäû. Ïðè äàëüíåéøåì óìåíü-
øåíèè R12 âåëè÷èíà ñìåùåíèÿ öåíòðàëüíîãî óðîâíÿ
âûõîäèò íà íåêîòîðîå ïîñòîÿííîå äëÿ ðÿäà R12 çíà-
÷åíèå. Ïîýòîìó ìîæíî ïîëàãàòü, ÷òî èíòåíñèâíîñòü
òàêîé ìîäû, îòâå÷àþùåé òðåì ïðèìåñÿì, áóäåò àíî-
ìàëüíî áîëüøîé. Äëÿ äàííîé êîíôèãóðàöèè
( )R01 8� ïîëîæåíèå ýòîé ìîäû íà ðèñ. 3 îáîçíà÷åíî
êàê a8, è îíà ðàñïîëîæåíà ìåæäó ÷àñòîòàìè ïàðíûõ
êîëåáàíèé, îòâå÷àþùèìè R � 15 è R � 16 (ëèíèÿ
R � 15 íà ðèñ. 3 íå ïîêàçàíà, ïîñêîëüêó íàõîäèòñÿ
ñëåâà îò ïðèâåäåííîé îñè îðäèíàò). Ïðè ýòîì äëÿ
êîíöåíòðàöèè c � 01, åå èíòåíñèâíîñòü çàìåòíî ïðå-
âûøàåò èíòåíñèâíîñòü ñîñåäíèõ ïàðíûõ ìîä. Äëÿ
èñõîäíîé æå êîíôèãóðàöèè R01 9� ïîëîæåíèå ñîîò-
âåòñòâóþùåé öåíòðàëüíîé ìîäû â òðîéêå (a9) íàõî-
äèòñÿ ìåæäó óðîâíÿìè R � 17 è R � 18 (ðèñ. 3). Îò-
ìåòèì, ÷òî ëèíèè a8 è a9 ñìåùåíû îòíîñèòåëüíî
ëîêàëüíîãî óðîâíÿ â ñòîðîíó èñõîäíîé çîíû.

Íåáîëüøèå ñìåùåíèÿ óðîâíåé ïàðû ïðè ïðèáëè-
æåíèè ê íåé òðåòüåé ïðèìåñè, ïîêà R R12 01�� , êàê
ðàç è ÿâëÿþòñÿ îäíîé èç ïðè÷èí ïîÿâëåíèÿ òîíêîé
ñòðóêòóðû ïàðíûõ óðîâíåé.

4. Ôðàêòàëüíûå ñâîéñòâà òîíêîé ñòðóêòóðû
ìîä, ñîîòâåòñòâóþùèõ äâóì è òðåì

ïðèìåñíûì öåíòðàì

Îñòàíîâèìñÿ áîëåå ïîäðîáíî íà ïîâåäåíèè ñïåê-
òðà âáëèçè îòäåëüíûõ ïàðíûõ ìîä. Íà ðèñ. 4 ïîêà-
çàíà òîíêàÿ ñòðóêòóðà ïàðíîé ìîäû, ñîîòâåòñòâóþ-
ùåé R � 4 è ðàñïîëîæåííîé ìåæäó îñíîâíîé çîíîé è
ëîêàëüíîé ìîäîé, ïðè c � 01, . Ïðè òàêîì ðàññòîÿíèè
ìåæäó ïðèìåñÿìè â ïàðå è âûáðàííîé êîíöåíòðà-

öèè ÷àñòîòà ýòîé ìîäû íàõîäèòñÿ âíå îáëàñòè
êîíöåíòðàöèîííîãî óøèðåíèÿ ëîêàëüíîãî êîëåáà-
íèÿ ( )� c � 
 �4 10 3 . Íî ïðè óâåëè÷åíèè ìàñøòàáà,
êàê âèäíî íà ðèñ. 4,â, óäàåòñÿ ðàññìîòðåòü îêðåñò-
íîñòü ïàðíîãî óðîâíÿ, çíà÷èòåëüíî ìåíüøóþ, ÷åì
óêàçàííàÿ âåëè÷èíà êîíöåíòðàöèîííîãî óøèðåíèÿ.
Îäíàêî äëÿ êîëåáàòåëüíîãî ñïåêòðà ñâîéñòâî ñàìî-
ïîäîáèÿ âñå æå ïðîäîëæàåò ñîõðàíÿòüñÿ. Ôðàêòàëü-
íûé õàðàêòåð èìååò è òîíêàÿ ñòðóêòóðà ñïåêòðà
ïàðíîé ìîäû, ðàñïîëîæåííîé âíóòðè îáëàñòè êîí-
öåíòðàöèîííîãî óøèðåíèÿ. Ýòî âèäíî íà ïðèìåðå,
ïðåäñòàâëåííîì íà ðèñ. 5, ãäå èçîáðàæåí ñïåêòð â
îêðåñòíîñòè ïàðíîé ìîäû, ÷àñòîòà êîòîðîé áîëüøå,
÷åì ÷àñòîòà êîëåáàíèé èçîëèðîâàííîé ïðèìåñè, è
ñîîòâåòñòâóþùåé R � 20 äëÿ öåïî÷êè ñ òàêèìè æå
ïàðàìåòðàìè.

Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ðàññìîòðåòü òîíêóþ ñòðóê-
òóðó ìîä, îòâå÷àþùèõ êëàñòåðàì èç áîëüøåãî ÷èñëà
ïðèìåñíûõ àòîìîâ. Òàê, íà ðèñ. 6,à,á èçîáðàæåí
ñïåêòð âáëèçè ìîäû, ñîîòâåòñòâóþùåé òðåì ïðèìåñ-
íûì öåíòðàì, êîòîðûå ðàñïîëîæåíû íà ðàññòîÿíèÿõ

Ôðàêòàëüíûé õàðàêòåð ñïåêòðà â îêðåñòíîñòè ëîêàëüíîé ìîäû
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Ðèñ. 3. Ó÷àñòîê ñïåêòðà â îêðåñòíîñòè ëîêàëüíîãî óðîâ-
íÿ (� � 05, , c � 01, ). Ñòðåëêàìè îáîçíà÷åíû ïàðíûå óðîâ-
íè, îòâå÷àþùèå R � 17 è R � 18. ×àñòîòû ñìåùåííûõ
öåíòðàëüíûõ ëèíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ òðåì ïðèìåñíûì
àòîìàì, ïðè R01 8� è R01 9� îáîçíà÷åíû êàê a8 è a9.

80

2 10. 5

8.107

�

�

�

�2

0

�2

0

�2

0

á

â

à

.–1,6 10–3 .1,6  10–3

.–3  10–7 .3  10–7

.5  10–10.–5  10–10

Ðèñ. 4. Òîíêàÿ ñòðóêòóðà ïàðíîé ìîäû, îòâå÷àþùåé
R � 4 è ðàñïîëîæåííîé ñî ñòîðîíû îñíîâíîé çîíû îòíî-
ñèòåëüíî ÷àñòîòû èçîëèðîâàííîé ïðèìåñè (� � 05, , c � 01, ,
�L /2 4 3� ). Ïî ãîðèçîíòàëüíîé îñè îòëîæåíà âåëè÷èíà
�2

2 2� �� �R, �R
2 � 1,3217394506.



R01 3� , R12 4� ïðè c � 01, è � � 0 5, . Êàê âèäíî íà
ýòîì ðèñóíêå, äàæå òîíêîé ñòðóêòóðå ìîäû òðåõ
ïðèìåñíûõ àòîìîâ ïðèñóùà âûñîêàÿ ñòåïåíü ñàìî-
ïîäîáèÿ ïðè èçìåíåíèè ìàñøòàáà. Äëÿ ñðàâíåíèÿ
íà ðèñ. 6,â ïîêàçàí ïåðåñòðîåííûé â äðóãîì ìàñøòà-
áå ó÷àñòîê ñïåêòðà, èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 5,à è îò-
âå÷àþùèé ëèíèÿì, ñãóùàþùèìñÿ ê ïàðíîé ìîäå.
Âèäíî, ÷òî äàæå ó÷àñòêè ñïåêòðà, îòâå÷àþùèå ðàç-
íûì èåðàðõè÷åñêèì óðîâíÿì, â çíà÷èòåëüíîé ñòåïå-
íè îêàçûâàþòñÿ ñàìîïîäîáíûìè. Ýòîò ôàêò, âìåñòå
ñ ñàìîïîäîáèåì â ðàìêàõ îäíîé èåðàðõè÷åñêîé
ñòðóêòóðû, óêàçûâàåò íà ôðàêòàëüíûé õàðàêòåð
âñåãî ñïåêòðà êîëåáàíèé íåóïîðÿäî÷åííîé ëèíåé-
íîé öåïî÷êè âáëèçè ëîêàëüíîé ìîäû.

Ðàññìîòðåíèå ìîä, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò èçîëè-
ðîâàííûì êîëåáàíèÿì åùå áîëüøåãî ÷èñëà ïðèìåñ-
íûõ öåíòðîâ, íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì, òàê êàê
òðåáóåò ñëèøêîì äëèííûõ ãåíåðèðóåìûõ öåïî÷åê.

4. Çàêëþ÷åíèå

Ïðîâåäåí ðàñ÷åò êîëåáàòåëüíûõ ñïåêòðîâ íåóïî-
ðÿäî÷åííûõ ëèíåéíûõ öåïî÷åê àòîìîâ âáëèçè èñ-

õîäíîé ëîêàëüíîé ìîäû. Ïîêàçàíî, ÷òî ñïåêòð â
ýòîé îáëàñòè èìååò ÷åòêóþ èåðàðõèþ è îáëàäàåò
ñâîéñòâîì ñàìîïîäîáèÿ, õàðàêòåðíûì äëÿ ôðàêòà-
ëà. Ðàññìîòðåíà òîíêàÿ ñòðóêòóðà ìîä, ñîîòâåòñò-
âóþùèõ èçîëèðîâàííîé ïðèìåñè, äâóì è òðåì ïðè-
ìåñíûì öåíòðàì. Ïðè âñåõ äîñòóïíûõ â äàííîé
ðàáîòå èçìåíåíèÿõ ìàñøòàáà îáùèé âèä ñïåêòðà
âáëèçè ýòèõ ìîä îñòàåòñÿ íåèçìåííûì — öåíòðàëü-
íàÿ ìîäà, ê êîòîðîé ñãóùàþòñÿ ëèíèè ìåíüøåé èí-
òåíñèâíîñòè. Ïðè ýòîì îêàçûâàåòñÿ, ÷òî èíòåðâàë
ìåæäó áëèæàéøèìè ÷àñòîòàìè òîíêîé ñòðóêòóðû
ïðîïîðöèîíàëåí âåëè÷èíå èíòåðâàëà ìåæäó ýòèìè
÷àñòîòàìè è öåíòðàëüíûì ïèêîì.

Êîíå÷íî, åñëè ðàññìàòðèâàòü òåðìîäèíàìè÷åñêèå
âåëè÷èíû (òåïëîåìêîñòü, ðàññåÿíèå íåéòðîíîâ), òî
óøèðåíèå ëèíèé ëîêàëüíûõ êîëåáàíèé [14–17] áó-
äåò çàâåäîìî áîëüøå, ÷åì òà òîíêàÿ ñòðóêòóðà ñïåê-
òðà, êîòîðàÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ â ýòîé ðàáîòå. Îäíàêî
äëÿ êèíåòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, òàêèõ êàê ïðîõîæäå-
íèå çâóêà ÷åðåç öåïî÷êè, òîíêàÿ ñòðóêòóðà ìîæåò
îêàçûâàòü âåñüìà ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå. Ïîýòîìó
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Ðèñ. 6. Òîíêàÿ ñòðóêòóðà óðîâíÿ, êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò
òðåì ïðèìåñíûì àòîìàì, ðàñïîëîæåííûì íà ðàññòîÿíèè
R01 3� , R12 4� (óðîâåíü, áëèæàéøèé ê çîíå ñ ÷àñòîòîé
�3
2 � 1,29466407). Ïî ãîðèçîíòàëüíîé îñè îòëîæåíà âåëè-

÷èíà �3
2

3
2� �� � (à),(á). Ó÷àñòîê ñïåêòðà, èçîáðàæåííûé

íà ðèñ. 5,à, íî ïåðåñòðîåííûé â äðóãîì ìàñøòàáå (â).



ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ðàññìîòðåòü àíàëîãè÷íûå ýô-
ôåêòû òàêæå äëÿ ýëåêòðîííîãî ñïåêòðà öåïî÷êè.

Àâòîðû âûðàæàþò áëàãîäàðíîñòü À.Ì. Êîñåâè÷ó
çà ïîëåçíîå îáñóæäåíèå.
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Fractal character of spectrum near a local mode
in linear chains with isotopic impurities

M.A. Ivanov, V.S. Molodid, and Yu.V. Skripnik

The acoustic spectrum of an one-dimensional
disordered system with light isotope impurities
has been calculated numerically near the fre-
quency of a local mode. It is shown, that the
spectrum has the characteristic properties of the
fractal in the calculated frequency region. Series
of lines thickening towards individual, pair and
triple of impurities are described. It is shown,
that the self-similar structure persists at arbi-
trary scaling down both outside and inside the
region of concentration broadening.
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