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The existence and stability of
relativistic shock waves: general
criteria and numerical simulations for a
non-convex equation of state
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A small viscosity approach to discontinuous flows is discussed in relativis-
tic hydrodynamics with a general (possibly, non-convex) equation of state
that typically occurs in the domains of phase transitions. Different forms of
criteria for the existence and stability of relativistic shock waves, such as
evolutionarity conditions, entropy criterion and corrugation stability condi-
tions are compared with the requirement of the existence of shock viscous
profile. The latter is shown to be most restrictive in case of a single-valued
shock adiabat expressed as a function of pressure. One-dimensional nu-
merical simulations with artificial viscosity for a simple piecewise-linear
equation of state are carried out to illustrate the criteria in the case of pla-
nar and spherical shock waves. The effect of a phase transition domain on
the shock amplitude in the process of a hydrodynamical spherical collapse
is demonstrated.
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a'g l�k�e2d�o�a�`�a o�h,e0j�m�a'~-l�e%j;r�h,~-l�c�e
a=n�h,~Rf�i�a eHl�rJj�m�a9h�p
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a;l,p�jKh,d�k�a o:r!`�l�~�g l�k)j�d�k�c�l�c�e4e2l�i�c$j�d�l�k�e�l�rDm)q$o$`�l+o$q$k�h,~-d�g�h,i5a b+c�h�j�d�l�k�eY�0d#j�m
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a k)j2`�l,f�q){)¨Mk-~:h,k)qRg�h,e2a e�d#j�d�eYj�m�a0l�k�i#qRg�`�d#j�a�`�d�l�kRj�m�h�j�~:h�qGp
aBjKh��)a k:d�k)j�l�h,g g l�c�k)j�v�p�c$j
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g a�`�k�e;j�m�a'�,h,i�d�o�d#jXq8l�rJk�c�~-a�`�d�g�h,iJh,i���l,`�d#j�m�~-e0h,k�oLj�m�a d#`�g l,`2`�a e%f
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Relativistic shock waves
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2. Existence of a viscous profile of a shock wave
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4. Numerical simulations of shock waves

' ívï0è
û|í�ì/ï"ç�ùNé¬òké¬ì/íEð�î�òkçfés7�î�ï0è'î5òké|î/ü�ç%ñ"ô"ð�î�òkçfé¬ç��BíEò�î�ï"í�ü�î�ï"í $ èJé"ñ0èJô+* $ ò<��î�ì/ï"ò�î�ìû3òkì/ðEçfì/ò�î�ë�çJü èJé¯èJé0èJê�ë%î�òkð
èJê%ðEçfô"é|î�í�ü/ú>è'ü/î:ç��"î�ï"íHtGíEô�,vèJé"é+*vuNòkð-ï|î	,�ë|í�ü^û3òkì/ðEçfì/ò�î�ë�êkí
èJñ"ìUî�çì/ò<,�òkê�è'ü ð�ü�ò�î�í�ü�ò�èw�<çJü�î�ï"í�ì/ï"ç%ð	�Pí04"òkìXî�íEé"ðEíNòkévèRçfé"í0*Çñ"ò<,�íEé"ì/òkçfé0èJê��0ç�ù  !9 ç�ù�í�û|í�ü3�|ìXî/ü�òkð�î�ê�ë
649



P.V.Tytarenko, V.I.Zhdanov

xWy
z3{B|)}<~����#�^��z-~��Hz�y.{5xgx:��~��	�;{Y��~�}>�	z0�v��}>�
z��	z-~��-zY{5~�{5�<������z-x:�����m�)�)�	�+�)�)~�{5�?}<�3{5�mz-�+��{���	}<��~�x-��xg���a�p{O�-����y.{B�	}<xg��~i~�z-z-��x�xWy
z-�-}�{5���C{B�	��z-�C{B�	}<�3{5�&}<~m�mz-xW�	}<�m{B�	}<��~i����{O�-��~����	z��	z~!���?z��	}<�3{5��{5�<���5�	}>�	���S���E~��	��}<x&�-��~�~�z-���	}<��~��HzY���)�	�<}<~�zH�	��z��	z-xg���>�	xZ���N~!���?z��	}<�3{5��xg}<������{���	}<��~�xY���_��}<xg�-��~m�	}<~!������x^���#�^x�}<~S�5�	��z��^�	��}<�<�<��xW�g�a{B�	zw�	��z��-�5�g�	z-xWy
��~���z-~��-z��
z��b�Hz-z-~O�	��z{B�
�#�mz��Z���s���	}>�	z��	}<��~ {5~��¡{5~¡{5�<���5�	}>�	���¢}<~m�m���>�)}<~���{B�g�	}>���-}�{5���)}<xg�-��xg}>�b�m�!�E~C�	��}<xHxgz-���	}<��~�Hz1{5�<xg�C{By�y��>�O{�~!���?z��	}<�3{5�:{5�<���5�	}>�	���£�	�?xW�	���)���	��z����5�	�C{B�	}<��~S���&{�xg���+�	|���{3�mz�}<~�{�m�)�)�	�+�)�)~�{5�?}<�3{5��xWy���z��	}<�3{5�n�-���<��{By�xgz5�¤ z^�-��~)��~�z����)�	xgz-�>�mz-x��	��{�xg}<��y��<z�y�}<z-�-z��^}<xgz0�v�<}<~�z3{B�Hz-�+��{B�	}<��~����
xW�a{B�	zY�	��{B��}<x�xg}<�?}����{B���	���	����xgz;�-��~�xg}<��z��	z-� }<~ {��?��xW��xg}<��y��<z^�m�)�)�	�+�)�)~�{5�?}<�3{5���?�+��z-�.���n{��+��{B�g|!�v��{5�)�	��~y���{5xgzw�g�a{5~�xg}>�	}<��~i¥¦xgz-z5��z5� ���<�o§�¨�©�ª�«
¬ ¥�­5«&®¯­5°B±����5�;²�³p­�´s­�µw¥¦��{5�)�	��~¡y���{5xgz#«0��y1¥�­5«&®¶¨�°B±����5�Y­�µ�³[­1´s­�·-¸¬ ¥�­5«&®¹¥�­�º»¨�«�°B±����5�Y­�¼p­�·�¥¦�+��{B�g| y���{5xgz#«0½ ¥E¨#¾m«
¿ ��z1}<~m�	z��	�?z-��}�{B�	zwy.{B�g�;���5��­�µY³»­�´¯­�·�}<x��-��~�xg}<��z��	z-��{5x�xg���?z��?�+��z-�o���&{�y���{5xgz�g�a{5~�xg}>�	}<��~p�����C{5}<~p�
z��b�Hz-z-~»�	��z��+��{B�g|s{5~��»��{5�)�	��~sy���{5xgz-x-� ¿ ��}<x?}<x?{�~���~+�v�-��~m�mz0À��~�z0�@y.{B�a{5�?z��g�	}<�wz-�+��{B�	}<��~¡���:xW�a{B�	z5Á��	��zwx	{5�?zw}<x��	��z�Â;������~�}<�5�EÃ ¿ {5�)�S{5��}�{B�.{B�3�¿ ��y
z��	���5�	�Ä�	��z¡~!���?z��	}<�3{5�H�3{5�<�-����{B�	}<��~�x1�Hz¡��{3�mz �H�5�g|mz-�p���)��{��-����y��)�	z���y��	�B��5�a{5�Å�	��{B���	z3{5�<}<Æ-z-xw{5~�{B��xg���<�)�	z-�>�O�-��~�xgz��g�5{B�	}>�mz�~!���?z��	}<�3{5�_{5�<���5�	}>�	���Å���5���	z-��{B�	}>�)}<xW�	}<��m�)�)�	�+�)�)~�{5�?}<�3{5�Nz-�+��{B�	}<��~�x���xg}<~���xg�C{5�<�.�)}<xg�-��xg}>�b� ���n�	��z�Ç;z-���C{5~�~!Ã+È^}<�a�m�	�1�mz����b�+y
z5�¿ ��zwy��	}<~��-}>y��<z����_{B��xg���<�)�	z��-��~�xgz��g�5{B�	}<��~S�?z3{5~�xY�	��{B�^~��5����~��>�¡�-��~�xgz��g�5{B�	}<��~S��{3�^x�{B�	z{By�y��	�3À�}<�C{B�	z-�p~!���?z��	}<�3{5�<�>�É���)�?xg�É{B�	zS{5�<�H�	��z-}>�?��}>�
z��	z-~m�	}�{5�Y�-��~�xgz-�+��z-~��-z-x-�YÊ+���a�Ë{y��	�5y
z��g�b�Sy
z��	�?}>�	x;��x;�	�C�H�5�g|S�^}>�	�O�a{B�	��z��;�	���������5�	}<��x�¥��^��}<�a�����¡~��5�;�	z-�+��}>�	z1y
�#���z��	��������{B�	�)��{B�	z#«�}<~ �5�	��z����	���5���a{5}<~C�+��{5�<}>�a{B�	}>�mz-�>�����+�+�?�	z-xg���>�	xH�!�C�?z3{5~�xH���ny
z��	xg��~�{5�

Figure 1. Ì�ÍmÎ;Ï	ÐEÑ�Ò	Ó3Ô?ÕbÑ�Î^ÍmÔ�Ó-ÖbÑØ×#ÙmÕÍmÕbÑ�Ù�Ú�ÖbÛ�Ï&ÌZÏaÍmÎ�Ó3ÙmÙBÜBÝZÑ�ÒEÛ�ÖbÎYÞ3Ï	Ðoß5Ñ�Õ@àÒg×#ÕbÑØÖ¦Þâá�ÒgÐb×#ÕbÕvÏaÕWãiß3Ï	ÐEÕbÍmÕ[Ó3ÙmÓ3ÔØÞBÖbÑ�Ò	Ó3ÔÕv×#Ô�Í�ÖbÑØ×#ÙmÕCá�Õv×#Ô�Ñ�äiÔ�Ñ�Ù�Ï�ãEå:æ&Û�Ï?ç!Ñ�ÒgÖbÍ�ÐbÏä�ÏaÕbÒgÐEÑØè)ÏaÕOÓ3ÙéÏaÙ�Ï	ÐbÚ3Þêä�ÏaÙmÕbÑØÖ¦ÞëçmÐb×-àì ÔØÏ�ÖbÛmÓ-ÖNÏ	ß3×#ÔØß3ÏaÕ�í<Ðb×#ÎpÓ3Ù?îvÍmÙmÕvÖbÓ-è!ÔØÏaïç!Ô�Ó3Ù�Ï�Òg×#Î;çmÐbÏaÕbÕbÑØ×#Ù1ÕbÛ�×5Òbð+å

�-����y��)�	z��	x-�Nñ.�5��{C��z��a{5}<�<z-����z-xg���	}>y��	}<��~����_�	��z�?z��	���+�����5�Z~���~)�	z-��{B�	}>�)}<xW�	}<�Hz-�+��{B�	}<��~�x&xgz-z�§�¨�¨-ª@Á�Hz���{3�mz��?�+��}>��z-���	��}<x�{By�y��	�m{5�a���	�¡�	��z��	z-��{���	}>�)}<xW�	}<����~�z0�v��}<�?z-~�xg}<��~�{5�^���#�ò}<~»�	��zO�3{5xgz����y���{5~�{B��{5~��SxWy���z��	}<�3{5�oxW�)�?�?z��g�g�m�ó �N�E~�{Cy���{5~�{B�w�3{5xgz1�	��z1y��	�5���<z-�ô�Hz���z3{5��^}>�	�¡}<xYz-xgxgz-~m�	}�{5�<�>�¡{����	z3{B|!�v�)y�y��	�5���<z-�â����{B�W���}>�g�a{B�g�s��}<xg�-��~m�	}<~!��}>�b�s�^��}<�a�¯}<xC{5~�{5�<��������x?�	��	��z1�Hz-�<���@|)~��#�^~��-��{5xgxg}<�3{5�:y��	�5���<z-�õ§�¨-ª@� ó ~ö{5������5�	}>�	���ò����{5~ö{5~�{5�>�+�	}<�3{5�_xg���<�)�	}<��~����5�1{ �	z-��{���	}>�)}<xW�	}<���mz��	xg}<��~����o�	��}<x�y��	�5���<z-�£�3{5~¡�
zw������~��}<~i§�¨#±)�<¨3÷5ª@Á){���z��a{5}<�<z-�S{5~�{5�>�+�	}<�3{5�
}<~m�mz-xW�	}<�m{B�	}<��~������}<xg�-��~m�	}<~!������xö}<~�}>�	}�{5����{B�a{Ë���	z3{B|!�v�)y�x����5��	��zS{B�
�#�mzSz-�+��{B�	}<��~p���;xW�a{B�	z�}<x�y��	z-xgz-~m�	z-�Ë}<~§�¨3÷5ª@� ¿ ��zY�m�)�)�	�+�)�)~�{5�?}<�3{5�)���#�^xZ���.�	��z����	z3{B|!��)y�y��	�5���<z-�£��z�y
z-~��S�)y
��~¡�	��z���~��>� xg}<�?}<��{B�	}>�b��5{B�	}�{B���<z�øN°#ù�¥�ùC}<x¡�	}<�?z5�Hø¯Ãë{pxWy.{B�	}�{5���5{B�	}��{B���<z#«0� ¿ ��z�{5~�{5�>�+�	}<�3{5�Nxg���<�)�	}<��~�x����5�^��}<xg�-��~m�	}<~+�������x�}<~�}>�	}�{5����{B�a{���{3�mz¡�
z-z-~»�-����y.{B�	z-�p�^}>�	��	��zw�	z-xg���>�	x����_�-����y��)�	z���xg}<������{B�	}<��~�x-� ¿ ��z��	z0�xg���>�	x�xg���#�^~[}<~É�����)�	z-x¡¨¡{5~��s©O��z-�?��~�xW�g�a{B�	z
650
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Relativistic shock waves
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Існування та стійкість релятивістичних ударних

хвиль: загальні критерії та числове моделювання

для неопуклого рівняння стану

П.В.Титаренко, В.І.Жданов

Астрономічна обсерваторія Київського університету ім. Т.Шевченка,

254053 м. Київ, вул. Обсерваторна, 3

Отримано 30 січня 1998 р.

Обговорюється підхід малої в’язкости до розривних потоків у реля-

тивістичній гідродинаміці із загальним (можливо, неопуклим) рівнян-

ням стану, яке характерне для области фазових переходів. Різні фор-

ми критеріїв існування та стійкости релятивістичних ударних хвиль

— умови еволюційности, ентропійний критерій та умови складчастої

стабільности — порівнюються з вимогою існування ударного в’язкіс-

ного профілю. Показано, що останній критерій є більш обмежуючим

у випадку ударної адіябати, яка виражається як однозначна функція

тиску. Для ілюстрування цих критеріїв у випадку плоских та сферич-

них ударних хвиль проведено одновимірне числове моделювання зі

штучною в’язкістю для простого кусково–лінійного рівняння стану.

Продемонстровано вплив области фазових переходів на ударну ам-

плітуду у процесі гідродинамічного сферичного колапсу.

Ключові слова: релятивістична гідродинаміка, ударні хвилі,

аномальні рівняння стану, нестійкості, чисельні методи
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