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Ñòàòüÿ ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 22 àïðåëÿ 2009 ã.

Ïîëó÷åíî àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå äëÿ ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû èäåàëüíîãî áîçå-ãàçà â êàíîíè-

÷åñêîì àíñàìáëå ñ ïðîèçâîëüíûì ÷èñëîì ÷àñòèö. Ïîêàçàíî, ÷òî íàéäåííûå âûðàæåíèÿ ñïðàâåäëèâû

âî âñåé îáëàñòè òåìïåðàòóð, âêëþ÷àÿ êðèòè÷åñêóþ. Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå àñèìïòîòè÷åñêèõ ôîðìóë

äëÿ ôëóêòóàöèé áîçå-êîíäåíñàòà ñ òî÷íûìè è óñòàíîâëåíî èõ êîëè÷åñòâåííîå ñîãëàñèå.

Îòðèìàíî àñèìïòîòè÷íèé ðîçêëàä äëÿ ñòàòèñòè÷íî¿ ñóìè ³äåàëüíîãî áîçå-ãàçó â êàíîí³÷íîìó àí-

ñàìáë³ ç äîâ³ëüíîþ ê³ëüê³ñòþ ÷àñòèíîê. Ïîêàçàíî, ùî îòðèìàí³ âèðàçè º â³ðíèìè â óñ³é îáëàñò³ òåìïå-

ðàòóð, âðàõîâóþ÷è êðèòè÷íó. Ïðîâåäåíî ïîð³âíÿííÿ àñèìïòîòè÷íèõ ôîðìóë äëÿ ôëóêòóàö³é áîçå-êîí-

äåíñàòó ç òî÷íèìè òà âñòàíîâëåíî ì³æ íèìè ê³ëüê³ñíå óçãîäæåííÿ.

PACS: 05.30.Jp Áîçîííûå ñèñòåìû;
75.30.Ds Ñïèíîâûå âîëíû;
75.70.–i Ìàãíèòíûå ñâîéñòâà òîíêèõ ïëåíîê, ïîâåðõíîñòåé è èíòåðôåéñîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: áîçå-êîíäåíñàöèÿ, ôëóêòóàöèÿ, êðèòè÷åñêàÿ òåìïåðàòóðà, êðîññîâåð, êàíîíè÷åñêèå
àíñàìáëè, êîíå÷íûå ðàçìåðû.

Ââåäåíèå

Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ìåõàíèêà èäåàëüíîãî áîçå-ãàçà

[1,2] ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ñàìûõ ïðîñòûõ è â òî æå âðåìÿ

ôóíäàìåíòàëüíûõ ðàçäåëîâ òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè.

Íàèáîëåå âïå÷àòëÿþùèì ðåçóëüòàòîì òåîðèè ÿâëÿåòñÿ

çàìå÷åííîå è ôàêòè÷åñêè ïðåäñêàçàííîå Ýéíøòåéíîì

[3] ÿâëåíèå áîçå-êîíäåíñàöèè (ÁÝÊ) — íàêîïëåíèÿ

íåîãðàíè÷åííîãî êîëè÷åñòâà íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ

(÷òî òàêæå íåòðèâèàëüíî) ÷àñòèö â ñâîåì îñíîâíîì

êâàíòîâîì ñîñòîÿíèè. Îòìåòèì, ÷òî ÁÝÊ îêàçàëàñü

ïåðâîé òî÷íî ðåøàåìîé ìîäåëüþ ôàçîâîãî ïåðåõîäà è

äåìîíñòðàöèåé âîçìîæíîñòè êâàíòîâîãî ïîâåäåíèÿ â

ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ìàñøòàáàõ. Ê ñîæàëåíèþ, â ïðèðî-

äå íå ñóùåñòâóåò âåùåñòâ, êîòîðûå â òåïëîâîì ðàâíî-

âåñèè óäîâëåòâîðÿëè áû óñëîâèÿì ÁÝÊ. Òåì íå ìåíåå

èäåÿ î áîçå-êîíäåíñàòå îêàçàëàñü î÷åíü ïîëåçíîé äëÿ

ïîíèìàíèÿ ñóòè òàêèõ çàìå÷àòåëüíûõ ôèçè÷åñêèõ

ÿâëåíèé, êàê ñâåðõòåêó÷åñòü è ñâåðõïðîâîäèìîñòü, è

ïëîäîòâîðíîé â ðàçíîîáðàçíûõ êîíöåïòóàëüíûõ ïî-

ñòðîåíèÿõ â ôèçèêå êîíäåíñèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ è â

êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ.

Ê êîíöó ïðîøëîãî âåêà òåõíèêà ýêñïåðèìåíòà óñî-

âåðøåíñòâîâàëàñü íàñòîëüêî, ÷òî ñòàëî âîçìîæíûì

óäåðæèâàòü äîñòàòî÷íî äîëãî â ìàãíèòíîé ëîâóøêå

îáëàêî ïîëÿðèçîâàííûõ àòîìîâ âîäîðîäà è ùåëî÷íûõ

ìåòàëëîâ, ÷òîáû îõëàäèòü åãî äî î÷åíü íèçêèõ

(~ ~20 1ìÊ Ê)� òåìïåðàòóð [4–8]. Â ðåçóëüòàòå áîëü-

øîå êîëè÷åñòâî àòîìîâ (~ 10 3 â ñëó÷àå ðóáèäèÿ è ~ 10 5

â ñëó÷àå íàòðèÿ) ñîáèðàëîñü â êâàíòîâîì ñîñòîÿíèè ñ

íàèíèçøåé ýíåðãèåé. Õîòÿ è ïîíÿòíî, ÷òî òàêîå ñîñòî-

ÿíèå òåðìîäèíàìè÷åñêè íåðàâíîâåñíî, ñòàëî îáùå-

ïðèíÿòûì ðàññìàòðèâàòü åãî êàê ýêñïåðèìåíòàëüíîå

ïðèãîòîâëåíèå áîçå-êîíäåíñàòà.

Åñëè èìåòü â âèäó íå ñòðîãîå òåïëîâîå ðàâíîâåñèå,

à êâàçèðàâíîâåñèå, òî âïîëíå ïðèåìëåìûì îáúåêòîì

äëÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîãî èçó÷åíèÿ ÁÝÊ ìîæåò ñëóæèòü

êîëëåêòèâ òåõ èëè èíûõ êâàçè÷àñòèö, âçàèìîäåéñòâèå

ìåæäó êîòîðûìè, êàê ïðàâèëî, òàêæå ìàëî. Èçâåñòíî,

÷òî óñëîâèå òåïëîâîãî ðàâíîâåñèÿ çäåñü òðåáóåò îáðà-

ùåíèÿ â íóëü õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà (� � 0), â òî

âðåìÿ êàê ðåæèìó ÁÝÊ ñîîòâåòñòâóåò óâåëè÷åíèå

õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà âïëîòü äî çíà÷åíèÿ ýíåðãèè
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íèæàéøåãî óðîâíÿ (� ��� ). Â ñëó÷àå, êîãäà � 0 ìàëî,

ðàâíîâåñíûé ãàç êâàçè÷àñòèö íàõîäèòñÿ íà ïîðîãå

áîçå-êîíäåíñàöèè. Îäíàêî â êâàçèðàâíîâåñèè (íàïðè-

ìåð, ïîä âîçäåéñòâèåì âíåøíåé íàêà÷êè, ñîçäàþùåé

êâàçè÷àñòèöû) ìîæíî, â ïðèíöèïå, óïðàâëÿòü õèìè-

÷åñêèì ïîòåíöèàëîì, óâåëè÷èâàÿ åãî äî çíà÷åíèé,

áëèçêèõ ê � 0, òåì ñàìûì óäîâëåòâîðÿÿ óñëîâèÿì, íå-

îáõîäèìûì äëÿ ÁÝÊ.

Ìîæíî ïðèâåñòè ïðèìåðû ÿâëåíèé èç ïîâñåäíåâíîé

æèçíè, ãäå ïî ñóòè èìååò ìåñòî ÁÝÊ êâàçè÷àñòèö. Òàê, ñ

òî÷êè çðåíèÿ êâàíòîâîé òåîðèè òâåðäîãî òåëà, òàêèå

ïðîöåññû, êàê çâîí ðàçëè÷íûõ ñîñóäîâ, çâó÷àíèå êàìåð-

òîíîâ è ò.ï., åñòü íå ÷òî èíîå, êàê ÁÝÊ «íàêà÷àííûõ»

óäàðîì ôîíîíîâ, èëè, äðóãèìè ñëîâàìè, ïðèãîòîâëåíèå

ôîíîííîãî áîçå-êîíäåíñàòà, ïîðîæäàþùåãî, â ñâîþ

î÷åðåäü, êîãåðåíòíîå çâóêîâîå èçëó÷åíèå. Ïðèìå÷àòåëü-

íî ïðè ýòîì, ÷òî âñå ýòî ïðîèñõîäèò, êàê èçâåñòíî, ïðè

íîðìàëüíûõ òåìïåðàòóðàõ è òåì ñàìûì íå òðåáóåò êà-

êèõ-ëèáî ñïåöèàëüíûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ óõèùðåíèé.

Â òî æå âðåìÿ ñåðüåçíûå óñèëèÿ ïðèêëàäûâàëèñü è ïðè-

êëàäûâàþòñÿ ê èññëåäîâàíèþ ÁÝÊ òàêèõ êâàçè÷àñòèö,

êàê ýêñèòîíû è áèýêñèòîíû â ïîëóïðîâîäíèêàõ [9], ìàã-

íîíû â îïðåäåëåííûõ êëàññàõ êâàíòîâûõ ìàãíåòèêîâ

[10]. Ïîæàëóé, íàèáîëåå âïå÷àòëÿþùèìè çäåñü îêàçà-

ëèñü íåäàâíèå ðåçóëüòàòû Äåìîêðèòîâà è ñîàâòîðîâ [11]

ñ ìèêðîïëåíêàìè æåëåçî-èòòðèåâîãî ãðàíàòà. Â ýêñïå-

ðèìåíòàõ ïî ìàíäåëüøòàì-áðèëëþýíîâñêîìó ðàññåÿ-

íèþ ñâåòà îò÷åòëèâî íàáëþäàëñÿ ðåçîíàíñíûé ïèê â

ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ìàãíîíîâ ïî

ñîñòîÿíèÿì êàê ôóíêöèè ÷àñòîòû â îêðåñòíîñòè ìèíè-

ìàëüíîé ýíåðãèè ñîîòâåòñòâóþùåãî ýíåðãåòè÷åñêîãî

ñïåêòðà ïðè óâåëè÷åíèè íàêà÷êè äî íåêîòîðîãî ïîðîãî-

âîãî çíà÷åíèÿ. Îáðàçíî âûðàæàÿñü, â ýòèõ îïûòàõ âîñ-

ïðîèçâîäèëñÿ àíàëîã «ìàãíîííîãî êàìåðòîíà», ïðè÷åì

ïðè âûñîêèõ (êîìíàòíûõ) òåìïåðàòóðàõ.

Õîòÿ îáùåå ïîíèìàíèå ðàçëè÷íûõ ñâîéñòâ áîçå-êîí-

äåíñàòîâ ÷àñòèö è êâàçè÷àñòèö, ìîæíî ñ÷èòàòü, äîñ-

òèãíóòî, îñòàåòñÿ ðÿä íåðåøåííûõ âîïðîñîâ, êà-

ñàþùèõñÿ, â ÷àñòíîñòè, ôëóêòóàöèé òåõ èëè èíûõ

íàáëþäàåìûõ âåëè÷èí. Â ïåðâóþ î÷åðåäü ñêàçàííîå îò-

íîñèòñÿ ê ñèñòåìàì êîíå÷íîãî ðàçìåðà ëèáî êîíå÷íîãî

÷èñëà êîíäåíñèðóþùèõñÿ ÷àñòèö, êîãäà ñàìî ïîíÿòèå

òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ïðåäåëà ñòàíîâèòñÿ ïðîáëåìàòè÷-

íûì. Â ýòîé ñâÿçè óïîìÿíåì, ÷òî îáðàçöû, èñïîëüçóå-

ìûå â ýêñïåðèìåíòàõ ïî ÁÝÊ, èìåþò íå òîëüêî êîíå÷-

íûå, íî è, êàê ïðàâèëî, ìàëûå ðàçìåðû. Åñëè æå

ïðîñòðàíñòâåííûå ðàçìåðû ñèñòåìû êîíå÷íû, òî ñòà-

òèñòè÷åñêàÿ ìåõàíèêà áîçå-ãàçà ñóùåñòâåííî óñëîæíÿ-

åòñÿ. Â ÷àñòíîñòè, óòðà÷èâàåò ñìûñë ïðåäñòàâëåíèå îá

ýêâèâàëåíòíîñòè êàíîíè÷åñêèõ àíñàìáëåé. Âïðî÷åì, â

ðåæèìå ÁÝÊ íåýêâèâàëåíòíîñòü àíñàìáëåé ïðîÿâëÿåòñÿ

è â òåðìîäèíàìè÷åñêîì ïðåäåëå. Íåêîòîðûå ýôôåêòû

êîíå÷íûõ ðàçìåðîâ äëÿ áîçå-ãàçà â ÿùèêå ðàññìàòðèâà-

ëèñü â [12]. «Íåõîðîøåå» ïîâåäåíèå ôëóêòóàöèé ñêîí-

äåíñèðîâàííûõ ÷àñòèö, îïèñûâàåìûõ â ðàìêàõ áîëüøî-

ãî êàíîíè÷åñêîãî àíñàìáëÿ (ÁÊÀ), äàëî ïîâîä àâòîðàì

[12] ñäåëàòü äîñòàòî÷íî ðàäèêàëüíûé âûâîä î òîì, ÷òî

ýòîò àíñàìáëü íå ïðèãîäåí äëÿ îïèñàíèÿ êàêîé áû òî íè

áûëî ðåàëüíîé ôèçè÷åñêîé ñèñòåìû, èñïûòûâàþùåé

ÁÝÊ. Äîáàâèì, ÷òî â ÁÊÀ è ýíòðîïèÿ âåäåò ñåáÿ «ïëîõî»

— ïðè ñòðåìëåíèè òåìïåðàòóðû ê íóëþ îíà íå îáðàùà-

åòñÿ â íóëü ñîãëàñíî òåîðåìå Íåðíñòà, à íàïðîòèâ, ðàñ-

õîäèòñÿ (ëîãàðèôìè÷åñêè), êîãäà ÷èñëî ÷àñòèö N � �.

Îäíàêî ÁÊÀ èç-çà ñâîåé ïðîñòîòû âåñüìà óäîáåí ïðè

êîíêðåòíûõ ðàñ÷åòàõ; ê òîìó æå ïîâåäåíèå òàêèõ âåëè-

÷èí, êàê, íàïðèìåð, ÷èñëî ÷àñòèö N 0 â îñíîâíîì ñîñòîÿ-

íèè èëè òåïëîåìêîñòü, íå ñèëüíî ðàçëè÷àåòñÿ ïðè

âû÷èñëåíèè ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçíûõ àíñàìáëåé.

Ýêñïåðèìåíòàëüíîå èçó÷åíèå ÁÝÊ â ëîâóøêàõ

îæèâèëî è òåîðåòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ àñ-

ïåêòîâ ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêè áîçå-ñèñòåì [13–23].

Ýòî áûëî âûçâàíî ïðåæäå âñåãî òåì, ÷òî äî òîãî îñíîâ-

íîå âíèìàíèå óäåëÿëîñü ïðîñòðàíñòâåííî îäíîðîäíî-

ìó ãàçó, íàõîäÿùåìóñÿ â íåêîòîðîì îáúåìå. Â èñïîëü-

çóþùèõñÿ æå ëîâóøêàõ ãàç íåîäíîðîäåí, ïîýòîìó

ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ðàíåå äëÿ îäíîðîäíîãî

áîçå-ãàçà â ÿùèêå, ìîæíî áûëî âîñïðîèçâåñòè äëÿ ëî-

âóøêè, ðàññìàòðèâàÿ åå êàê ïîòåíöèàëüíóþ ÿìó ñ ãàð-

ìîíè÷åñêèì çàêîíîì ïðîñòðàíñòâåííîãî óäåðæàíèÿ,

ò.å. ôàêòè÷åñêè ñâåäÿ çàäà÷ó ê ñèñòåìå N îñöèëëÿ-

òîðîâ. Èõ ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììà â ÁÊÀ âû÷èñëÿåòñÿ

òðèâèàëüíî. Â êàíîíè÷åñêîì (ÊÀ) è ìèêðîêàíîíè÷åñ-

êîì (ÌÊÀ) àíñàìáëÿõ ñîîòâåòñòâóþùèå ñòàòñóììû

âûðàæàþòñÿ ÷åðåç êîíòóðíûå èíòåãðàëû îò ñòàòèñòè-

÷åñêîé ñóììû â ÁÊÀ. Ïîýòîìó äëÿ íå ñëèøêîì áîëü-

øèõ ÷èñåë ÷àñòèö è íå î÷åíü áîëüøîé ýíåðãèè, åñëè

ðå÷ü èäåò î ÌÊÀ, ñòàòñóììà áîçå-ñèñòåìû ìîæåò áûòü

âû÷èñëåíà ñ ëþáîé íàïåðåä çàäàííîé òî÷íîñòüþ ïî

âû÷åòàì èëè ïóòåì ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ. ×òî

êàñàåòñÿ àíàëèòè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ ñòàòèñòè÷åñêîé ñóì-

ìû â ÊÀ è ÌÊÀ, òî äëÿ íèõ îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä

ïåðåâàëà. Îäíàêî, êàê ïîêàçàíî, íàïðèìåð, â [12], îí íå

ïðèìåíèì â ñàìîé èíòåðåñíîé îáëàñòè — îêðåñòíîñòè

ÁÝÊ, ãäå ïîïðàâêè ê ãëàâíîìó âêëàäó íå óáûâàþò ñ óâå-

ëè÷åíèåì ÷èñëà ÷àñòèö â ñèñòåìå.

Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè âûïîëíåí ðÿä ðàñ÷åòîâ,

ñòàâèâøèõ ñâîåé öåëüþ èññëåäîâàíèå òåðìîäèíàìè-

÷åñêèõ ñâîéñòâ êîíå÷íûõ áîçå-ñèñòåì â ðàçëè÷íûõ

ñòàòèñòè÷åñêèõ àíñàìáëÿõ. Â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòå [13]

óñòàíîâëåíî ðàçëè÷èå ìåæäó ïîâåäåíèåì ÷èñëà êîí-

äåíñàòíûõ ÷àñòèö N 0, à òàêæå èõ ôëóêòóàöèé, ðàññ÷è-

òàííûõ äëÿ ãàðìîíè÷åñêîé ëîâóøêè ñ ïðèìåíåíèåì

ÁÊÀ è ÊÀ ïðè èçìåíåíèè ïîëíîãî ÷èñëà ÷àñòèö â

ïðåäåëàõ 10 102 6� �N . Â ðàáîòå [14], êîòîðàÿ ïîñâÿ-

ùåíà ñðàâíåíèþ ðåçóëüòàòîâ òî÷íîãî ðàñ÷åòà â ÌÊÀ ñ

ïðèáëèæåííûìè, ïîëó÷åííûìè ìåòîäîì ïåðåâàëà, îò-

ìå÷àëîñü, ÷òî ýòè ðåçóëüòàòû ñóùåñòâåííî ðàçíÿòñÿ

èìåííî âáëèçè òî÷êè ÁÝÊ.

984 Ôèçèêà íèçêèõ òåìïåðàòóð, 2009, ò. 35, ¹ 10
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Òåì íå ìåíåå íà ñåãîäíÿøíèé äåíü íå ñóùåñòâóåò

óäîáíîãî àíàëèòè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ñòàòèñòè-

÷åñêîé ñóììû â ÊÀ è ÌÊÀ, êîòîðîå áû äîñòàòî÷íî õî-

ðîøî ñîîòâåòñòâîâàëî ðåæèìó ÁÝÊ. Öåëü íàñòîÿùåé

ðàáîòû ñîñòîèò â âîñïîëíåíèè ýòîãî ïðîáåëà. Â ïåðâîì

ðàçäåëå ìû ââîäèì íåîáõîäèìûå îáîçíà÷åíèÿ è îïðå-

äåëåíèÿ, à òàêæå ïîëó÷àåì àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå

äëÿ ñðåäíåãî ÷èñëà ÷àñòèö N 0 íà îñíîâíîì óðîâíå ïðè

óñëîâèè N 0 1�� . Âî âòîðîì ïðîâîäèòñÿ âû÷èñëåíèå

ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû â ÊÀ ìåòîäîì ïåðåâàëà ñ ó÷å-

òîì ïåðâîé ïîïðàâêè. Â òðåòüåì ðàçäåëå àíàëèçèðóåòñÿ

ïðè÷èíà, èç-çà êîòîðîé îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè ìåòîäà

ïåðåâàëà îãðàíè÷åíà òåìïåðàòóðàìè T TBEC� ; ïðè

ýòîì ïóòåì âûäåëåíèÿ ñèíãóëÿðíîñòè, ñîîòâåòñòâóþ-

ùåé îñíîâíîìó óðîâíþ, âûâîäèòñÿ âûðàæåíèå, ñïðà-

âåäëèâîå è ïðè T TBEC	 . Â ÷åòâåðòîì ðàçäåëå ìû

ïðåäëàãàåì ìåòîä àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ ñòà-

òèñòè÷åñêîé ñóììû â ÊÀ ïî îáðàòíûì ñòåïåíÿì ÷èñëà

÷àñòèö, êîòîðîå ðàáîòàåò êàê âûøå, òàê è íèæå òåìïå-

ðàòóðû ÁÝÊ. Íà îñíîâàíèè ïîëó÷åííîãî ïðåäñòàâ-

ëåíèÿ âû÷èñëÿþòñÿ ôëóêòóàöèè áîçå-êîíäåíñàòà è

äåìîíñòðèðóåòñÿ êîëè÷åñòâåííîå ñîãëàñèå ñ òî÷íûì

ðåçóëüòàòîì âïëîòü äî î÷åíü ìàëûõ çíà÷åíèé ÷èñëà

÷àñòèö â ñèñòåìå. Â Çàêëþ÷åíèè îáñóæäàþòñÿ òåìïåðà-

òóðû ÁÝÊ äëÿ ãàðìîíè÷åñêîé ëîâóøêè è ÿùèêà, à òàê-

æå ðàçëè÷èå ìàòåìàòè÷åñêîãî ìåõàíèçìà ôîðìèðîâà-

íèÿ êðèòè÷åñêîé òî÷êè â ÁÊÀ è ÊÀ.

1. Áîëüøîé êàíîíè÷åñêèé àíñàìáëü

Êàê èçâåñòíî [1,2], còàöèîíàðíàÿ êâàíòîâàÿ ñèñòå-

ìà, ñîñòîÿùàÿ èç N íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö,

ïîëíîñòüþ õàðàêòåðèçóåòñÿ êîíôèãóðàöèåé [ ]n �
� { , , , }n n n0 1 2 � , ãäå n k � 0 1 2, , , � — êîëè÷åñòâî ÷àñ-

òèö â k-ì êâàíòîâîì ñîñòîÿíèè ( , , , )k � 0 1 2 � . Ñîãëàñ-

íî ïîëîæåíèÿì ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêè, ñðåäíåå (ïî

âðåìåíè) çíà÷åíèå íàáëþäàåìîé âåëè÷èíû A â íåñòà-

öèîíàðíîé ñèñòåìå ñîâïàäàåò ñî ñðåäíèì ïî àíñàì-

áëþ ñòàöèîíàðíûõ ñèñòåì. Àíñàìáëü îïðåäåëÿåòñÿ

ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ 
[ ]n . Òîãäà

A Z A� � �1 

[ ]

[ ] [ ],

n

n n (1)

ãäå êîýôôèöèåíò íîðìèðîâêè Z (ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóì-

ìà) èìååò âèä

Z ��

[ ]

[ ]

n

n . (2)

Ïðè îïèñàíèè èäåàëüíîãî áîçå-ãàçà èñïîëüçóåòñÿ, êàê

ïðàâèëî, ÁÊÀ ñ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ



� �

[ ] ,
( )/

n e
n

�
�� k k

k

T
(3)

ãäå T — òåìïåðàòóðà, � — õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë,

� k — îäíî÷àñòè÷íàÿ ýíåðãèÿ k-ãî ñîñòîÿíèÿ. Çäåñü è

äàëåå ïîëîæåíî, ÷òî ïîñòîÿííàÿ Áîëüöìàíà k B �1.

Ïîñêîëüêó 
[ ]n (3) ôàêòîðèçîâàíà ïî îòíîøåíèþ ê çà-

âèñèìîñòè îò ÷èñåë çàïîëíåíèÿ n k , òî ñóììèðîâàíèå

ïî êîíôèãóðàöèÿì [ ]n âûïîëíÿåòñÿ òðèâèàëüíî. Â ÷àñ-

òíîñòè, ñðåäíåå ÷èñëî ÷àñòèö â k-ì ñîñòîÿíèè

n n n

ne

en

n

n

n

n

k k

T

T

Z

k

k

� � ��

�

�

�

�

�

��
�

�
1 0

0

1



� �

� �[ ]

( )/

( )/

[ ]
e

( )/� �k T� �1
.

(4)

Ôóíêöèÿ â ïðàâîé ÷àñòè (4) çàäàåò ñðåäíåå ÷èñëî çà-

ïîëíåíèÿ è, ïîñêîëüêó îíà âõîäèò ñîñòàâíûì ýëåìåí-

òîì â âûðàæåíèÿ äëÿ áîëüøèíñòâà òåðìîäèíàìè÷åñ-

êèõ âåëè÷èí (è íå òîëüêî â ÁÊÀ), äëÿ íåå óäîáíî

èñïîëüçîâàòü ñïåöèàëüíîå îáîçíà÷åíèå:

n
n

k T Tk k
�

�
�


 �� � �

1

1

1

1 10
0

1e e
( )/ ( )/

( )
� � � �

. (5)

Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììà (2) ñ ó÷åòîì (5) âûðàæàåòñÿ ÷å-

ðåç ïðîèçâåäåíèå

Z nk

k

� 

�

�

�( )

0

1 . (6)

Íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè â ÁÊÀ ñ÷èòàþòñÿ T è �.

Íî, êàê ñëåäóåò èç (5), òàêîâûìè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü

òåìïåðàòóðó è êîëè÷åñòâî ÷àñòèö n0 â (îñíîâíîì) ñî-

ñòîÿíèè ñ íàèìåíüøåé ýíåðãèåé � 0, ÷òî îáëåã÷àåò àíà-

ëèç ðàçëè÷íûõ ðåæèìîâ ÁÝÊ.

Çàïèøåì ñðåäíåå çíà÷åíèå ïîëíîãî ÷èñëà ÷àñòèö â

âèäå

N n N n Tk

k

� � 

�

�

�n ex

0

0 0( , ) , (7)

ãäå

N n T N nk

k

ex ex( , )0

1

� �
�

�

� (8)

— ñðåäíåå ÷èñëî ÷àñòèö â âîçáóæäåííûõ ñîñòîÿíèÿõ.

Åñëè çíà÷åíèå N ôèêñèðîâàíî, òî âñå ÷èñëà nk , êðîìå

n0, óáûâàþò ïðè ïîíèæåíèè òåìïåðàòóðû (nk� �0 0

ïðè T � 0), à n0 âîçðàñòàåò âïëîòü äî n N0 � ïðè T � 0.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ~nk ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå çíà÷å-

íèå ñðåäíåãî ÷èñëà çàïîëíåíèÿ ïðè äàííîé òåìïåðà-

òóðå, ò.å. çíà÷åíèå nk (5) ïðè n0 � � (èëè, ÷òî îäíî è

òî æå, � �� 0):

~
( )/

nk Tk
�

��

1

10e
� �

. (9)

Ê òåîðèè ôëóêòóàöèé áîçå-êîíäåíñàòà â ñèñòåìàõ êîíå÷íîãî ðàçìåðà
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Òîãäà ïðè n0 1�� äëÿ ÷èñëà nk , çàäàâàåìîãî (5), ìîæíî

îãðàíè÷èòüñÿ ðàçëîæåíèåì

n n
n n

n
k k

k k
�

~
~ (~ )

�

1

0

, (10)

÷åì, â ñâîþ î÷åðåäü, ñâåñòè óðàâíåíèå (7) äëÿ n0 ê

ïðîñòîìó êâàäðàòíîìó óðàâíåíèþ:

N n N
N

n
� 
 �0

2

0

~
~

ex
ex�

, (11)

â êîòîðîì

~ ~ ,
~ ~ (~ )N n N n nk

k

k

k

kex ex� � 

�

�

�

�

� �
1

2

1

1� (12)

— ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå ÷èñëî ÷àñòèö â âîçáóæ-

äåííûõ ñîñòîÿíèÿõ è åãî ñðåäíåêâàäðàòè÷íàÿ ôëóêòó-

àöèÿ. Çàìåòèì, ÷òî âåëè÷èíû, îòìå÷åííûå òèëüäîé,

ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè òîëüêî òåìïåðàòóðû. Ðåøåíèå

óðàâíåíèÿ (11) îòíîñèòåëüíî n0 îáîçíà÷èì ÷åðåç

N T N N N N N0
2 21

2
4( )

~
(

~
)

~
� � 
 � 
�

�
� �

�
�ex ex ex� , (13)

êîòîðîå áóäåì íàçûâàòü áîçå-êîíäåíñàòîì. Íàçâàíèå

óñëîâíîå â òîì ñìûñëå, ÷òî ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à

âíå òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ïðåäåëà ïðè êîíå÷íîì ïîë-

íîì ÷èñëå ÷àñòèö N . Èç îïðåäåëåíèé (9), (12) ñëåäóåò,

÷òî
~

( )N Tex è �
~

( )N Tex
2 ÿâëÿþòñÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàþ-

ùèìè ôóíêöèÿìè òåìïåðàòóðû. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Tc

òåìïåðàòóðó, ïðè êîòîðîé
~
N ex ñðàâíèâàåòñÿ c N , ÷òî

ñîîòâåòñòâóåò

~
( )N T Ncex � . (14)

Åñëè �
~

(
~

)N N Nex ex
2 2		 � , à ýòî òàê ïðè T Tc� è N �� 1,

òî ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ (13) â ïðåäåëå N � � ïðèîáðå-

òàåò ñòóïåí÷àòûé õàðàêòåð. Äëÿ ðàçíûõ òåìïåðàòóð-

íûõ îáëàñòåé — êàê íèæå Tc , ãäå N N�
~

ex, òàê è âûøå

Tc , ãäå N N	
~

ex, — àñèìïòîòèêè N T0( ) ïðè áîëüøèõ,

íî êîíå÷íûõ N , èìåþò ïðîñòîé âèä:

N T

N N T T

N T T

N N N T T

c

c

c

0
2

( )

~
,

~
,

~
/ (

~
) ,

.�

� 	

�

� �

�

�

ex

ex

ex ex

�

�

�

�
�

(15)

Çíà÷åíèå Tc , ïðè êîòîðîì ïðîèñõîäèò ñìåíà ðåæèìà

(êðîññîâåð) â ïîâåäåíèè N T0( ), ìîæíî ðàññìàòðèâàòü

êàê îáîáùåíèå òåìïåðàòóðû TBEC íà ñëó÷àé êîíå÷íîãî

÷èñëà ÷àñòèö â ñèñòåìå. Íàïîìíèì, ÷òî óðàâíåíèå (11)

ÿâëÿåòñÿ ïðèáëèæåííûì ñîãëàñíî óñëîâèþ n0 1�� . Â

ïðîòèâîïîëîæíîì ñëó÷àå, êîãäà n0 1		 (áîëüöìàíîâ-

ñêèé ïðåäåë), óðàâíåíèå (7) äàåò ïðîñòûå çàâèñèìîñòè:

N T
N

Q T
Q T k T

k

0

1
1

0( )
( )

, ( )
( )/

�



� � �

�

�

�e
� �

, (16)

ñâèäåòåëüñòâóþùèå î êëàññè÷åñêîì ïîâåäåíèè ðàñ-

ñìàòðèâàåìûõ áîçå-ñèñòåì.

Íåçàâèñèìî îò êîëè÷åñòâà ÷àñòèö n0 â êîíäåíñàòå

ôàêòîðèçîâàííîñòü ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ (3) â ÁÊÀ

îáóñëîâëèâàåò îòñóòñòâèå êàêèõ áû òî íè áûëî êîððå-

ëÿöèé ìåæäó ÷àñòèöàìè áîçå-ãàçà â ðàçíûõ êâàíòîâûõ

ñîñòîÿíèÿõ. Ñëåäñòâèåì ýòîãî ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâî

n n n nk l k l� � . (17)

Ñðåäíåå îò êâàäðàòà (è áîëåå âûñîêèõ ñòåïåíåé) ÷èñëà

÷àñòèö â k-ì ñîñòîÿíèè âû÷èñëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî (4):

n k k kn n2 22� 
 , (18)

îòêóäà ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå (èëè, äðóãèìè

ñëîâàìè, ñðåäíåêâàäðàòè÷íàÿ ôëóêòóàöèÿ) ëåãêî âû-

÷èñëÿåòñÿ è èìååò âèä

�n n nk k k k kn n2 2 2 1� � � 
( ) . (19)

Ñ ó÷åòîì (17) êâàäðàò ôëóêòóàöèè ïîëíîãî ÷èñëà ÷àñòèö

� � � �N N n n2
0
2 2

0
2

0 0 1� 
 � 
n nex, ( ),

�N n nk

k

kex
2

1

1� 

�

�

� ( ) .

(20)

Ïðè T Tc	 çíà÷åíèå n N0 ~ è êâàäðàò ôëóêòóàöèè ÷èñ-

ëà êîíäåíñàòíûõ ÷àñòèö

�n 0
2

0 0
21� 
n n N( ) ~ . (21)

Ïðè ýòîì îòíîñèòåëüíàÿ ôëóêòóàöèÿ ( / ) /�n N0
2 1 2 ðàñòåò

ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà ÷àñòèö â ñèñòåìå, íà ÷åì è îñíîâà-

íî ðàñïðîñòðàíåííîå óòâåðæäåíèå î ðàñõîäèìîñòè

ôëóêòóàöèé íèæå òî÷êè ÁÝÊ (ñì., íàïðèìåð, [2]).

Îòìåòèì â ýòîé ñâÿçè, ÷òî îïèñàíèå ÁÝÊ â ðàìêàõ

ÁÊÀ íåëüçÿ ñ÷èòàòü âïîëíå êîððåêòíûì õîòÿ áû è ïî-

òîìó, ÷òî ïðè ýòîì ÿâíî íàðóøàåòñÿ òåîðåìà Íåðíñòà.

Äåéñòâèòåëüíî, ýíòðîïèÿ â ÁÊÀ ñëåäóþùèì îáðàçîì

âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ñðåäíèå ÷èñëà çàïîëíåíèÿ:

S n n n nk

k

k k k� 
 
 ��[( ) ln ( ) ln ]1 1 . (22)

Â îáëàñòè T Tc		 , ãäå n0 1�� , à nk� 		0 1, îíà ñòàíî-

âèòñÿ ðàâíîé ýíòðîïèè áîçå-êîíäåíñàòà:

S n n n n n� �( ) ln ( ) ln ln ( ) .0 0 0 0 01 1 1 1
 
 � 
 


Êîãäà T � 0, âåëè÷èíà S N� ln , ò.å. íå òîëüêî íå îáðà-

ùàåòñÿ â íóëü, à ðàñõîäèòñÿ ñ ðîñòîì ÷èñëà N . Êàê áó-

äåò âèäíî íèæå, â êàíîíè÷åñêîì àíñàìáëå íè ñ ðàñ-

õîäèìîñòüþ ôëóêòóàöèé, íè ñ ýíòðîïèåé ïîäîáíûõ

ïðîáëåì íå âîçíèêàåò.
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2. Êàíîíè÷åñêèé àíñàìáëü

Ãëàâíîå ðàçëè÷èå ìåæäó ÊÀ è ÁÊÀ ñîñòîèò â òîì,

÷òî ïîëíîå ÷èñëî ÷àñòèö â ÊÀ ñòðîãî ôèêñèðîâàíî:

N Nk

k

� � 

�

�

�n n ex

0

0 . Èç ýòîãî ïðÿìî ñëåäóåò, ÷òî

n ex0 � �N N , (23)

( ) ( ) ,n n ex ex0 0
2 2� � �N N (24)

ò.å. ôëóêòóàöèÿ áîçå-êîíäåíñàòà íå îòëè÷àåòñÿ îò

ôëóêòóàöèè ñóììàðíîãî ÷èñëà ÷àñòèö â âîçáóæäåí-

íûõ ñîñòîÿíèÿõ, èëè

� �n ex0 � N . (25)

Ñóùåñòâåííî, ÷òî â ÊÀ ñðåäíåå ÷èñëî ÷àñòèö â k-ì ñî-

ñòîÿíèè íå ðàâíî ñðåäíåìó ÷èñëó çàïîëíåíèÿ, îïðåäå-

ëåííîìó â (5), à íåâçàèìîäåéñòâóþùèå ÷àñòèöû â ðàç-

ëè÷íûõ êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèÿõ (â îòëè÷èå îò ÁÊÀ)

êîððåëèðóþò ìåæäó ñîáîé.

Ôëóêòóàöèþ áîçå-êîíäåíñàòà â ÊÀ ìîæíî îöåíèòü

èñõîäÿ èç ñëåäóþùèõ êà÷åñòâåííûõ ñîîáðàæåíèé.

Ïðè T Tc� ÷èñëî n 0 		 N . Ïîýòîìó, ðàññìàòðèâàÿ

áîçå-êîíäåíñàò êàê ìàëóþ ïîäñèñòåìó, ìîæíî ïðåäïî-

ëîæèòü, ÷òî äëÿ íåå ñïðàâåäëèâî îïèñàíèå â ðàìêàõ

ÁÊÀ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè T Tc� è â ÊÀ èìååò ìåñòî

ðàâåíñòâî (ñì. (19))

�n 0
2

0 0 1� n n( ).
 (26)

Êîãäà æå T Tc	 , ìàëîé ïîäñèñòåìîé, íàîáîðîò, ñòàíî-

âÿòñÿ íàäêîíäåíñàòíûå ÷àñòèöû è, ñòàëî áûòü, ñðåä-

íåêâàäðàòè÷íàÿ ôëóêòóàöèÿ èõ ÷èñëà â ÊÀ ìîæåò

áûòü îïèñàíà âûðàæåíèåì

�N n nk

k

kex
2

1

1�

�

�

� 
( ). (27)

Ïðîñòîé èíòåðïîëÿöèåé âûðàæåíèé (26) è (27) ñ ó÷å-

òîì (25) íàõîäèì, ÷òî

� �n ex0
2 2

0 0

1

0

1 1

1

� �


 





�

�

�

�

�

�
N

n n n n

n n

k k

k

k k

k

( ) ( )

( )

. (28)

Íèæå ìû ñðàâíèì ýòî ôåíîìåíîëîãè÷åñêîå âûðà-

æåíèå ñ âû÷èñëåííûì íåïîñðåäñòâåííî â ÊÀ.

Äëÿ ýòîãî îïðåäåëèì ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ â ÊÀ

(ñð. ñ (3))


 �
�

[ ] ( )
/

n e n
n

� �
��

�
k k

k

T

k

k

N . (29)

Ñâîéñòâî ôàêòîðèçàöèè 
[ ]n óòðà÷èâàåòñÿ èç-çà íà-

ëè÷èÿ �-ôóíêöèè â ïðàâîé ÷àñòè (29), òàê ÷òî ïî ñðàâ-

íåíèþ ñ ÁÊÀ âû÷èñëåíèå ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû è

ñðåäíèõ îò íàáëþäàåìûõ óñëîæíÿåòñÿ. Ôàêòîðèçî-

âàííîñòü, îäíàêî, íåòðóäíî âîññòàíîâèòü è ñâåñòè

ñóììèðîâàíèå ïî êîíôèãóðàöèÿì [ ]n ê ñóììèðîâàíèþ

ïî íåçàâèñèìûì n k , åñëè èñïîëüçîâàòü èíòåãðàëüíîå

ïðåäñòàâëåíèå �-ôóíêöèè Êðîíåêåðà

�
�

�

�

( ) .m dx ixm�

�
�

1

2
e

(30)

Òîãäà, ïîäñòàâëÿÿ (30) â (29), à òàêæå ìåíÿÿ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü ñóììèðîâàíèÿ è èíòåãðèðîâàíèÿ, ïðèõî-

äèì ê ñëåäóþùåìó ïðåäñòàâëåíèþ äëÿ ñòàòèñòè÷åñ-

êîé ñóììû:

Z dx ixN
T ixk

k
k

� �

�

�� 


� �1

2�
�

� �
e e

n

n

( / )

[ ]

�

�


 ��
1

2�
�

�

dx ixN W ixe ( ) , (31)

ãäå

W ix

k

T ixk( ) ( )
/� � � �� � �

ln e1
�

,

èëè, îáîçíà÷èâ x ÷åðåç i�,

W n nk

k

k Tk
( ) ( ),

/
�

� �
� 
 �

��

�

��ln
e0

1
1

1
. (32)

Ñðàâíåíèå (32) c (6) ïîêàçûâàåò, ÷òî ôóíêöèÿ W ( )� —

ýòî ëîãàðèôì ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû â ÁÊÀ, êîëü ñêî-

ðî ïîëîæèòü � �� / T . Òåì ñàìûì, â ÊÀ ñðåäíèå ôèçè-

÷åñêèõ âåëè÷èí åñòü íå ÷òî èíîå, êàê îòíîøåíèÿ

ñîîòâåòñòâóþùèõ èíòåãðàëîâ îò òåõ æå ñðåäíèõ, íàé-

äåííûõ â ÁÊÀ. Ýòî, ñ îäíîé ñòîðîíû, óñòàíàâëèâàåò

îïðåäåëåííóþ ñâÿçü ìåæäó îáîèìè ñòàòèñòè÷åñêèìè

àíñàìáëÿìè, à ñ äðóãîé — ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü èñ-

õîäíîå (ñì. (5)) îïðåäåëåíèå äëÿ ÷èñëà áîçå-÷àñòèö â

êàæäîì èç ñîñòîÿíèé. Íî â íèõ ñðåäíèå â ÊÀ ìîãóò

áûòü âûðàæåíû è ÷åðåç ïðîèçâîäíûå îò ñòàòñóììû.

Íàïðèìåð, â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå íåâûðîæäåííîãî

ñïåêòðà � k èìååì

n n n n

n n

k k
k k

Z Z T T
Z

� � �
 

 
� �

 

 
� �� �1 1


�



�
[ ] [ ]

[ ] [ ]
ln

,

(33)

�
�

n
n

k
k

k

T2 � �
 

 
. (34)

Ê òåîðèè ôëóêòóàöèé áîçå-êîíäåíñàòà â ñèñòåìàõ êîíå÷íîãî ðàçìåðà
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Ïðè áîëüøèõ N èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè (31) âû-

÷èñëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ïåðåâàëà, ÷òî ïðèâîäèò

ê ñëåäóþùåìó àñèìïòîòè÷åñêîìó ðàçëîæåíèþ:

Z
W

z z
W N

�
!!


 
 

�e ( )

( )
( . . . ) .

� �

� �2
1 1 2 (35)

Çäåñü ÷åðåç � îáîçíà÷åíà áëèæàéøàÿ ê íà÷àëó êîîðäè-

íàò â êîìïëåêñíîé x-ïëîñêîñòè òî÷êà ïåðåâàëà

( )x is � � , óðàâíåíèå äëÿ êîòîðîé èìååò âèä

! � �
�

�

�W n Nk

k

( ) .�
0

(36)

Â ãëàâíîì àñèìïòîòè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè ëîãàðèôì

ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû â ÊÀ èìååò ñëåäóþùèé ïðî-

ñòîé âèä:

ln ( ) ln [ ( )]Z W N W� � � !!� � � �
1

2
2 . (37)

Âêëàäû z j â (35) âûðàæàþòñÿ ÷åðåç îòíîøåíèÿ ïðîèç-

âîäíûõ ôóíêöèè W ( )� òèïà

[ ( )] [ ( )]

[ ( )]

( ) ( )W W

W

l m k n

m n j

� �

�!! 
 

. (38)

Åñëè ôóíêöèÿ W ( )� è åå ïðîèçâîäíûå âåëèêè,

W Nl( )( ) ~� , à ýòî òàê, ïî êðàéíåé ìåðå, â îáëàñòè

T Tc� è N �� 1, òî îòíîøåíèÿ (38) è âêëàäû z j èìåþò

ïîðÿäîê ìàëîñòè O N j( )� . Òàê, äëÿ ïåðâîé ïîïðàâêè

íàõîäèì:

z
W

W

W

W
O N1

4

2

2

3

1

8

5

24
�

!!
�

!!!

!!
� �

( )( )

[ ( )]

[ ( )]

[ ( )]
( )

�

�

�

�
. (39)

Âîçüìåì ïðîèçâîäíóþ îò ÷èñëà çàïîëíåíèÿ (32) ïî � l

T
n

n n Tk

l
k k

l
kl

 

 
� 


 
 

�
�

�
��

�

�
���

�
�

�( )1 . (40)

Ïðîèçâîäíàÿ îò òî÷êè ïåðåâàëà � ïî � l âû÷èñëÿåòñÿ

äèôôåðåíöèðîâàíèåì óðàâíåíèÿ (36)

T
n n

Wl

l l 
 

�



!!
�
� �

( )

( )

1
. (41)

Òåïåðü ñ ïîìîùüþ (33), (37), (40) è (41) íàõîäèì ñðåä-

íåå çíà÷åíèå ÷èñëà ÷àñòèö â k-ì ñîñòîÿíèè

n k k
k k

kn
n n

W
n

W

W
� �




!!

 �

!!!
!!

�

�
�

�

�
�

( )

( )

( )

( )

1

2
2 1

�
�
�

. (42)

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ñðåäíåãî ÷èñëà ÷àñòèö â îñíîâíîì

ñîñòîÿíèè (33) ïîëó÷èì

n 0 0
0 0

2 0

1

2
2 1� �




!!

 !! � !!!n

n n

W
n V V

( )

( )
[( ) ( ) ( )]

�
� � , (43)

ãäå ÷åðåçV ( )� îáîçíà÷åíà ñóììà òîëüêî ïî âîçáóæäåí-

íûì ñîñòîÿíèÿì

V W n nk

k

( ) ( ) ln ( ) ln ( )� �� � 
 � 

�

�

�0

1

1 1 . (44)

Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ, íàêîíåö, n 0 ïî � 0 (ñì. (34)),

ïðèõîäèì ê âûðàæåíèþ äëÿ ñðåäíåêâàäðàòè÷íîé

ôëóêòóàöèè áîçå-êîíäåíñàòà

� � � �n 0
2

1 2 3� 
 
 , (45)

îïðåäåëÿþùåéñÿ âêëàäàìè:

�
�

�1
0 0 1

�

 !!

!!

n n V

W

( ) ( )

( )
, (46)

�
�

�
� �2

1

2 0 0
2

0
2

2 1 6 6 1�
!!


 !!! � 
 
 !! 

W

n V n n V
( )

( ) ( ) ( ) ( ){




 


!!

 !! � !!

2 1 2 1
2 10 0 0

0

n n n

W
n V V

( )( )

( )
[( ) ( ) ( )]}

�
� � , (47)

�
�

� �3
0
2

0
2

3 0
41

2
2 1�




!!

 !!! � �

n n

W
n V V

( )

( )
( ) ( ) ( ){ ( )

�
!!!
!!


 !! � !!!
2

2 10
V

W
n V V

( )

( )
[( ) ( ) ( )]}�

�
� � . (48)

Â îáëàñòè òåìïåðàòóð T Tc� êîíäåíñàò ðàçðåæåííûé,

n N0 		 , è, ñîîòâåòñòâåííî,

� �
�

�
�

1 0 0 2
1

3
1
2

2
1� n n

N N
( ), ~ , ~ .
 (49)

Îòìåòèì, ÷òî ôåíîìåíîëîãè÷åñêàÿ ôîðìóëà äëÿ ôëóê-

òóàöèè (28) áîçå-êîíäåíñàòà ñîâïàäàåò ñ ãëàâíûì

àñèìïòîòè÷åñêèì âêëàäîì �1 (46).

Òî÷íîå âûðàæåíèå äëÿ ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû äà-

åòñÿ îäíîêðàòíûì èíòåãðàëîì (31), êîòîðûé äëÿ íå

ñëèøêîì áîëüøèõ N íåòðóäíî íàéòè ÷èñëåííî. Èíòå-

ðåñíî ïðè ýòîì ñðàâíèòü òî÷íîå âûðàæåíèå äëÿ ôëóê-

òóàöèé ñ åãî àñèìïòîòèêîé, îïðåäåëÿåìîé ôîðìóëàìè

(45)–(48). Òàêîå ñðàâíåíèå, îäíàêî, íåâîçìîæíî ñäå-

ëàòü â îáùåì âèäå, ïîñêîëüêó êîëè÷åñòâåííûå ðàñ÷å-

òû òðåáóþò çàäàíèÿ ÿâíîãî âèäà ôóíêöèè W ( )� , êîòî-

ðûé, â ñâîþ î÷åðåäü, îïèðàåòñÿ íà êîíêðåòíûé ñïåêòð

ýíåðãèé � k . Íàéäåì åãî äëÿ ñëó÷àÿ àòîìîâ ùåëî÷íûõ

ìåòàëëîâ â ìàãíèòíûõ ëîâóøêàõ.

Êàê èçâåñòíî, îïûòû ïî îõëàæäåíèþ áîëüøîãî êî-

ëè÷åñòâà òàêèõ àòîìîâ (N �10 3–10 4 ) òðàêòóþòñÿ êàê

ýêñïåðèìåíòàëüíîå îñóùåñòâëåíèå ÁÝÊ. Óäåðæàíèå

÷àñòèö â ëîâóøêàõ îáåñïå÷èâàåòñÿ ïîòåíöèàëîì v( )r ,

òî÷íàÿ çàâèñèìîñòü êîòîðîãî îò ðàññòîÿíèÿ r, âîîáùå

ãîâîðÿ, íåèçâåñòíà, îäíàêî äëÿ òåîðåòè÷åñêîãî ðàñ-

ñìîòðåíèÿ îáû÷íî îãðàíè÷èâàþòñÿ êâàäðàòè÷íûì
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(ãàðìîíè÷åñêèì) ïðèáëèæåíèåì. Â èòîãå çàäà÷à î

ÁÝÊ ñâîäèòñÿ, êàê óïîìèíàëîñü, ê ðàñ÷åòó ñòàòñóììû

ñèñòåìû ëèíåéíûõ îñöèëëÿòîðîâ. Ñïåêòð � l è ñïåê-

òðàëüíàÿ ïëîòíîñòü gl (êîýôôèöèåíò âûðîæäåíèÿ)

òðåõìåðíîãî èçîòðîïíîãî îñöèëëÿòîðà èìåþò ïðî-

ñòîé âèä:

� "l ll g l l l� 
�

�
�

�

�
� � 
 
 �� �

3

2

1

2
1 2 0 1 2, ( )( ), , , , ,

g( ) ,�
�

"
� "� �

�

�
�
�

�

�
�
�

�
1

2

1

4

3

2

2

2 2 0
�

� .

(50)

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî â (50) èíäåêñîì l ïåðå÷èñëÿ-

þòñÿ óðîâíè ýíåðãèè, à íå êâàíòîâûå ñîñòîÿíèÿ, äëÿ

íóìåðàöèè êîòîðûõ ðàíåå èñïîëüçîâàëñÿ èíäåêñ k.

Ïðè âûñîêèõ òåìïåðàòóðàõ ( )T �� � 0 ðÿäû, êîòîðûìè

çàäàíû ôóíêöèÿW ( )� è åå ïðîèçâîäíûå, ñõîäÿòñÿ ìåä-

ëåííî. Â Ïðèëîæåíèè ïîêàçàíî, êàê óëó÷øèòü èõ ñõî-

äèìîñòü è ïîëó÷èòü âûðàæåíèÿ, óäîáíûå äëÿ ÷èñëåí-

íûõ ðàñ÷åòîâ.

Óðàâíåíèå íà òî÷êó êðîññîâåðà â ÊÀ îòëè÷àåòñÿ îò

(14) â ÁÊÀ âñåãî ëèøü çàìåíîé N íà N , ò.å.

~
( ) .N T Ncex � (51)

Èç îïðåäåëåíèé (12) è (36) ñëåäóåò, ÷òî
~
N ex �

� ! �W T n( / ) ~� 0 0. Òîãäà, èñïîëüçóÿ äëÿ !W ( )� àñèìïòî-

òè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ((Ï.21) â Ïðèëîæåíèè) ïðè áîëü-

øèõ òåìïåðàòóðàõ # "� ��T / � 1, çàïèøåì äëÿ
~
N ex ðàç-

ëîæåíèå

~
( ) ( ) ln ( )N Oex � 
 
 
# $ # $ # # #3 23

3

2
2 , (52)

ãäå $( )j — $-ôóíêöèÿ Ðèìàíà. Èç íåãî ìîæíî íàéòè

ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (51), îïðåäåëÿþùåå òî÷êó êðîññî-

âåðà # c â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî îáðàòíûì ñòåïåíÿì N . Â

ãëàâíîì ïðèáëèæåíèè îáîçíà÷èì ýòî ðåøåíèå ÷åðåç

#
" $BEC

BECT N
� �

%

&
'

(

)
*

� ( )

/

3

1 3

. (53)

Òåïåðü, çíàÿ (53) èç (51) è (52), íàõîäèì äëÿ # c

#

# $ #

$ #

#
c

BEC

c

BEC BEC

BEC

BEC

T

T
O� � � 


%

&
'

(

)
* 
1

1

3

2

2 3( )

( ) ln
( ) .#BEC

�2

(54)

Èç âûðàæåíèé (53) è (54) âèäíî, ÷òî òåìïåðàòóðà

êðîññîâåðà Tc íèæå òåìïåðàòóðû êîíäåíñàöèè TBEC

äëÿ áîçå-ãàçà â ëîâóøêå. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ òàêîãî ãàçà

â ÿùèêå ñèòóàöèÿ ïðîòèâîïîëîæíàÿ: T Tc BEC� .

Ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ (53) è (54), à òàêæå èçâåñò-

íûå ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ âõîäÿùåé â íèõ $-ôóíêöèè

ïîçâîëÿþò áåç òðóäà óáåäèòüñÿ, ÷òî äàæå ïðè ÷èñëå

÷àñòèö ïîðÿäêà 10 3 òåìïåðàòóðà êîíäåíñàöèè Tc âñåãî

ëèøü â 6 ðàç ïðåâûøàåò âåëè÷èíó ýíåðãèè � 0 îñíîâíîãî

ñîñòîÿíèÿ. Ýòî ïðÿìî óêàçûâàåò íà ìèêðîñêîïè÷íîñòü

(â êðàéíåì ñëó÷àå, ìåçîñêîïè÷íîñòü), à íå ìàêðîñêî-

ïè÷íîñòü íàáëþäàåìîãî â óïîìÿíóòûõ îïûòàõ ÿâëåíèÿ

êîíäåíñàöèè. Â ñâÿçè ñ ýòèì ìîæíî âûñêàçàòü ñîìíåíèå

â àäåêâàòíîñòè îäíîçíà÷íîãî ðàññìîòðåíèÿ êîíäåíñà-

öèè íåñêîëüêèõ òûñÿ÷ ÷àñòèö êàê ÁÝÊ, ãëàâíîé îñîáåí-

íîñòüþ êîòîðîé ñëóæèò, ñòðîãî ãîâîðÿ, âîçíèêíîâåíèå è

ïðîÿâëåíèå êâàíòîâûõ ñâîéñòâ ó ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ÿâ-

ëåíèé èëè îáúåêòîâ.

Íå îòðèöàÿ, ðàçóìååòñÿ, íàëè÷èÿ ñàìîãî ÿâëåíèÿ

áîçå-êîíäåíñàöèè, ïðîèñõîäÿùåãî â ìàãíèòíûõ ëîâóø-

êàõ, õîòåëîñü áû âñå æå çàìåòèòü, ÷òî èçëîæåííûå â

ýòîì ðàçäåëå ðåçóëüòàòû ñâèäåòåëüñòâóþò, íà íàø

âçãëÿä, ñêîðåå, â ïîëüçó íàíîôèçè÷åñêîãî õàðàêòåðà êîí-

äåíñàöèè àòîìîâ ùåëî÷íûõ ìåòàëëîâ, íàáëþäàåìîé â

ýêñïåðèìåíòàõ.

Íà ðèñ. 1 ïðèâåäåíû ãðàôèêè ôëóêòóàöèé áîçå-êîí-

äåíñàòà ïðè èõ òî÷íîì ðàñ÷åòå

�
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Ðèñ. 1. Çàâèñèìîñòü îò òåìïåðàòóðû t T TBEC� / îòíîñè-

òåëüíîé ôëóêòóàöèè áîçå-êîíäåíñàòà �n0
2/N. Êðóæêàìè

îáîçíà÷åíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà èíòåãðàëà

(31). Êðèâàÿ 1 — ãëàâíûé âêëàä â àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëî-

æåíèå (45), êðèâàÿ 2 — ó÷åò ñëåäóþùåé ïîïðàâêè ê (45),

êðèâàÿ 3 — àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå (68), (71).



è ïðèáëèæåííîì (45)–(48). Âèäíî, ÷òî àñèìïòîòè÷åñ-

êèå âûðàæåíèÿ, ïðåäñòàâëåííûå (45) è ïîïðàâêàìè ê

íåìó, íåäîñòàòî÷íî õîðîøî âîñïðîèçâîäÿò êðèâóþ

÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà.

3. Îáëàñòü áîçå-êîíäåíñàöèè T Tc	

Ðàññìîòðèì áîëåå äåòàëüíî îáëàñòü íèçêèõ òåìïå-

ðàòóð, äëÿ êîòîðîé ìîæíî áîëåå èëè ìåíåå îïðåäåëåí-

íî ãîâîðèòü î íàëè÷èè áîçå-êîíäåíñàòà. Êàê îòìå÷à-

ëîñü (ñì. ðèñ. 1) çäåñü ðàñõîæäåíèå ìåæäó òî÷íîé è

àñèìïòîòè÷åñêîé âåëè÷èíàìè ôëóêòóàöèé îêàçûâàåò-

ñÿ çíà÷èòåëüíûì. Íåòðóäíî ïîíÿòü åãî ïðè÷èíó. Äåëî

â òîì, ÷òî â îáëàñòè T Tc	 âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà (31)

ïðÿìîëèíåéíî ìåòîäîì ïåðåâàëà íà ñàìîì äåëå íå

äàåò àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ ïî îáðàòíûì ñòå-

ïåíÿì N : ñëàãàåìûå z1, z 2,� â (35) íå óáûâàþò ñ óâå-

ëè÷åíèåì N . Âêëàäû îñíîâíîãî ñëàãàåìîãî w0 â ñóì-

ìó (32) W wk

k
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Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî è äðóãèå âêëàäû z j â (35) íå

òîëüêî íå óáûâàþò ñ ðîñòîì N , à äàæå ðàñòóò ñ óâåëè-

÷åíèåì j. Òåì íå ìåíåå ïðîáëåìó ñèíãóëÿðíîãî ïîâå-

äåíèÿ âêëàäîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ îñíîâíîìó ñîñòîÿ-

íèþ, ìîæíî ðåøèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç U ix( )� ïîêàçàòåëü ýêñïîíåíòû

ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ â (31):

U ix ixN W ix( ) ( )� � 
 � . (55)

Èç îïðåäåëåíèÿ W ( )� (ñì. (32)) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ

U ix( )� ñèíãóëÿðíà â òî÷êàõ x i Tl l� � / , à åå ðåàëüíàÿ

÷àñòü â ýòèõ òî÷êàõ îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü. Ïî-

íÿòíî, ÷òî ôóíêöèÿ U ix( )� äîñòèãàåò ñâîåãî ìèíè-

ìàëüíîãî çíà÷åíèÿ â òî÷êàõ i l� , ðàñïîëîæåííûõ âäîëü

ìíèìîé îñè ìåæäó êàæäîé ïàðîé ñèíãóëÿðíûõ òî÷åê:

! � 	 	�U
T T

l
l

l
l( ) ,�

�
�

�
0 1 .

Íà ðèñ. 2 ñõåìàòè÷åñêè ïîêàçàíî ïîâåäåíèå ôóíêöèè

U ( )� â îêðåñòíîñòè ïåðâîé ñèíãóëÿðíîñòè x 0.

Ãëóáèíà ìèíèìóìà ôóíêöèè U ( )� â òî÷êàõ ïåðå-

âàëà �0 è �1 çàâèñèò îò òåìïåðàòóðû, ïðè÷åì

U U( ) ( )� �0 1	 ïðè T Tc� è, íàîáîðîò, U U( ) ( )� �0 1�
ïðè T Tc	 . Ïîýòîìó äëÿ îïòèìàëüíîé îöåíêè èíòåãðà-

ëà (31) ïðè T Tc	 êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ íóæíî äå-

ôîðìèðîâàòü òàê, ÷òîáû îí ïðîõîäèë ÷åðåç òî÷êó ïå-

ðåâàëà x is � �1, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 3. Â òî÷êå x 0

ôóíêöèÿ exp[ ( )]U ix� èìååò ïðîñòîé ïîëþñ. Âêëàä îò

íåãî â èíòåãðàë (31), êîòîðûé îáîçíà÷èì ÷åðåç Z0, ðà-

âåí âû÷åòó ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ:

ln Z
N

T
V

T
0

0 0� � 

�

�
�

�

�
�

� �
, (56)

990 Ôèçèêà íèçêèõ òåìïåðàòóð, 2009, ò. 35, ¹ 10

A.È. Áóãðèé, Â.Ì. Ëîêòåâ

T > Tc

T = Tc

T < Tc

Ðèñ. 2. Ïîâåäåíèå ôóíêöèè U ( )� â îêðåñòíîñòè � �� 0 / T.

x

0

C
T

T

Ðèñ. 3. Êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ â èíòåãðàëå (31) ïðè T Tc	 .



ãäå ôóíêöèÿ V ( )� îïðåäåëåíà â (44). Âêëàä èíòåãðàëà

ïî êîíòóðó C èìååò ñëåäóþùèé âèä:

Z dx
U

U ix

C

U

1

1

1

2 2

1

�
!!

��� � �

�
e

e( )
( )

( )
� . (57)

Çàìåòèì, ÷òî âñëåäñòâèå ïåðèîäè÷íîñòè ôóíêöèè

W ( )� , ò.å.

W i W( ) ( )� � �
 �2 ,

âêëàäû ó÷àñòêîâ êîíòóðà èíòåãðèðîâàíèÿ âäîëü ëó÷åé

[ , )� � 
 �� � i è [ , )� � 
 �i , áóäó÷è ðàâíûìè è ïðîòèâîïî-

ëîæíûìè ïî çíàêó, âçàèìíî ñîêðàùàþòñÿ. Êðîìå òîãî,

èç âûðàæåíèé (56) è (57) íåòðóäíî óâèäåòü, ÷òî ïðè

T Tc	 è N �� 1 îòíîøåíèå èíòåãðàëîâ Z Z1 0/ ýêñïî-

íåíöèàëüíî ìàëî, âñëåäñòâèå ÷åãî ñòàòèñòè÷åñêàÿ

ñóììà â ðåæèìå áîçå-êîíäåíñàöèè äàåòñÿ èñêëþ÷è-

òåëüíî ïðîñòûì âûðàæåíèåì (56). Èç íåãî, â ÷àñòíîñ-

òè, ñëåäóåò, ÷òî ýíòðîïèÿ
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T
n n Tk k k

k
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�ln ( ln )
[ln (~ ) ~ ( ) / ]0

0

1

1 � � ,

êàê è äîëæíî áûòü, îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè T � 0.

4. Ìîäèôèöèðîâàííîå àñèìïòîòè÷åñêîå

ðàçëîæåíèå ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû

Íàèáîëåå èíòåðåñíàÿ è â òî æå âðåìÿ íàèáîëåå

òðóäíàÿ äëÿ ðàñ÷åòà îáëàñòü — ýòî êðèòè÷åñêàÿ îêðåñ-

òíîñòü Tc . Çäåñü âêëàäû Z0 è Z1 ñðàâíèâàþòñÿ, à ôëóê-

òóàöèè ìàêñèìàëüíû. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ êîððåêòíîãî

àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ èíòåãðàëà (31) ïî îá-

ðàòíûì ñòåïåíÿì ÷èñëà ÷àñòèö N ïðåäëàãàåì ñëåäóþ-

ùèé ïðèåì, ñîñòîÿùèé èç íåñêîëüêèõ ýòàïîâ.

1. Íà íà÷àëüíîì ýòàïå âûäåëèì ÿâíî ïåðâûé ñèíãó-

ëÿðíûé ÷ëåí â ïîäûíòåãðàëüíîì âûðàæåíèè (31)

Z
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�
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sh
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, (58)

ïðè÷åì â îòëè÷èå îò (55) ôóíêöèÿ U ix( )� çäåñü èìååò

äðóãîé âèä:

U ix
T

ix N V ix( ) ( ) .� � 
 
�

�
�

�

�
� 
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� 0

2

1

2
(59)

Òî÷êà ïåðåâàëà x is � � äëÿ ôóíêöèè (59) óäîâëåòâîðÿ-

åò óðàâíåíèþ (ñð. ñ (36))

! � 
V N( )�
1

2
. (60)

2. Íà âòîðîì ýòàïå îñóùåñòâèì çàìåíó ïåðåìåííîé

èíòåãðèðîâàíèÿ x u� :

u U U ix V V ix ix N2 1

2
� � � � � � � 
 
�

�
�

�

�
�( ) ( ) ( ) ( ) ( )� � � ,

(61)

2
1

2
u du iU ix i V ix N� ! � � ! � � �%

&'
(

)*
( ) ( ) . (62)

3. Íàêîíåö, äåôîðìèðóåì êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ â

x-ïëîñêîñòè òàê, ÷òîáû îí ïðîõîäèë ÷åðåç òî÷êó ïåðå-

âàëà ïî ëèíèè íàèáûñòðåéøåãî ñïóñêà, êîòîðàÿ îïðå-

äåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì

Im [ ( )]U ix� � 0 .

Â ðåçóëüòàòå, âñå âìåñòå ïîçâîëÿåò ïðåîáðàçîâàòü èí-

òåãðàë (58) ê âèäó, â êîòîðîì

Z Z Z� 
0 1 , (63)

Z
du

iu

U u

0
2

2
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�
, (65)

à ÷åðåç iv îáîçíà÷åíî çíà÷åíèå ïåðåìåííîé u, îïðå-

äåëåííîé â (61), ñîîòâåòñòâóþùåå òî÷êå x i T� � 0 / :

v
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(66)

Ôóíêöèÿ f u( ) â ïîäûíòåãðàëüíîì âûðàæåíèè (65)

àíàëèòè÷íà â îêðåñòíîñòè òî÷êè u i� v:

f u
u

iU x u T ix u iu
( )

[ ( )] [ / ( ) / ]
�
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�
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0sh � v

, (67)

ãäå çàâèñèìîñòü x u( ) â (67) îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì

(61). Èíòåãðàë (64) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ôóíêöèþ îøèáîê

Z U0
21

2
� 
 �exp[ ( ) ] ( )� v vErfc

� �
1

2
0 0exp[ ( ) ] ( )V /T N /T� � Erfc v , (68)

äëÿ êîòîðîé, êàê èçâåñòíî [24], ñïðàâåäëèâû ðàâåí-

ñòâà

Erfc e Erfc( ) , ( )v

v

� ��
�

�
2

0 1
2

�
dx x ,

Erfc Erfc Erfc( ) , ( ) ( )�� � � � �2 2v v , (69)

à ïðè v �� 1— àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå
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Ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå èíòåãðàëà (65) íàõîäèì,

ðàçëàãàÿ â ðÿä Òåéëîðà ôóíêöèþ (67) â òî÷êå u � 0:
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Èç (62) ñëåäóåò, ÷òî dx/du iu/U ix� � !2 ( ). Â èòîãå, äëÿ

ôóíêöèè f u( ) è åå âòîðîé ïðîèçâîäíîé â òî÷êå u � 0
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(72)

Â ïðåäåëå T Tc� èìååì � ��� /T , v � 0. Òîãäà, ðàñ-

êðûâàÿ íåîïðåäåëåííîñòü ( )��� â òî÷êå v � 0, èç (72)

äëÿ îêðåñòíîñòè êðîññîâåðà ïîëó÷àåì
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Âêëàäû f ( )0 , !!f ( )0 , à òàêæå èõ îòíîøåíèå !!f /f( ) ( )0 0

óáûâàþò ñ ðîñòîì N . Ñòåïåíü óáûâàíèÿ îòíîøåíèÿ

!!f /f( ) ( )0 0 çàâèñèò îò àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ

ïðîèçâîäíûõ V p( )( )� , êîòîðîå, â ñâîþ î÷åðåäü, îïðå-

äåëÿåòñÿ êîíêðåòíûì âèäîì ñïåêòðà � l èëè ñïåêòðàëü-

íîé ïëîòíîñòè gl êàê ôóíêöèé l. Äëÿ ðàññìîòðåííîãî â

Ïðèëîæåíèè êâàäðàòè÷íîãî ïîòåíöèàëà óäåðæàíèÿ

ï ð î è ç â îä í û å V Np( ) ~ ï ð è p 	 3, V N N( ) ~ ln3 è

V Np p( ) /~ 3 ïðè p � 3. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî ïðåäñòàâ-

ëåíèÿ (68) è (71) äëÿ âêëàäîâ â ñòàòèñòè÷åñêóþ ñóììó

ÿâëÿþòñÿ äåéñòâèòåëüíî àñèìïòîòè÷åñêèìè ðàçëîæå-

íèÿìè ïî îáðàòíûì ñòåïåíÿì N äëÿ âñåõ òåìïåðàòóð,

âêëþ÷àÿ èõ êðèòè÷åñêóþ îáëàñòü T Tc~ .

Êàê âèäíî íà ðèñ. 2 è 4, äàæå ïðè îòíîñèòåëüíî ìà-

ëûõ (âïëîòü äî N ~ 100) êîëè÷åñòâàõ ÷àñòèö ðàñõîæ-

äåíèå ìåæäó òî÷íûì è ïðèáëèæåííûì, ñîîòâåòñò-

âóþùèì ïðåäñòàâëåíèþ (63), (68), (71), (72) äëÿ

ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû, âûðàæåíèÿìè äëÿ ôëóêòóàöèé

áîçå-êîíäåíñàòà íà ãðàôèêå íåðàçëè÷èìî. Ìîæíî ïî-

êàçàòü, ÷òî ïðè òåìïåðàòóðå íèæå Tc äàííîå ïðåäñòàâ-

ëåíèå ñîâïàäàåò ñ àñèìïòîòèêîé (56), à ïðè T Tc�
ïåðåõîäèò â (35). Êðèòè÷åñêàÿ îáëàñòü îïðåäåëÿåòñÿ

óñëîâèåì

| Erfc ( ) |v � �1 º, º << 1. (74)

Ïîëîæèâ, íàïðèìåð, º � �10 1, èç (74) íàõîäèì ãðàíè÷-

íîå çíà÷åíèå vº �1 16, è, èñïîëüçóÿ äëÿ V ( )� àñèìïòî-

òè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå (ñì. (Ï.21) â Ïðèëîæåíèè), äëÿ

êðèòè÷åñêîé îáëàñòè òåìïåðàòóð | |T T Tc� � , ïî-

ëó÷àåì

, ,
,

T

T N NBEC BEC

� �
�

�
��

�

�
��

�

�
�

�

�
�

#
# $

$
vº

2

2

3 1
1 2 1 3

( )

( )
/ /

�

1 3/
. (75)

Èç (75) âèäíî, ÷òî ýòà îáëàñòü ñ óâåëè÷åíèåì êîëè-

÷åñòâà ÷àñòèö â ñèñòåìå ñóæàåòñÿ âåñüìà ìåäëåííî.

Èíûìè ñëîâàìè, òåðìîäèíàìè÷åñêèé ïðåäåë äîñòè-

ãàåòñÿ ïðè î÷åíü áîëüøîì — N - 10 6 — èõ êîëè÷åñò-

âå. Íà ðèñ. 5 èçîáðàæåíà ýâîëþöèÿ âåëè÷èíû îòíîñè-

992 Ôèçèêà íèçêèõ òåìïåðàòóð, 2009, ò. 35, ¹ 10

A.È. Áóãðèé, Â.Ì. Ëîêòåâ
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Ðèñ. 4. Ðàçíîñòü ìåæäó ïðèáëèæåííûìè âûðàæåíèÿìè äëÿ

ôëóêòóàöèé è òî÷íûìè çíà÷åíèÿìè ( ) /� �n nex as0
2

0
2� N. Êðè-

âàÿ 1 ñîîòâåòñòâóåò (ñì. (72)) ãëàâíîìó àñèìïòîòè÷åñêîìó

âêëàäó f ( )0 , êðèâàÿ 2 — ó÷åòó àñèìïòîòè÷åñêîé ïîïðàâêè

!!f ( )0 .



òåëüíîé ôëóêòóàöèè ïëîòíîñòè áîçå-êîíäåíñàòà ïî

ìåðå èçìåíåíèÿ ïîëíîãî ÷èñëà ÷àñòèö â ñèñòåìå. Ïðè-

âåäåííûå çàâèñèìîñòè óáåäèòåëüíî äåìîíñòðèðóþò,

÷òî äàæå äëÿ ñèñòåìû ñ N .10 4 òåìïåðàòóðíîå ïîâå-

äåíèå ýòèõ ôëóêòóàöèé âñå åùå çàìåòíî îòëè÷àåòñÿ îò

ïðåäåëà N � �, â êîòîðîì

� �
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(76)

5. Çàêëþ÷åíèå

Êàê õîðîøî èçâåñòíî è óïîìèíàëîñü âûøå, â ñòàí-

äàðòíîé òåîðåòè÷åñêîé çàäà÷å î ÁÝÊ ëîâóøêîé ñëó-

æèò òðåõìåðíûé ÿùèê ñ ôèêñèðîâàííûì, ÷òî âàæíî,

îáúåìîì. Äëÿ íåãî òåìïåðàòóðà (â êâàíòîâîé øêàëå

# "� T / � box) îáðàçîâàíèÿ áîçå-êîíäåíñàòà èìååò âèä

#
$BEC

Nbox �
�

�
��

�

�
��( / )

/

3 2

2 3

, (77)

à â ðàññìîòðåííîé âûøå çàäà÷å ñ ëîâóøêîé, ãäå ïîòåí-

öèàë óäåðæàíèÿ êâàäðàòè÷åí è îáúåì íå çàäàí,

#
$BEC

Ntrap �
�

�
��

�

�
��( )

/

3

1 3

. (78)

Êàê âèäíî èç (77) è (78), çàâèñèìîñòè òåìïåðàòóðû

ÁÝÊ îò ÷èñëà ÷àñòèö â ñèñòåìå äëÿ ýòèõ äâóõ ñëó÷àåâ

ñóùåñòâåííî ðàçëè÷àþòñÿ. Äëÿ ÿùèêà õàðàêòåðíàÿ

ýíåðãèÿ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç îáúåì ñèñòåìû V è ìàññó M

÷àñòèöû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

�
�

"
�

box
V

�
2 2

2 32 / M
. (79)

Â ìàãíèòíîé æå ëîâóøêå îáúåì íå ôèêñèðîâàí è, áî-

ëåå òîãî, ìåíÿåòñÿ ñ èçìåíåíèåì òåìïåðàòóðû. Îïðå-

äåëèì ýôôåêòèâíûé ðàçìåð ñèñòåìû â ëîâóøêå ñ

êâàäðàòè÷íûì ïîòåíöèàëîì óäåðæàíèÿ êàê àìïëèòóäó

êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðà ñ ýíåðãèåé, ðàâíîé òåìïåðàòó-

ðå T . Òîãäà

Veff
�

4

3 2

3 2
�

"

T

M

�

�
�

�

�
�

/

. (80)

Òåïåðü, âûðàçèâ ÷èñëî ÷àñòèö ÷åðåç èõ ïëîòíîñòü


 
 0(N � V è ïîäñòàâèâ (79) â (77) è (80) â (78), äëÿ
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(81)

Èç (81) ñëåäóåò, ÷òî íà ÿçûêå ïëîòíîñòè ÷èñëà ÷àñòèö

òåìïåðàòóðû ÁÝÊ â ÿùèêå è ëîâóøêå áëèçêè íå òîëüêî

êà÷åñòâåííî, íî è êîëè÷åñòâåííî:

T

T

BEC

BEC

box

trap
�

%

&
'
'

(

)
*
*

1

2

3 3

4 3 2
1 13

2
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� $

$

( )

( / )
,

/

� . (82)

Â öåëîì, ñëåäóåò åùå ðàç ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ýéíøòåé-

íîâñêàÿ áîçå-êîíäåíñàöèÿ ïî ïðàâó ñ÷èòàåòñÿ îäíèì èç

ôóíäàìåíòàëüíûõ îòêðûòèé òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè. Íà-

èáîëåå ÿðêîé åãî ÷åðòîé ÿâëÿåòñÿ íå ïðîñòî íàêîïëåíèå

ìàêðîñêîïè÷åñêîãî êîëè÷åñòâà ÷àñòèö â îñíîâíîì ñî-

ñòîÿíèè ïðè îõëàæäåíèè èäåàëüíîãî áîçå-ãàçà, à òî, ÷òî

ýòîò ïðîöåññ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôàçîâîå ïðåâðàùåíèå

â ñèñòåìå íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ ìåæäó ñîáîé ÷àñòèö.

Ñêîðåå âñåãî, è òåðìèí «áîçå-êîíäåíñàöèÿ» ïîÿâèëñÿ

áëàãîäàðÿ àíàëîãèè (ñòðîãî ãîâîðÿ, íå âïîëíå êîððåê-

òíîé) ñ êîíäåíñàöèåé ïàðà â æèäêîñòü, îáñóæäàâøåéñÿ

Ýéíøòåéíîì â åãî ïèîíåðñêîé ðàáîòå [3].

Õîòÿ ôàçîâûå ïðåâðàùåíèÿ â ïðèðîäå âåñüìà ðàçíî-

îáðàçíû, îíè â òî æå âðåìÿ äåìîíñòðèðóþò óäèâèòåëü-

íóþ óíèâåðñàëüíîñòü: èçìåíåíèå òåðìîäèíàìè÷åñêèõ

ñâîéñòâ ñèñòåìû ïðîèñõîäèò ñêà÷êîîáðàçíî ïðè ïåðå-

ñå÷åíèè òåìïåðàòóðîé (èëè êàêèì-ëèáî èíûì êîíòðî-

ëèðóåìûì ïàðàìåòðîì) ñâîåãî êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ.

Ñ ôîðìàëüíîé òåîðåòèêî-ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ

ãëàâíûé âîïðîñ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, êàêèì îáðàçîì â èñ-

õîäíî àíàëèòè÷åñêèõ ïî òåìïåðàòóðå ôóíêöèÿõ ôîð-

ìèðóåòñÿ â òåðìîäèíàìè÷åñêîì ïðåäåëå ñèíãóëÿð-

íîñòü â êðèòè÷åñêîé òî÷êå Tc :

f T N f T T T f T T T
N

c c( , ) ( ) ( ) ( ) ( )� � 
 �
��

1 2/ / . (83)

ÁÝÊ, êàê òî÷íî ðåøàåìàÿ ìîäåëü, äàåò íà íåãî ïðîñ-

òîé îòâåò. Òàê, â ÁÊÀ ðîëü «ðàçìàçàííîé» /-ôóíêöèè,

ñîãëàñíî (13), èãðàåò âåëè÷èíà

Ê òåîðèè ôëóêòóàöèé áîçå-êîíäåíñàòà â ñèñòåìàõ êîíå÷íîãî ðàçìåðà

Ôèçèêà íèçêèõ òåìïåðàòóð, 2009, ò. 35, ¹ 10 993
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(84)

à â ÊÀ, êàê ýòî ñëåäóåò èç (68), òàêîâîé ÿâëÿåòñÿ

/ 1 1
$

$CÀ CÀ CÀx N x( ) ( ),
( )

( )
� � �

1

2

3

2 2
Erfc . (85)

Äëÿ îáîèõ ïðåäñòàâëåíèé (84) è (85) ïðè N � �
ïðåäåëîì ñëóæèò îáû÷íàÿ /-ôóíêöèÿ, îäíàêî ïðè êî-

íå÷íîé âåëè÷èíå N îíè âåäóò ñåáÿ ïî-ðàçíîìó. Íà

ðèñ. 6 âèäíî, ÷òî /CA áëèæå ê ñòóïåíüêå, ÷åì /GCA .

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî â ÊÀ òåðìîäè-

íàìè÷åñêèé ïðåäåë íàñòóïàåò íåñêîëüêî áûñòðåå, ÷åì

â ÁÊÀ.

Åñëè â êà÷åñòâå ôóíêöèè f T N( , ) â (83) âûáðàòü

óäåëüíóþ ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ

f T N
T

N
Z( , ) ln� � ,

òî â îáîèõ àíñàìáëÿõ êàê f T1( ), òàê è f T2( ) îäèíàêîâû,

îòêóäà ñëåäóåò âûâîä îá ýêâèâàëåíòíîñòè àíñàìáëåé:

f T
T

T
f T

T

TBEC

T

BEC

1

4

3 2
4

4

3

4

3 3
( )

( )

( )
, ( )

( )

( )

/

� � � �
$

$ $

�Li e
.

(86)

Õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë � â (86) êàê ôóíêöèÿ òåìïåðà-

òóðû è ïëîòíîñòè ÷èñëà ÷àñòèö äàåòñÿ ðåøåíèåì

óðàâíåíèÿ

T TT
BEC

3
3

33Li e( ) ( )/� $� ,

ãäå Li k z( ) — ïîëèëîãàðèôìû (ñì. (Ï.12), Ïðèëîæå-

íèå). Îäíàêî óäåëüíûå ôëóêòóàöèè áîçå-êîíäåíñàòà â

ðàçíûõ àíñàìáëÿõ îêàçûâàþòñÿ ðàçíûìè:

â ÁÊÀ

lim
,

,N

c

cN

T T

T T��
�

� 	�
�
�

�n ïðè

ïðè >

0
2

0

à â ÊÀ

lim
( )

( )
( )

N
BEC

c
N

T

T
T T

��
� �

� $

$
/

n 0
2 3

3

2

3
.

Ñàìî ïî ñåáå íàêîïëåíèå ÷àñòèö íà íèæàéøåì óðîâ-

íå — ïðÿìîå è äîñòàòî÷íî òðèâèàëüíîå ñëåäñòâèå

áîçå-ñòàòèñòèêè, î÷åâèäíîå èç âèäà ôîðìóë äëÿ ñðåäíèõ

÷èñåë çàïîëíåíèÿ (5). Íî êîãäà ðå÷ü èäåò î ôàçîâîì ïå-

ðåõîäå, íóæíî çàòðîíóòü è âîïðîñ î òåðìîäèíàìè÷åñêîì

ïðåäåëå: íàïðèìåð, äîñòàòî÷íî ëè êîëè÷åñòâà ÷àñòèö

N �10 3 äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðèáëèçèòüñÿ ê íåìó? Óòî÷íèì,

êñòàòè, ÷òî ïîä òåðìîäèíàìè÷åñêèì ïðåäåëîì ïðèíÿòî

ïîäðàçóìåâàòü ñòðåìëåíèå îáúåìà ñèñòåìû ê áåñêîíå÷-

íîñòè ïðè ïîñòîÿíñòâå ðàçëè÷íûõ ïëîòíîñòåé (íàïðè-

ìåð, ïëîòíîñòè ÷èñëà ÷àñòèö
) è ôèêñèðîâàííîé òåìïå-

ðàòóðå. Íî è îáúåì, è ïëîòíîñòü, è òåìïåðàòóðà —

âåëè÷èíû ðàçìåðíûå: 1 ìåòð ïî÷òè «áåñêîíå÷åí», åñëè

åãî èçìåðÿòü â àíãñòðåìàõ. Ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðåòè÷åñ-

êîé ôèçèêè, âñÿêèé ïðåäåë ñëåäóåò ôîðìóëèðîâàòü íà

ÿçûêå áåçðàçìåðíûõ âåëè÷èí, à èõ â çàäà÷å î áîçå-êîí-

äåíñàöèè èäåàëüíîãî ãàçà âñåãî äâå: ïîëíîå ÷èñëî ÷àñ-

òèö â ñèñòåìå N è òåìïåðàòóðà â êâàíòîâîé øêàëå

# "� T / � . Ïîýòîìó òåðìîäèíàìè÷åñêèé ïðåäåë — ýòî

ïðåæäå âñåãî N � �, à â êà÷åñòâå ïëîòíîñòåé íóæíî

ðàññìàòðèâàòü îòíîøåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ ýêñòåíñèâ-

íûõ âåëè÷èí ê ïîëíîìó ÷èñëó ÷àñòèö. Àñèìïòîòè÷åñêèå

ïîïðàâêè ê ïðåäåëó N � � â ðàññìîòðåííîé çàäà÷å èìå-

þò ïîðÿäîê N �1 3/ , òàê ÷òî, êàçàëîñü áû, òåðìîäèíà-

ìè÷åñêèé ïðåäåë äîñòèãàåòñÿ ñ 10% òî÷íîñòüþ, åñëè

N �10 3. Íî ñ äðóãîé ñòîðîíû, òåìïåðàòóðà ÁÝÊ ïðè

òàêîì êîëè÷åñòâå ÷àñòèö ñîïîñòàâèìà ñ ýíåðãèåé îñíîâ-

íîãî ñîñòîÿíèÿ � 0 (íàïîìíèì, ÷òî â äàííîé çàäà÷å

Tc � 6 0� ïðè N �10 3), ÷òî íèêàê íå ïîçâîëÿåò ãîâîðèòü

î ìàêðîñêîïè÷åñêîì ìàñøòàáå ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí.

Â ñâÿçè ñ ýòèì çàìåòèì, ÷òî ïðè óäåðæàíèè àòîìîâ

ùåëî÷íûõ ìåòàëëîâ â ìàãíèòíûõ ëîâóøêàõ ïðîöåäóðà

ïðèãîòîâëåíèÿ êîãåðåíòíîãî ñîñòîÿíèÿ èç N ÷àñòèö

ñîïðîâîæäàåòñÿ ñëîâîì «îõëàæäåíèå», âèäèìî, ÷òîáû

îòðàçèòü åå òåðìîäèíàìè÷åñêóþ ïðèðîäó. Ìåæäó òåì,

íè îáúåì, íè òåìïåðàòóðó, íè, òåì áîëåå, ñïåêòðàëüíóþ

ïëîòíîñòü ÷èñëà ÷àñòèö íåëüçÿ ñ íåîáõîäèìîé òî÷íîñ-

òüþ êîíòðîëèðîâàòü èç-çà íåäîñòàòêà òåõíè÷åñêèõ âîç-

ìîæíîñòåé äà è ïî ïðèíöèïèàëüíûì ïðè÷èíàì: ÷òî

òàêîå òåìïåðàòóðà â êâàíòîâûõ ìàñøòàáàõ T ~ � 0?

Ïîýòîìó â ñâåòå èçëîæåííûõ ðåçóëüòàòîâ ïðåäñòàâëÿ-

åòñÿ âïîëíå îáîñíîâàííûì âûâîä, ñîãëàñíî êîòîðîìó

óòâåðæäåíèå î íàáëþäåíèè èñòèííîé ÁÝÊ â ýòèõ, íå-

ñîìíåííî, âûäàþùèõñÿ ýêñïåðèìåíòàõ ñëåäîâàëî áû

âîñïðèíèìàòü ñ èçâåñòíîé ñòåïåíüþ îñòîðîæíîñòè.
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Ðèñ. 6. Ïîâåäåíèå ñãëàæåííûõ /-ôóíêöèé ïðè N �102.

Êðèâàÿ 1 — /CA x( ), êðèâàÿ 2 — /GCA x( ) .



Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ïîääåðæêå ãðàí-

òîâ SCOPES SNSF, ôðàíöóçñêî-óêðàèíñêèõ ïðîãðàìì

«Äí³ïðî» — ïðîåêò Ì17-2009, PICS CNRS è ÍÀÍ

Óêðàèíû 2009–2011, ïðîãðàììû ÍÀÍ Óêðàèíû «Íà-

íîñòðóêòóðíûå ñèñòåìû, íàíîìàòåðèàëû, íàíîòåõíî-

ëîãèè» — 10/7-Í, à òàêæå öåëåâîé ïðîãðàììû Îòäåëå-

íèÿ ôèçèêè è àñòðîíîìèè ÍÀÍ Óêðàèíû.

Ïðèëîæåíèå

Ôóíêöèÿ W ( )� (32) è åå ïðîèçâîäíûå W p( )( )� îïðå-

äåëÿþòñÿ ðÿäàìè âèäà h l
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×òîáû ðÿä (Ï.1) ñõîäèëñÿ, ôóíêöèÿ h l( ) äîëæíà óáû-

âàòü ñ ðîñòîì l íå ìåäëåííåå, ÷åì l�1. Äëÿ ñòåïåííîé

ôóíêöèè h l l( ) ~ �1 åå ïðîèçâîäíûå h lp( )( ) âåäóò ñåáÿ
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Çàìåòèì, ÷òî îïòèìàëüíîå ÷èñëî ÷ëåíîâ â àñèìïòîòè-

÷åñêîì ðàçëîæåíèè (Ï.5) îïðåäåëÿåòñÿ âèäîì êîýôôè-

öèåíòîâ cl . Ïîýòîìó âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà J ìîæíî

âûïîëíèòü c ïîìîùüþ (Ï.5) ñ ëþáîé íàïåðåä çàäàí-

íîé òî÷íîñòüþ, óâåëè÷èâàÿ m.

Ïðèìåíèì äàííûé ïðèåì ê âû÷èñëåíèþ ëîãàðèô-

ìà ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû (2). Çäåñü ôóíêöèÿ h l( ) èìå-

åò âèä
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Ïðè ýòîì âêëàä (Ï.4) ïðèîáðåòàåò ñëåäóþùèé âèä:

J
dx

g ix
x

ix
�



� �

%

&

'
'

(

)

*
�

� � �

�2 1
1

2

0

1
2

1

2

e
Im ) ln e

�

2 #
( ( )

( )/

*
�

�

ln
[ ( )] ( ) ( ) .

#
2 #

�12
2

12

0

1
2

1
2

1




� � � 

�

��
dx

g ix ix O
xe

Im ln

(Ï.18)
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On the theory of Bose-condensate fluctuations

in finite size systems

A.I. Bugrij and V.M. Loktev

An asymptotic expansion for the grand partition

function of ideal Bose gas in the canonical ensem-

ble with an arbitrary number of particles is ob-

tained. It is shown that the expressions found are

valid in the whole temperature region, the critical

temperature included. A comparison between the

asymptotic formulas for Bose-condensate fluctua-

tions and the exact ones is carried out and their

quantitative agreement is established.

PACS: 05.30.Jp Boson systems;

75.30.Ds Spin waves;

75.70.–i Magnetic properties of thin films,

surfaces, and interfaces.

Keywords: Bose-condensation, fluctuation, critical

temperature, crossover, canonical ensembles, finite

sizes.
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