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Ïðåäëîæåíî íîâîå îáúåäèíåííîå óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ, îïèñûâàþùåå P–�–T-äàííûå
4
He ñ ïî-

ãðåøíîñòüþ ïî äàâëåíèþ P ~ %�1 â èíòåðâàëå ïðèâåäåííûõ ïëîòíîñòåé îò –1 äî +1 è ïðèâåäåííûõ

òåìïåðàòóð îò –0,3 äî +0,3. Îáúåäèíåííîå óðàâíåíèå P T( , )� , âïåðâûå çàïèñàííîå â ÿâíûõ ôóíêöèÿõ îò

ïëîòíîñòè � è òåìïåðàòóðû T, âêëþ÷àåò ðåãóëÿðíîå óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ äëÿ àïïðîêñèìàöèè äàííûõ

âíå êðèòè÷åñêîé îáëàñòè, íåïàðàìåòðè÷åñêîå ìàñøòàáíîå óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ, àäåêâàòíî ïðåäñòàâ-

ëÿþùåå P–�–T -äàííûå âáëèçè êðèòè÷åñêîé òî÷êè ïàðîîáðàçîâàíèÿ è êðîññîâåðíóþ ôóíêöèþ ïåðåõî-

äà, îáúåäèíÿþùóþ äâà ðàçíûõ óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ. Â êà÷åñòâå êðîññîâåðíîé ôóíêöèè ïðåäëîæåíà

êëàññè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ãàøåíèÿ ôëóêòóàöèé ïëîòíîñòè è òåìïåðàòóðû, õàðàêòåðíûõ äëÿ êðèòè÷åñêîé

îáëàñòè. Â êà÷åñòâå ðåãóëÿðíîé ÷àñòè îáúåäèíåííîãî óðàâíåíèÿ èñïîëüçîâàíû óíèâåðñàëüíîå ñåìè-

êîíñòàíòíîå óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ Êàïëóíà–Ìåøàëêèíà, à òàêæå íîâîå êóáè÷åñêîå ïÿòèêîíñòàíòíîå

óðàâíåíèå. Â îáúåäèíåííîì óðàâíåíèè ñîñòîÿíèÿ âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ðàâåíñòâà íóëþ ïåðâîé è

âòîðîé ïðîèçâîäíîé îò äàâëåíèÿ ïî ïëîòíîñòè â êðèòè÷åñêîé òî÷êå; èìååòñÿ áèíîäàëü è ñïèíîäàëü.

Çàïðîïîíîâàíî íîâå îá’ºäíàíå ð³âíÿííÿ ñòàíó, ùî îïèñóº P–�–T -äàí³
4
He ç ïîãð³øí³ñòþ ïî òèñêó

P ~ %�1 â ³íòåðâàë³ íàâåäåíèõ ãóñòèí â³ä –1 äî +1 òà íàâåäåíèõ òåìïåðàòóð â³ä –0,3 äî +0,3. Îá’ºäíà-

íå ð³âíÿííÿ P T( , )� , ÿêå óïåðøå çàïèñàíî â ÿâíèõ ôóíêö³ÿõ â³ä ù³ëüíîñò³ � ³ òåìïåðàòóðè T , âêëþ÷àº

ðåãóëÿðíå ð³âíÿííÿ ñòàíó äëÿ àïðîêñèìàö³¿ äàíèõ ïîçàêðèòè÷íîþ îáëàñòþ, íåïàðàìåòðè÷íå ìàñøòàá-

íå ð³âíÿííÿ ñòàíó, ùî àäåêâàòíî ïðåäñòàâëÿº P–�–T -äàí³ ïîáëèçó êðèòè÷íî¿ òî÷êè ïàðîòâîðåííÿ òà

êðîñîâåðíó ôóíêö³þ ïåðåõîäó, ÿêà ïîºäíóº äâà ð³çíèõ ð³âíÿííÿ ñòàíó. Ó ÿêîñò³ êðîñîâåðíî¿ ôóíêö³¿

çàïðîïîíîâàíî êëàñè÷íó ôóíêö³þ ãàñ³ííÿ ôëóêòóàö³é ù³ëüíîñò³ òà òåìïåðàòóðè, ÿê³ õàðàêòåðí³ äëÿ

êðèòè÷íî¿ îáëàñò³. ßê ðåãóëÿðíó ÷àñòèíó îá’ºäíàíîãî ð³âíÿííÿ âèêîðèñòàíî óí³âåðñàëüíå ñåìè-

êîíñòàíòíå ð³âíÿííÿ ñòàíó Êàïëóíà–Ìåøàëê³íà, à òàêîæ íîâå êóá³÷íå ï’ÿòèêîíñòàíòíå ð³âíÿííÿ.

Ó îá’ºäíàíîìó ð³âíÿíí³ ñòàíó âèêîíóþòüñÿ óìîâè ð³âíîñò³ íóëþ ïåðø³é òà äðóã³é ïîõ³äíèõ â³ä òèñêó

ïî ù³ëüíîñò³ â êðèòè÷í³é òî÷ö³; º á³íîäàëü òà ñï³íîäàëü.

PACS: 05.70.Ce Òåðìîäèíàìè÷åñêèå ôóíêöèè è óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ;
05.70.Jk ßâëåíèÿ â êðèòè÷åñêîé òî÷êå;
51.30.+i Òåðìîäèíàìè÷åñêèå ñâîéñòâà, óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ;
64.10.+h Îáùàÿ òåîðèÿ óðàâíåíèé ñîñòîÿíèÿ è ôàçîâîå ðàâíîâåñèå.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ðåãóëÿðíîå óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ, ñêåéëèíã, êðîññîâåðíàÿ ôóíêöèÿ, àïïðîêñèìàöèÿ
PVT-äàííûõ, ãåëèé, êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà.

1. Ââåäåíèå

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ èçâåñòíî äîñòàòî÷íî ìíîãî ðàç-

íûõ êëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñîñòîÿíèÿ (ÓÑ), êî-

òîðûå îïèñûâàþò ïîâåäåíèå òåðìîäèíàìè÷åñêèõ

ñâîéñòâ æèäêîñòåé è ãàçîâ, â òîì ÷èñëå è
4
He, â ðàç-

ëè÷íûõ îáëàñòÿõ ïî ïëîòíîñòè è òåìïåðàòóðå (ñì.,

íàïðèìåð, [1–7]). Â èõ ÷èñëî âõîäÿò êëàññè÷åñêèå êó-

áè÷åñêèå ÓÑ òèïà óðàâíåíèÿ Âàí äåð Âààëüñà, èìåþ-

ùèå êðèòè÷åñêóþ òî÷êó, èç ñîâðåìåííûõ — íàèáîëåå

óäà÷íûå òðåõêîíñòàíòíûå ÓÑ (ÓÑ Êàïëóíà–Ìåøàë-
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êèíà [8], Patel–Teja [9]) èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ïðåäñòàâ-

ëåíèÿ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ñâîéñòâ ìíîãèõ ïðîñòûõ

ãàçîâ ïðè òåìïåðàòóðàõ è äàâëåíèÿõ, äàëåêèõ îò êðè-

òè÷åñêèõ çíà÷åíèé. Äëÿ ñëîæíîé òåðìîäèíàìè÷åñêîé

P–�–T-ïîâåðõíîñòè
4
He, êîòîðûé ïðè íèçêèõ òåìïå-

ðàòóðàõ, ïîìèìî îáû÷íîé êðèòè÷åñêîé òî÷êè æèä-

êîñòü–ïàð (~5,19 Ê), èìååò òàêæå ïðè ~2,19 Ê �-òî÷êó

ôàçîâîãî ïåðåõîäà â ñâåðõòåêó÷åå ñîñòîÿíèå, äî ñèõ

ïîð íå ïðåäëîæåíî ôèçè÷åñêè îáîñíîâàííîãî óðàâíå-

íèÿ ñîñòîÿíèÿ, îõâàòûâàþùåãî îáëàñòè ðåãóëÿðíîãî è

ñèíãóëÿðíîãî ïîâåäåíèÿ ñèñòåìû ïðè T � 3 6, Ê. Ñó-

ùåñòâóþùèå ÓÑ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ìíîãî÷ëåííûå

ïîëèíîìû èç öåëûõ è íåöåëûõ ñòåïåíåé, íà âûáîð êî-

òîðûõ âëèÿåò ëèøü ìàêñèìàëüíîå ïðàâäîïîäîáèå

îïèñàíèÿ îñíîâíûõ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ñâîéñòâ ñèñ-

òåìû. Õàðàêòåðíûì íåäîñòàòêîì òàêèõ ÓÑ ÿâëÿåòñÿ

áîëüøîå (ïîðÿäêà 100) êîëè÷åñòâî ïîäãîíî÷íûõ êîí-

ñòàíò è ðåçêèé ðîñò ïîãðåøíîñòè îïèñàíèÿ âíå îáëàñ-

òè èõ îïðåäåëåíèÿ.

Ñóùåñòâóþùèå óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ñ íåáîëüøèì

êîëè÷åñòâîì ïîäãîíî÷íûõ êîíñòàíò, ÷ëåíû êîòîðûõ

èìåþò ôèçè÷åñêèé ñìûñë, ñâÿçàííûé ñ ìîäåëüþ ïî-

òåíöèàëà ìåæìîëåêóëÿðíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, òàêæå

íå äàþò ñèíãóëÿðíîãî ïîâåäåíèÿ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ

ñâîéñòâ â êðèòè÷åñêîé îáëàñòè ïàðîîáðàçîâàíèÿ. Èç

áîëüøîãî ÷èñëà ÓÑ ñ 4-ìÿ è áîëåå ïîäãîíî÷íûìè êîí-

ñòàíòàìè óêàæåì ëèøü íà íàèáîëåå ôèçè÷åñêè îá-

îñíîâàííûå óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ: ÓÑ Patel–Teja [9]

ñ òåìïåðàòóðíîé çàâèñèìîñòüþ ÷ëåíà, îòâå÷àþùåãî

ïðèòÿæåíèþ ìåæäó ìîëåêóëàìè [10], è ñåìèêîíñòàíò-

íîå ÓÑ Êàïëóíà–Ìåøàëêèíà [11], åäèíîå äëÿ ãàçîâûõ

è æèäêèõ ñîñòîÿíèé âåùåñòâà, âèä êîòîðîãî ïîëó÷åí ñ

ïîìîùüþ ìîäåëüíîãî ïîòåíöèàëà ìåæìîëåêóëÿðíîãî

âçàèìîäåéñòâèÿ. Ó ýòèõ óðàâíåíèé äëÿ ôàêòîðà ñæè-

ìàåìîñòè z Pv RT� / (P — äàâëåíèå, � �1/ v — ïëîò-

íîñòü, v — óäåëüíûé îáúåì, T — òåìïåðàòóðà, R — ãà-

çîâàÿ ïîñòîÿííàÿ) âîçìîæíî çíà÷åíèå â êðèòè÷åñêîé

òî÷êå zc < 1/3, ÷òî õàðàêòåðíî äëÿ áîëüøèíñòâà ãàçîâ

(äëÿ
4
He zc ~ 0,302). Ýòî ïîçâîëÿåò âûáðàòü zc â êà÷åñ-

òâå áåçðàçìåðíîãî ïîäãîíî÷íîãî ïàðàìåòðà íàðÿäó ñ

Pc è Tc , â îòëè÷èå îò ìíîãèõ äðóãèõ ÓÑ (íàïðèìåð, ó

ÓÑ Âàí äåð Âààëüñà zc � 3 8/ [12], ó òðåõêîíñòàíòíîãî

ÓÑ Êàïëóíà–Ìåøàëêèíà [8] zc � 1/3 ïðè ëþáûõ çíà-

÷åíèÿõ ïîäãîíî÷íûõ êîíñòàíò). Êàê ïðàâèëî, íàèëó÷-

øàÿ ïîäãîíêà êîíñòàíò óðàâíåíèé ñîñòîÿíèÿ, äëÿ êî-

òîðûõ zc �1 3/ , ê P–�–T-äàííûì â øèðîêîé îáëàñòè

ñîñòîÿíèé ñèñòåì, äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâî ýòî íåðà-

âåíñòâî, ïðèâîäèò ê ñäâèãó êðèòè÷åñêîé òî÷êè, ò.å. ê

ðàñ÷åòíûì çíà÷åíèÿì Pc , Tc è Vc , êîòîðûå çàìåòíî îò-

ëè÷àþòñÿ îò èõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ âåëè÷èí. Êðîìå

ýòîãî, êëàññè÷åñêèå ìîäåëè äëÿ ÓÑ, íåñìîòðÿ íà äî-

âîëüíî òî÷íûå ïðåäñêàçàíèÿ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ

ñâîéñòâ âäàëè îò êðèòè÷åñêîé òî÷êè ïàðîîáðàçîâà-

íèÿ, íå ïðåäñêàçûâàþò ñèíãóëÿðíîãî ïîâåäåíèÿ òåð-

ìîäèíàìè÷åñêèõ ôóíêöèé â êðèòè÷åñêîé îáëàñòè.

Êàê èçâåñòíî, âáëèçè êðèòè÷åñêèõ òî÷åê æèä-

êîñòü–ïàð àíîìàëüíî âîçðàñòàþò ôëóêòóàöèè ïëîòíîñ-

òè è ýíòðîïèè. Ó÷åò âçàèëîäåéñòâèÿ ýòèõ ôëóêòóàöèé

ïðèâîäèò ê óíèâåðñàëüíûì çàêîíàì ñèíãóëÿðíîãî ïî-

âåäåíèÿ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ñâîéñòâ â òî÷êå ôàçîâîãî

ïåðåõîäà II ðîäà, ê êîòîðîé îòíîñÿòñÿ �-òî÷êà è êðèòè-

÷åñêàÿ òî÷êà
4
He (òåîðèÿ ìàñøòàáíîé èíâàðèàíò-

íîñòè — ñêýéëèíã), ñì., íàïðèìåð, [13]. Ïîêàçàòåëè

ôóíêöèé (êðèòè÷åñêèå èíäåêñû), îïèñûâàþùèå ñèí-

ãóëÿðíîå ïîâåäåíèå, áûëè âû÷èñëåíû Âèëüñîíîì

[14]. Ïðè àïïðîêñèìàöèè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ

ýòèìè ôóíêöèÿìè îêàçàëîñü, ÷òî â íåàñèìïòîòè÷åñ-

êîé îáëàñòè äëÿ óìåíüøåíèÿ ïîãðåøíîñòè îïèñàíèÿ

íåîáõîäèìû ïîïðàâêè [13], ñâÿçàííûå ñ ïðîÿâëåíèåì

ðåãóëÿðíîãî ïîâåäåíèÿ ñèñòåìû âäàëè îò êðèòè÷åñêîé

òî÷êè. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ðàáîòû â îñíîâíîì ïîñâÿ-

ùåíû ïîëó÷åíèþ íåàñèìïòîòè÷åñêèõ ìàñøòàáíûõ

ÓÑ [15,16], íî òàêèå ÓÑ ïðè ìàëûõ ïëîòíîñòÿõ íå ïå-

ðåõîäÿò â óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ èäåàëüíîãî ãàçà [17].

Êðîìå òîãî, ïðåäëàãàåìûå ìàñøòàáíûå ÓÑ, êàê ïðà-

âèëî, îñíîâàíû íà ïàðàìåòðè÷åñêîì ÓÑ Ñêîôèëäà [18],

êîòîðîå íå ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ÿâíûå çàâèñèìîñòè

äàâëåíèÿ îò � è T è ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííûì òðóä-

íîñòÿì ïðè ïðàêòè÷åñêîì ïðèìåíåíèè. Íåäàâíî íàìè

[19–21] âïåðâûå áûëî ïîëó÷åíî ìàñøòàáíîå ÓÑ ñ òðå-

ìÿ ïîäãîíî÷íûìè êîíñòàíòàìè, êîòîðîå â àíàëèòè÷åñ-

êîì âèäå îïèñûâàåò äàâëåíèå è òåïëîåìêîñòü
4
He â

äîñòàòî÷íî øèðîêîì èíòåðâàëå ïî ïëîòíîñòè âîêðóã

êðèòè÷åñêîé òî÷êè ñ ïîãðåøíîñòüþ, ñðàâíèìîé ñ ýêñ-

ïåðèìåíòàëüíîé. ßâíàÿ çàâèñèìîñòü äàâëåíèÿ îò � è T

ïîçâîëÿåò ðåøàòü çàäà÷ó îáúåäèíåíèÿ ðåãóëÿðíîãî

ÓÑ ñ ìàñøòàáíûì ÓÑ äëÿ ðàñøèðåíèÿ îáëàñòè îïèñà-

íèÿ èçîòåðì ãåëèÿ.

Äëÿ ðàñøèðåíèÿ îáëàñòè îïèñàíèÿ ìíîãèå èññëå-

äîâàòåëè (ñì., íàïðèìåð, [22–24]) ïûòàëèñü ñîåäè-

íèòü ìàñøòàáíîå óðàâíåíèå ñ ðàçëîæåíèåì Ëàíäàó

[12] èëè ñ óðàâíåíèåì òèïà Âàí äåð Âààëüñà. Íàèáî-

ëåå óäà÷íûìè îêàçàëèñü ðàáîòû [25,26], ãäå íà îñíîâå

ôîðìû ñâîáîäíîé ýíåðãèè, ïîëó÷åííîé äëÿ ÓÑ Pa-

tel–Teja [9] â ðåíîðìàëèçîâàííûõ ïåðåìåííûõ, ïåðå-

õîäÿùèõ â îáû÷íûå T è� ïðè óäàëåíèè îò êðèòè÷åñêîé

òî÷êè ñ ïîìîùüþ ïàðàìåòðè÷åñêîé êðîññîâåðíîé

ôóíêöèè Êèñåëåâà [25], ïîëó÷åíû åäèíûå êðîññîâåð-

íûå ÓÑ äëÿ âñåé îáëàñòè ñîñòîÿíèé. Àâòîðû [26] ïî-

êàçàëè íà ïðèìåðå ÑÎ2 è ñåìè óãëåâîäîðîäíûõ ãàçîâ,

÷òî òàêîå ÓÑ óñïåøíî âîñïðîèçâîäèò îáëàñòü ñîñòîÿ-

íèé ãàç–æèäêîñòü è êðèòè÷åñêóþ òî÷êó ñ ïîãðåøíîñ-

òüþ ìåíåå 2%. Áîëüøèì íåäîñòàòêîì ýòîãî ÓÑ ÿâëÿ-

åòñÿ íåâîçìîæíîñòü ïîëó÷åíèÿ åãî â ÿâíîì âèäå äàæå

êàê ôóíêöèè ïàðàìåòðà ñêåéëèíãà — «ðàññòîÿíèÿ» îò

êðèòè÷åñêîé òî÷êè, òàê êàê ñàì ïàðàìåòð, îò êîòîðîãî

çàâèñèò êðîññîâåðíàÿ ôóíêöèÿ, íàõîäèòñÿ èç ñëîæíî-

948 Ôèçèêà íèçêèõ òåìïåðàòóð, 2009, ò. 35, ¹ 10

Ï.Ï. Áåçâåðõèé, Â.Ã. Ìàðòûíåö, Ý.Â. Ìàòèçåí



ãî íåÿâíîãî óðàâíåíèÿ ñ äðîáíûìè ïîêàçàòåëÿìè äëÿ

êàæäîé ïàðû ýêñïåðèìåíòàëüíûõ çíà÷åíèé T è �. Ïî-

ýòîìó â [26] ïðèâåäåíî äàâëåíèå P T( , )� ëèøü â âèäå

îáùåé òåðìîäèíàìè÷åñêîé ïðîèçâîäíîé îò ñâîáîäíîé

ýíåðãèè Ãåëüìãîëüöà ïî îáúåìó, ÷òî ñèëüíî ñíèæàåò

öåííîñòü ýòîãî óðàâíåíèÿ äëÿ øèðîêîãî ïðèìåíåíèÿ.

Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå îáú-

åäèíåííîãî ÓÑ (ÎÓÑ) â ÿâíîì àíàëèòè÷åñêîì âèäå,

âûðàæàþùåì äàâëåíèå ÷åðåç ýêñïåðèìåíòàëüíûå çíà-

÷åíèÿ T, � â øèðîêîé îáëàñòè ãàçîâûõ è æèäêèõ ñîñòî-

ÿíèé, ñ ìèíèìàëüíî íåîáõîäèìûì ÷èñëîì ñèñòåì-

íî-çàâèñèìûõ ïîäãîíî÷íûõ ïàðàìåòðîâ. Äëÿ ýòîé

öåëè ìû èñïîëüçóåì íàèáîëåå óäà÷íûå óðàâíåíèÿ: â

îáëàñòè ðåãóëÿðíûõ ÓÑ — ýòî ÓÑ Patel–Teja [7], ÓÑ

Êàïëóíà–Ìåøàëêèíà [8,11], à â îáëàñòè ìàñøòàáíûõ

ÓÑ — íåïàðàìåòðè÷åñêîå ÓÑ [19–21] ñ òðåìÿ ïîä-

ãîíî÷íûìè êîíñòàíòàìè. Â êà÷åñòâå êðîññîâåðíîé

ôóíêöèè, îáúåäèíÿþùåé ðåãóëÿðíîå è ìàñøòàáíîå

óðàâíåíèÿ, ìû ïðåäëàãàåì êëàññè÷åñêóþ ôóíêöèþ ãà-

øåíèÿ ôëóêòóàöèé òåìïåðàòóðû è ïëîòíîñòè, îïðåäå-

ëÿþùóþ îáëàñòü âëèÿíèÿ êðèòè÷åñêèõ ôëóêòóàöèé â

îêðåñòíîñòè êðèòè÷åñêîé òî÷êè [12].

2. Ðåãóëÿðíûå óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ äîñòàòî÷íî òî÷íîãî îïèñàíèÿ ðàç-

ðåæåííûõ è ïëîòíûõ ãàçîâûõ ñîñòîÿíèé èñïîëüçîâà-

íî ïÿòèêîíñòàíòíîå êóáè÷åñêîå ÓÑ, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ

êîìáèíàöèåé ÓÑ Patel–Teja (ÐÒ) [9] è òðåõêîíñòàíòíî-

ãî ÓÑ Êàïëóíà–Ìåøàëêèíà (ÊÌ3) [8], êîòîðûå ñ ïî-

ãðåøíîñòüþ 1–3% (ñì. [8,26]) îïèñûâàþò P–�–T-äàííûå

ìíîãèõ âåùåñòâ âäàëè îò èõ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê.

ÓÑ Patel–Teja [9] èìååò ñëåäóþùóþ ôîðìó:

P RT v b a a T v v b d v b� � � � 	 	 �/ ( ) ( ) / [ ( ) ( )]0 , (1)

ãäå a, b, d — ïîäãîíî÷íûå êîíñòàíòû. Òåìïåðàòóðíàÿ

çàâèñèìîñòü a T0 ( ), îïðåäåëÿþùàÿ ïîâåäåíèå äàâëå-

íèÿ íà êðèòè÷åñêîé èçîõîðå, âçÿòà â ôîðìå, ïðåäëî-

æåííîé â [10]:

a T k k T T T T T Tc c c0 1 2
21 1 0 7 1( ) { [ ( / )( , / )]( / )} ,� 	 	 	 � �

(2)

ãäå k2 — ñèñòåìíî-çàâèñèìàÿ ïîäãîíî÷íàÿ êîíñòàíòà,

Tc — êðèòè÷åñêàÿ òåìïåðàòóðà, ïàðàìåòð k1 ðàññ÷èòû-

âàåòñÿ ñ ïîìîùüþ àöåíòðè÷åñêîãî ôàêòîðà w äëÿ äàí-

íîãî ãàçà:

k w w w1
2 30 378893 1 4897153 0 17131848 0 0196554� 	 	, , – , , .

(3)

Êóáè÷åñêîå ÓÑ ÊÌ3 [8] èìååò ñëåäóþùèé âèä:

P
RT

v
c v b a v� 	 � �[ / ( )] /1 2 . (4)

ÓÑ (1) è (4) äîñòàòî÷íî õîðîøî îáîñíîâàíû è îïè-

ñûâàþò ýêñïåðèìåíòàëüíûå P–�–T-äàííûå â ðàçðå-

æåííûõ è ïëîòíûõ ãàçàõ ïðè íåçàâèñèìûõ ïîäãîíî÷-

íûõ êîíñòàíòàõ. Íåäîñòàòêîì îáîèõ óðàâíåíèé ïðè

àïïðîêñèìàöèè äàííûõ ñ íåçàâèñèìûìè êîíñòàíòàìè

ÿâëÿåòñÿ íåñîâïàäåíèå êðèòè÷åñêîé òî÷êè ÓÑ ñ ýêñïå-

ðèìåíòàëüíûìè çíà÷åíèÿìè Pc , � c , Tc , ñóùåñòâåííî

ïðåâîñõîäÿùåå ïîãðåøíîñòü èõ îïðåäåëåíèÿ. Àíàëèç

ýòèõ óðàâíåíèé ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ ÓÑ PT (1) âîçìîæ-

íû çíà÷åíèÿ ôàêòîðà ñæèìàåìîñòè â êðèòè÷åñêîé òî÷-

êå zc � 1/3, à äëÿ ÓÑ ÊÌ3 (4) zc âñåãäà áîëüøå 1/3,

õîòÿ îíî ëó÷øå [8], ÷åì ÓÑ (1), îïèñûâàåò ôàêòîð

ñæèìàåìîñòè z T( , )� ïðè óìåðåííûõ ïëîòíîñòÿõ. Êðî-

ìå òîãî, åñëè ïîòðåáîâàòü ñîâïàäåíèÿ êðèòè÷åñêîé

òî÷êè ÓÑ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûì çíà÷åíèåì, ò.å. íàëî-

æèòü íà ïîäãîíî÷íûå êîíñòàíòû òðè óñëîâèÿ â êðèòè-

÷åñêîé òî÷êå:

P Tc c( , )� �Pc , ( / )
 
 �P Tc
� 0, (
 
 �2 2 0P Tc

/ )� , (5)

òî íåçàâèñèìûõ êîíñòàíò äëÿ ïîäãîíêè äàííûõ âíå

êðèòè÷åñêîé îáëàñòè äëÿ ÓÑ ÐÒ (1) âñåãî îäíà (k2 ),

äëÿ ÓÑ ÊÌ3 (4) âñå êîíñòàíòû îïðåäåëåíû óñëîâèÿìè

(5) è âîçìîæíûì ìèíèìàëüíûì çíà÷åíèåì zc . Ýòî

ðåçêî ñíèæàåò òî÷íîñòü îïèñàíèÿ èçîòåðì äàâëåíèÿ

âäàëè îò êðèòè÷åñêîé òî÷êè. Äëÿ îïèñàíèÿ P–�–T-ïî-

âåðõíîñòè ðåãóëÿðíûì ÓÑ òèïà Âàí äåð Âààëüñà ìû

ïðåäëàãàåì â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïÿòèêîíñòàíòíîå êó-

áè÷åñêîå ÓÑ, ÿâëÿþùååñÿ êîìáèíàöèåé ÓÑ (1) è (4),

÷òî ïîçâîëÿåò îáúåäèíèòü èõ äîñòîèíñòâà:

P RT c b a a T b� 	 � � 	 	� � � � �[ / ( )] ( ) / [( ) /1 1 11 1 1 0 1
2

	 �d b1 11( ) / ]� � . (6)

Çäåñü a1, b1, c1, d1 — ïîäãîíî÷íûå êîíñòàíòû, a T0 ( )

äàåòñÿ ôîðìóëîé (2) ñ ïîäãîíî÷íîé êîíñòàíòîé k2 .

Ïðèâåäåì ÓÑ (6) ê áåçðàçìåðíîìó âèäó ñ ïîìîùüþ

ïðåîáðàçîâàíèé

z
P

RT
c

c

c c

�
�

, a a
P

z RT

c

c c

� 1 2( )
, b

b P

z RT

c

c c

� 1 ,

c
c P

z RT

c

c c

� 1 , d
d P

z RT

c

c c

� 1 ,
(7)

ïîñëå ÷åãî óðàâíåíèå (6) ïðèìåò âèä

P

P z

c

bc c

�
	 	

	
	

� 	

�

�


�

�
� �

( )( ) ( )

( )

1 1
1

1

1 1

� � �

�

� �

�

�
� 	

	 	 	 	 � �

a a

z b d b bc

0
21

1 1 1 1

( )( )

[ ( ) ( )( )]

� �

� � �

�

� � �
, (8)

ãäå �� � � �� �( ) / ,c c � � �( ) / ,T T Tc c a0 (�= 0) = 1. Óñëî-

âèÿ (5) äëÿ ÓÑ (8) â êðèòè÷åñêîé òî÷êå (� = 0, �� � 0,

P Pc/ �1) ïîñëå ãðîìîçäêèõ ïðåîáðàçîâàíèé ñâîäÿòñÿ

ê âûðàæåíèÿì íà a, c è d â çàâèñèìîñòè îò zc è b:

Óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ 4He, âêëþ÷àþùåå ðåãóëÿðíóþ è ñêåéëèíãîâñêóþ ÷àñòè
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a z c b b d bdc� � 	 � 	 	 �[ / ( )]( )1 1 1 ,

c z
b b d bd

b d bd b b
c�

� 	 	 	

	 	 � 	 	

( ) [ ( ) ]

( )

1 1 3

2 3 3

3

2
,

(9)

ãäå d íàõîäèòñÿ èç ðåøåíèÿ êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ:

z b d bz z b bc c c( ) [ ( ) ( )1 2 1 3 13 2 3� � 	 	 � 	 � 	

	 � � � � �3 3 2 1 3 02 3b b b d b zc] ( ) . (10)

Ñëåäîâàòåëüíî, êðîìå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ âåëè÷èí

Pc , Tc , zc , ïðè ïîäãîíêå ÓÑ (8) ê P T� -äàííûì îïðåäå-

ëÿþòñÿ åùå 2 ñèñòåìíî-çàâèñèìûå êîíñòàíòû b è k2 .

Êàê ïîêàçûâàåò íàø îïûò ïðèìåíåíèÿ ÓÑ (8) äëÿ

àïïðîêñèìàöèè äàííûõ â øèðîêîé îáëàñòè ñîñòîÿíèé,

âêëþ÷àþùåé êðèòè÷åñêóþ òî÷êó, ýòî óðàâíåíèå, êàê

è ëþáîå êóáè÷åñêîå óðàâíåíèå, ïëîõî îïèñûâàåò îá-

ëàñòü æèäêèõ ñîñòîÿíèé (� � 0, �� � 0 5, ). Ó÷èòûâàÿ ýòî,

â êà÷åñòâå ðåãóëÿðíîãî ÓÑ ìû èñïîëüçîâàëè òàêæå íå-

äàâíî ïðåäëîæåííîå äëÿ ãàçîâûõ è æèäêèõ ñîñòîÿíèé

ñåìèêîíñòàíòíîå ÓÑ Êàïëóíà–Ìåøàëêèíà (ÊÌ7), êî-

òîðîå óñïåøíî ðàáîòàåò â èíòåðâàëå –1 < �� � 1,5

[11]. Â áåçðàçìåðíîé ôîðìå ýòî óðàâíåíèå èìååò âèä

P

P zc c

�
	 	

�
( )( )1 1�� �

� � 	 � 	 �
	

	
	[ ( )( ) ( ) ( )( )1 1 1

1

1
1 3 4C f C f C� � � � � �

�

�
� � �

�

	
	

	
	 	 	C C C5 6 7

1

1
1 1� �

�

�
� �( ) ( ) exp ( ( ))]�

�
� � ,

(11)

ãäå ôóíêöèÿ f ( ) exp ( / ( ))–� �� � 	1 1 1, à ôóíêöèÿ � �( )�
èìååò îäèí ïîäãîíî÷íûé ïàðàìåòð Ñ0 :

� � � �( ) ( ) ( / )( )� � �� � 	 	 � 	 	1 2 1 3 1 2 1 2zc

	 � � 	 � 	4 1 6 1 12 3
0

5( / )( ) ( )z z Cc c � �� � . (12)

Èìååòñÿ íåñêîëüêî âàðèàíòîâ ñâÿçûâàíèÿ òðåõ èç ñå-

ìè ïîäãîíî÷íûõ êîíñòàíò ÓÑ (11) ñ ïîìîùüþ óñëîâèé

(5) â êðèòè÷åñêîé òî÷êå. Íàèëó÷øàÿ àïïðîêñèìàöèÿ

äàííûõ [27] ïîëó÷àåòñÿ ïðè ñëåäóþùèõ âûðàæåíèÿõ

äëÿ ðàñ÷åòà êîíñòàíò C4 , C5 , C6 ÷åðåç zc è îñòàëüíûå

ïîäãîíî÷íûå êîíñòàíòû C0 , C1, C3 , C7 :

C
z

C C

c
6

7 7

1 1 2 3 0 0

0 0
�

� � 	 �� �

� �� �

( )( ( ) / ( ))

( ( ) / ( )) exp

� �

� � ( )C7

, (13)

C z Cc5 31 2 0 1 1� � � 	 � � �( ) / ( ) [ exp ( ) ]�

� �C C C6 7 7 0exp ( ) / ( )� , (14)

C z C Cc4 1 31 1 1 0 1 1� � � � � � � � 	[ exp ( ) ] ( )[ exp ( ) ]�

	 	C C C5 6 70�( ) exp ( ) . (15)

Â óðàâíåíèÿõ (13)–(15) �( )0 , �� ( )0 , ��� ( )0 — ôóíêöèÿ

�� ��� (12) è åå äâå ïåðâûå ïðîèçâîäíûå ïî ïëîòíîñòè

ïðè �� = 0.

Âûáîð ÓÑ (8) èëè ÓÑ (11) â êà÷åñòâå ðåãóëÿðíîé

ñîñòàâëÿþùåé äëÿ îáúåäèíåííîãî óðàâíåíèÿ ñîñòîÿ-

íèÿ çàâèñèò îò îáëàñòè àïïðîêñèìàöèè äàííûõ è êîí-

êðåòíîãî ãàçà. Íà ðèñ. 1 ïîêàçàíû (äëÿ ñðàâíåíèÿ) ïî-
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Ðèñ. 1. Îòêëîíåíèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàâëåíèé îò ðàñ-

÷åòíûõ çíà÷åíèé ïî ðåãóëÿðíûì óðàâíåíèÿì â
4
He: ïî êó-

áè÷åñêîìó ÓÑ (8) (b � 0,37825, k2 = –0,14277), �� = 1,76%

(�), ïî ÓÑ ÊÌ7 (11) (C0 = 0,04332, C1 =0,28362, C3 =

= 2,4552, C7 = 0,82944), �� = 1,33% (�). Ïðè ïîäãîíêå èñ-

ïîëüçîâàíû 20 èçîòåðì (îò 5,06 äî 5,38 Ê) â èíòåðâàëå

–0,5 < �� < 0,5, äàííûå [27] è èçîòåðìû 6 è 8 Ê, ïîëó÷åí-

íûå â èíòåðâàëå � � �1 1�� ïî èíòåðïîëÿöèîííîìó óðàâ-

íåíèþ NIST [30].

Òàáëèöà 1. Ñðåäíåêâàäðàòè÷íàÿ ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè

� ðàçíûìè óðàâíåíèÿìè ñîñòîÿíèÿ P–�–T -äàííûõ äëÿ 4He [27]

è ñîâìåñòíûõ äàííûõ [27], [30] (0,05 < P < 2 ÌÏà)

Óðàâíåíèå
Ïîäãîíî÷íûå

êîíñòàíòû

�/Pc, % (�%)

–0,5 < �� < 0,5

–0,030 < � < 0,035

–1 < �� < 1

–0,03 < � < 0,54

ÓÑ (8) a, b, c, d, k2 0,31 3,64

ÓÑ (8) + ðàñ÷åò a,

c, d ïî (9), (10)
b, k2 + (Pc, zc, Tc) 1,04 (1,76)

ÓÑ ÊÌ7 (11)–(12)
Ñ0, Ñ1, Ñ3, Ñ4,

Ñ5, Ñ6, Ñ7
0,33 0,87

ÓÑ ÊÌ7 (11)–(12)

+ ðàñ÷åò Ñ4, Ñ5,

Ñ6 ïî (13)–(15)

Ñ0, Ñ1, Ñ3, Ñ7 +

+ (Pc, zc, Tc)
0,90 (1,33)

ÎÓÑ (21) ïðè Pclas

ïî ÓÑ (8)–(10)

b, k2, M–ap, m, k,

�, � +(Pc, zc, Tc)
0,17 1,38 (1,2)

ÎÓÑ (21) ïðè Pclas

ïî ÓÑ (11)–(15)

Ñ0, Ñ1, Ñ3, Ñ7,

M–ap, m, k, �, ���

+ (Pc, zc, Tc)

0,13 0,98 (0,24)



ãðåøíîñòè îïèñàíèÿ äàííûõ ïî
4
He [27] êóáè÷åñêèì

ÓÑ (8) ñ óñëîâèÿìè (9), (10) è ÓÑ ÊÌ7 (11) ñ óñëîâèÿ-

ìè (13)–(15) äëÿ èíòåðâàëà àïïðîêñèìàöèè � �1 �� ��.

Îáà óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ èìåþò ñèñòåìàòè÷åñêèå îò-

êëîíåíèÿ äî 4% (ïðè |��| ~ 0,6) îò ðåàëüíîé P–�–T-ïî-

âåðõíîñòè, îáóñëîâëåííûå âûïîëíåíèåì óñëîâèé (5)

â êðèòè÷åñêîé òî÷êå. Ñðåäíåêâàäðàòè÷íàÿ ïîãðåø-

íîñòü � îïèñàíèÿ P–�–T äàííûõ ðåãóëÿðíûìè ÓÑ (1),

(8) è (11) ñ óñëîâèÿìè (5) è áåç íèõ äëÿ ðàçíûõ èíòåð-

âàëîâ ïðèâåäåíà â òàáë. 1. Íåñìîòðÿ íà ìåíüøóþ �,

ïîëó÷àåìóþ áåç ó÷åòà óñëîâèé (5), ðåãóëÿðíûå ÓÑ ñ

íåçàâèñèìûìè ïîäãîíî÷íûìè êîýôôèöèåíòàìè â

ýòîì ñëó÷àå èìåþò ñìåùåííóþ êðèòè÷åñêóþ òî÷êó è

ïîãðàíè÷íóþ êðèâóþ.

3. Ìàñøòàáíîå óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ

Ìàñøòàáíûå ÓÑ ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ ñèì-

ìåòðè÷íûõ ñèñòåì â îáëàñòè èõ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê

ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ II ðîäà, òàêèõ, íàïðèìåð, êàê ìî-

äåëü Èçèíãà. Ôèçè÷åñêèå îñíîâàíèÿ ïðèìåíåíèÿ ìàñ-

øòàáíûõ ÓÑ, êàê è âñåé òåîðèè ñêåéëèíãà, çàêëþ÷à-

þòñÿ â ó÷åòå êîëëåêòèâíûõ âçàèìîäåéñòâèé ðàçâèòûõ

ôëóêòóàöèé [13] â òî÷êå ôàçîâîãî ïåðåõîäà II ðîäà,

÷òî ïðèâîäèò ê ñèíãóëÿðíîìó ïîâåäåíèþ òåðìîäèíà-

ìè÷åñêèõ ïðîèçâîäíûõ (â ÷àñòíîñòè, òåïëîåìêîñòè) ñ

íåöåëûìè êðèòè÷åñêèìè èíäåêñàìè, êîòîðîå áûëî îá-

íàðóæåíî â ýêñïåðèìåíòàõ. Ìîäèôèêàöèè ýòèõ óðàâ-

íåíèé, ó÷èòûâàþùèå ïîïðàâêè íà íåàñèìïòîòè÷åñêîå

ïîâåäåíèå è àñèììåòðèþ ðåàëüíûõ æèäêîñòåé, ðàñ-

øèðèëè îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ ñêýéëèíãà [16,17,28], îä-

íîâðåìåííî óñëîæíèâ èõ âèä, òàê òàê îíè èñïîëüçóþò

ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå Ñêîôèëäà [18].

Â ýòîé ðàáîòå ìû èñïîëüçîâàëè ïðîñòîå íåïàðà-

ìåòðè÷åñêîå ìàñøòàáíîå ÓÑ äëÿ ôëþèäîâ, ÿâíî âû-

ðàæàþùåå çàâèñèìîñòü äàâëåíèÿ îò �, ��, êîòîðîå

ïðèãîäíî íå òîëüêî äëÿ îïèñàíèÿ P–�–T-äàííûõ, íî è

òåïëîåìêîñòè â êðèòè÷åñêîé îáëàñòè [19–21]. Ýòî

óðàâíåíèå èìååò ñëåäóþùèé âèä:

P P k q qc p/ ( ) | |� � � 	
	

�

�
�

�

�
 	�1 1

1

1! "� �
"
"

�� � �

	 	 	 �k q p( | | ) ( )/� � � �# !� � �1 2

� 	 	 � 	 �$ �k x q x dx M a Cp p s( | | ) ( ) / ( )/

0

1 2 2

��
# ! %� � � % .

(16)

Çäåñü !, # è " — êðèòè÷åñêèå èíäåêñû ñæèìàåìîñòè

âäîëü êðèòè÷åñêîé èçîõîðû, ïîãðàíè÷íîé êðèâîé è

êðèòè÷åñêîé èçîòåðìû ñîîòâåòñòâåííî; m, k, ( )M a p�
— ñèñòåìíî-çàâèñèìûå ïîäãîíî÷íûå êîíñòàíòû

( /M s T Pc c c& , sc — êðèòè÷åñêàÿ ýíòðîïèÿ íà åäèíèöó

îáúåìà, a p — êîíñòàíòà ïðåîáðàçîâàíèé Ïîêðîâñêîãî

[13]), C k qs p� ' �#! % # #( , ) /1 2 2 , ' �( , )% #1 2 — áýòà-ôóíê-

öèÿ Ýéëåðà, çíà÷åíèå êîòîðîé ïðè % � 0,11, # � 0,3255

ðàâíî 2,6396, % ! #� 2 2– – . Âåëè÷èíà q m k� ( / ) /1 ! â

ÓÑ (16) ÿâëÿåòñÿ êîýôôèöèåíòîì â çàâèñèìîñòè äëÿ ïî-

ãðàíè÷íîé êðèâîé (áèíîäàëè) â êðèòè÷åñêîé îáëàñòè

� � #� – | | /q � 1 , (17)

à q p = 4,0015q — êîýôôèöèåíòîì êðèâîé, íà êîòîðîé

ðàñõîäèòñÿ òåïëîåìêîñòü Cv â ëàáèëüíîé îáëàñòè (òàê

íàçûâàåìàÿ S -ñïèíîäàëü [19]):

� � (�) #� – |q p � . (18)

Ñâÿçü ìåæäó q p è q [20] ñëåäóåò èç çíà÷åíèé óíèâåð-

ñàëüíîãî îòíîøåíèÿ êðèòè÷åñêèõ àìïëèòóä ñæèìàå-

ìîñòè è êðèòè÷åñêèõ èíäåêñîâ, ïðèíÿòûõ â íàñòîÿùåå

âðåìÿ äëÿ òðåõìåðíîé ñèñòåìû Èçèíãà (ñì., íàïðè-

ìåð, [16]). Ñïèíîäàëü (êðèâàÿ, îãðàíè÷èâàþùàÿ îá-

ëàñòü ëàáèëüíûõ ñîñòîÿíèé, íà êîòîðîé ðàñõîäèòñÿ

ñæèìàåìîñòü ( / )
 
�� �P ), äëÿ ÓÑ (16), èìååò òàêóþ

æå ôîðìó, ÷òî è áèíîäàëü (17), íî ñ êîýôôèöèåíòîì

q qs � 2 4196, [21].

Çàìåòèì, ÷òî ïðèìåíåíèå ÓÑ (16) íåóäîáíî ïðè àï-

ïðîêñèìàöèÿõ P–�–T-äàííûõ èç-çà íàëè÷èÿ â íåì èí-

òåãðàëà. Òàê êàê èíäåêñ ! áëèçîê ê åäèíèöå, ðàçëî-

æåíèå ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ â (16) ïî ìàëîé

â êðèòè÷åñêîé îáëàñòè âåëè÷èíå q xp | | //1 # �, ñ ó÷åòîì,

÷òî â (16) èíòåãðàë íà íèæíåì ïðåäåëå ðàâåí

� ��Cs� %%( ) / ( )2 2 , äàåò â êà÷åñòâå ïåðâîãî ïðèáëè-

æåíèÿ âèä ÓÑ, óäîáíûé äëÿ àïïðîêñèìàöèè P–�–T-

äàííûõ:

P P k q qc p/ ( ) | |� � � 	
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(19)

Óðàâíåíèå (19) ñîäåðæèò âñåãî 3 ïîäãîíî÷íûå êîí-

ñòàíòû, êðîìå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ çíà÷åíèé Pc ,� c , Tc ,

êîòîðûå, êàê èçâåñòíî, äîëæíû îïðåäåëÿòüñÿ êëàññè-

÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè ñîñòîÿíèÿ. Äëÿ àäåêâàòíîãî

ñðàâíåíèÿ ñ äðóãèìè ñèñòåìàìè íàìè ïðèíÿòî, ÷òî

çíà÷åíèÿ êðèòè÷åñêèõ èíäåêñîâ íå ÿâëÿþòñÿ ïîäãî-

íî÷íûìè êîíñòàíòàìè è âçÿòû èç òðåõìåðíîé ìîäåëè

Èçèíãà [16]: # � 0,3255, ! �1239, , " ! # #� 	 �( ) / 4,806.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðèáëèæåííîå âûðàæåíèå

äëÿ èíòåãðàëà, ïðèìåíåííîå â ÓÑ (19), íåïðèãîäíî

â ïðåäåëå � * 0 è �� * –1 (ðàçëîæåíèå èíòåãðàëà â

(16) â ýòîì ïðåäåëå âåäåòñÿ ïî îáðàòíîé âåëè÷èíå

� ) #q xp | | /1 ). Ïðè � � 0è �� � –1ìîæíî ïîëó÷èòü òî÷íîå

çíà÷åíèå P P k q q qc p p/ [( ) ] / ( )� 	 � � 	1 1! ! " , êîòîðîå

ìåíüøå, ÷åì ïî ÓÑ (19). Êàê è ëþáûå ìàñøòàáíûå

Óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ 4He, âêëþ÷àþùåå ðåãóëÿðíóþ è ñêåéëèíãîâñêóþ ÷àñòè
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óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ, ÓÑ (19) õîòÿ è íå îáëàäàåò ïðå-

äåëîì èäåàëüíîãî ãàçà, íî àïïðîêñèìèðóåò äàííûå â

êðèòè÷åñêîé îáëàñòè ñ ïîãðåøíîñòüþ, íå ïðåâîñõîäÿ-

ùåé ýêñïåðèìåíòàëüíîé îøèáêè èçìåðåíèé [29].

4. Îáúåäèíåííîå óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ

Äëÿ îáúåäèíåíèÿ ðåãóëÿðíîãî ÓÑ (8) èëè (11) ñ

ìàñøòàáíûì ÓÑ (19) íàìè ïðèìåíåíà â êà÷åñòâå

êðîññîâåðíîé ôóíêöèè øèðîêî èçâåñòíàÿ â òåðìîäè-

íàìèêå êëàññè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ âåðîÿòíîñòè ãàøåíèÿ

(âîçíèêíîâåíèÿ) ôëóêòóàöèé òåìïåðàòóðû è ïëîòíîñ-

òè â íåêîòîðîé òî÷êå ñîñòîÿíèÿ T, � [12, ñ. 371]:

Y �exp (– – )�� + �2 2� . (20)

Çäåñü �, �� èìåþò ñìûñë «ðàññòîÿíèÿ» îò êðèòè÷åñêîé

òî÷êè, ïîäãîíî÷íûå êîíñòàíòû �, + îïðåäåëÿþò îá-

ëàñòü âëèÿíèÿ êðèòè÷åñêèõ ôëóêòóàöèé. Îáúåäèíåí-

íîå ÓÑ ïðè ýòîì èìååò ñëåäóþùèé âèä:

P P Y P P YP Pc c c/ ( ) / /� � 	1 clas scal , (21)

ãäå Pclas , Pscal — âêëàäû â äàâëåíèå ïî ðåãóëÿðíîìó è

ìàñøòàáíîìó óðàâíåíèÿì ñîñòîÿíèé. Ôèçè÷åñêèå

îñíîâàíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ çàêëþ÷àþòñÿ â ñóùåñòâî-

âàíèè ïðåäåëà èäåàëüíîãî ãàçà è ðåãóëÿðíîì ïîâåäå-

íèè âäàëè îò êðèòè÷åñêîé îáëàñòè, êîòîðîå ïëàâíî ïå-

ðåõîäèò â ñêåéëèíãîâñêèå çàâèñèìîñòè âáëèçè

êðèòè÷åñêîé òî÷êè. Âûïîëíåíèå óñëîâèé (5) â êðèòè-

÷åñêîé òî÷êå äëÿ ÎÓÑ (21) ïðèâîäèò ê ñîâïàäåíèþ

êðèòè÷åñêîé òî÷êè ðåãóëÿðíîãî ÓÑ ñ êðèòè÷åñêîé

òî÷êîé ìàñøòàáíîãî ÓÑ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî Pc , Tc , � c

ÿâëÿþòñÿ êëàññè÷åñêèìè âåëè÷èíàìè, ïîñêîëüêó â

ìàñøòàáíîì óðàâíåíèè (19) èõ çíà÷åíèÿ íå îïðåäåëÿ-

ëèñü, à áûëè ýêñïåðèìåíòàëüíûìè èëè íàõîäèëèñü

êàê ïîäãîíî÷íûå ïàðàìåòðû.

5. Ðåçóëüòàòû àïïðîêñèìàöèè

Äëÿ ïðîâåðêè ðàáîòîñïîñîáíîñòè ÎÓÑ (21) íåîá-

õîäèìî èìåòü ýêñïåðèìåíòàëüíûå P–�–T-äàííûå äëÿ
4
He, ïîëó÷åííûå æåëàòåëüíî îäíèì ñïîñîáîì â øèðî-

êîì èíòåðâàëå ïî �, �� ñ äîñòàòî÷íî âûñîêîé òî÷íîñ-

òüþ íå òîëüêî âäàëè îò êðèòè÷åñêîé òî÷êè ïàðîîáðà-

çîâàíèÿ, íî è â êðèòè÷åñêîé îáëàñòè. Ê òàêèì äàííûì

îòíîñèòñÿ ðàáîòà [27]. Îäíàêî äàæå ýòè ðåçóëüòàòû, ê

ñîæàëåíèþ, ïîëó÷åíû â èíòåðâàëå –0,5 < �� < 0,5 è

ïîêðûâàþò èíòåðâàë òåìïåðàòóð âñåãî îò � �– 0,03 äî

� = 0,03 (553 òî÷êè, 20 èçîòåðì, P äî 0,27 ÌÏà). Äëÿ

ðàñøèðåíèÿ èíòåðâàëà äî –1 < �� < 1 íàìè ïðîâåäåíà

ñîâìåñòíàÿ îáðàáîòêà äàííûõ [27] è èçîòåðì 6 è 8 Ê,

ðàññ÷èòàííûõ ïî èíòåðïîëÿöèîííîìó óðàâíåíèþ

NIST [30] ñ òî÷íîñòüþ ± 1% (633 òî÷êè, P äî 2 ÌÏà,

–0,03 < � < 0,54).

Ïðè àïïðîêñèìàöèè äàííûõ íàìè èñïîëüçîâàíû

çíà÷åíèÿ Pc , � c , Tc , ðåêîìåíäîâàííûå â ðàáîòàõ

[27,31] äëÿ
4
He (Tc � 5,1968 Ê, Pc = 0,227195 ÌÏà,� c �

= 69,56 êã/ì
3
). Çíà÷åíèå àöåíòðè÷åñêîãî ôàêòîðà äëÿ

4
He (w = – 0,382) âçÿòî èç [30].

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîäãîíî÷íûõ êîíñòàíò ÓÑ ïðèìå-

íÿëè ñòàíäàðòíûé ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ (äëÿ

ëèíåéíûõ ñèñòåì íîðìàëüíûõ óðàâíåíèé) è ìåòîä

êîíôèãóðàöèé (äëÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé). Ñðåäíå-

êâàäðàòè÷íàÿ ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè �îöåíèâà-

ëàñü ñîãëàñíî ôîðìóëå

� � � �, ( ) / ( ), ,P P N ni i

N

exp calc
2

1

,

ãäå N — ÷èñëî òî÷åê ìàññèâà äàííûõ, n — ÷èñëî ïîä-

ãîíÿåìûõ ïàðàìåòðîâ, P Pi i,exp ,– calc — íåâÿçêà ìåæäó

ýêñïåðèìåíòàëüíûì è ðàñ÷åòíûì çíà÷åíèåì äàâëå-

íèÿ. Ïðè èçìåíåíèè äàâëåíèÿ â øèðîêèõ èíòåðâàëàõ

ïî � è T áîëåå ÷åì â 5–10 ðàç, ìèíèìèçèðîâàëñÿ òàêæå

è ïðîöåíòíûé âêëàä íåâÿçîê â êâàäðàòè÷íûé ôóíêöè-

îíàë îøèáîê, ïðè ýòîì

�% , , ,[( ) / ] / ( ) ,� � � �, P P P N ni i i

N

exp calc exp %2

1

100 .

Ïîñêîëüêó èíòåðâàë àïïðîêñèìàöèè äàííûõ âêëþ-

÷àåò ãàçîâûå, æèäêèå ñîñòîÿíèÿ è êðèòè÷åñêóþ îá-

ëàñòü, íàìè ñíà÷àëà ïðîâåäåíà ñðàâíèòåëüíàÿ àïïðîê-

ñèìàöèÿ ðåãóëÿðíûìè ÓÑ P–�–T-äàííûõ äëÿ
4
He [27],

ñì. òàáë. 1. Äëÿ âñåõ ÓÑ, óêàçàííûõ â òàáëèöå zc< 1/3

è ïðè ïîäãîíêàõ, ïðèíÿòî ýêñïåðèìåíòàëüíîå çíà÷å-

íèå zc = 0,30245 äëÿ
4
He. Íà ðèñ. 1 ïîêàçàíî, ÷òî ïðè

|��| ~ 0,5 èìåþòñÿ ñèñòåìàòè÷åñêèå (äî 4%) îòêëîíå-

íèÿ èçîòåðì ðåãóëÿðíûõ ÓÑ (8) è ÊÌ7 (11) îò äàííûõ
4
He, ñâÿçàííûå ñ âûïîëíåíèåì óñëîâèé (5). Ïîýòîìó �

çíà÷èòåëüíî âûøå ýêñïåðèìåíòàëüíîé ïîãðåøíîñòè

èçìåðåíèé ïî äàâëåíèþ (0,01% [27]). Ñðàâíåíèå ëè-

íåéíûõ îòêëîíåíèé â èíòåðâàëå –1 < �� < 1 ïîçâîëÿåò

çàêëþ÷èòü, ÷òî ÓÑ ÊÌ7 (11) èíòåðïîëèðóåò äàííûå
4
He ëó÷øå, ÷åì ÓÑ (8). Ïðè |��| < 0,5 ýòè ðåãóëÿðíûå

ÓÑ îäèíàêîâî õîðîøè äëÿ èíòåðïîëÿöèè, õîòÿ ó ÓÑ

ÊÌ7 (11) íà äâà ïîäãîíî÷íûõ êîýôôèöèåíòà áîëüøå,

÷åì ó ÓÑ (8). Ïîýòîìó ýòè óðàâíåíèÿ èñïîëüçîâàëèñü

íàìè êàê ðåãóëÿðíàÿ ÷àñòü äàâëåíèÿ (Pclas) äëÿ ÎÓÑ

(21).

Â òàáë. 1 ïðèâåäåíû òàêæå äëÿ ñðàâíåíèÿ � àïïðîê-

ñèìàöèè äàííûõ
4
He îáúåäèíåííûì ÓÑ (21), â ñîñòàâ

êîòîðîãî âêëþ÷åíà ðåãóëÿðíàÿ ÷àñòü Pclas ïî êóáè÷åñ-

êîìó ÓÑ (8) èëè ïî ÓÑ ÊÌ7 (11). Ñîîòâåòñòâóþùèå

ïîäãîíî÷íûå êîýôôèöèåíòû ÎÓÑ ïðèâåäåíû â òàáë. 2

è 3 äëÿ ðàçíûõ èíòåðâàëîâ èíòåðïîëÿöèè ïî ïëîòíîñ-

òè è òåìïåðàòóðå. Î÷åâèäíî, ÎÓÑ ïðåäñòàâëÿåò ïîâå-

äåíèå èçîòåðì çíà÷èòåëüíî òî÷íåå, ÷åì ðåãóëÿðíûå

952 Ôèçèêà íèçêèõ òåìïåðàòóð, 2009, ò. 35, ¹ 10

Ï.Ï. Áåçâåðõèé, Â.Ã. Ìàðòûíåö, Ý.Â. Ìàòèçåí



ÓÑ, íå òîëüêî â êðèòè÷åñêîé îáëàñòè è â êðèòè÷åñêîé

òî÷êå, íî è âî âñåé îáëàñòè ïëîòíîñòåé, âêëþ÷àÿ ãàçî-

âûå è æèäêèå ñîñòîÿíèÿ. Îäíàêî ñóäèòü ïî âåëè÷èíå �
î ïðèãîäíîñòè ÎÓÑ äëÿ ïðåäñêàçàíèÿ ïîâåäåíèÿ èçî-

òåðì äàâëåíèÿ ãåëèÿ â òåõ îáëàñòÿõ ñîñòîÿíèÿ, êîòî-

ðûå íå âõîäèëè â èíòåðâàëû àïïðîêñèìàöèè, íå ñî-

âñåì êîððåêòíî, ïîñêîëüêó � â ñðåäíåì â 3 ðàçà

ìåíüøå ìàêñèìàëüíîãî îòêëîíåíèÿ ðàñ÷åòíîé èçîòåð-

ìû îò ýêñïåðèìåíòà è íå äàåò ïðåäñòàâëåíèÿ î ñèñòå-

ìàòè÷åñêèõ îòêëîíåíèÿõ õîäà èçîòåðì. Ïîýòîìó íà

ðèñ. 2 ïîêàçàíû ëèíåéíûå îòêëîíåíèÿ äëÿ ðàñ÷åòíîãî

äàâëåíèÿ (â %) ïî ÎÓÑ ñ ðåãóëÿðíûì êóáè÷åñêèì ÓÑ

(8) (a) è ïî ÎÓÑ ñ ðåãóëÿðíûì ÓÑ ÊÌ7 (á) äëÿ
4
He ïðè

ñîâìåñòíîé ïîäãîíêå òî÷íûõ äàííûõ [27], è èçîòåðì

6 è 8 Ê â èíòåðâàëå –1< �� �1(èíòåðïîëÿöèîííàÿ ïðî-

ãðàììà áàçû äàííûõ NIST, ïîãðåøíîñòü ± 1%) [30].

Êàê âèäíî íà ðèñ. 2, îñíîâíóþ ïîãðåøíîñòü îïèñàíèÿ

âíîñÿò íåòî÷íûå èíòåðïîëÿöèîííûå äàííûå [30] (òðå-

óãîëüíèêè), îïèñàíèå æå äàííûõ [27] ïðîâîäèòñÿ íà

óðîâíå ïîãðåøíîñòè èõ èçìåðåíèé îáîèìè âèäàìè

ÎÓÑ. ×åðíûìè êðóæêàìè îòìå÷åíû èçîòåðìû 6 è 8 Ê

èç [32], êîòîðûå íå áûëè âêëþ÷åíû â ìàññèâ äàííûõ

ïðè ïîäãîíêå êîíñòàíò ÎÓÑ. Ñðàâíèâàÿ ðèñ. 1 è ðèñ. 2,

Óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ 4He, âêëþ÷àþùåå ðåãóëÿðíóþ è ñêåéëèíãîâñêóþ ÷àñòè
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Òàáëèöà 2. Êîíñòàíòû ÎÓÑ (21) ñ ðåãóëÿðíîé ÷àñòüþ Pclas ïî

êóáè÷åñêîìó ÓÑ (8) è ñðåäíåêâàäðàòè÷íàÿ ïîãðåøíîñòü �îïè-

ñàíèÿ P–�–T -äàííûõ äëÿ 4He [27,30]

Êîíñòàíòû

Èíòåðâàëû

–0,03 < � < 0,03 –0,03 < � < 0,54

–0,5 < �� < 0,5 –1 < �� < 1

k2 –0,13245 –0,12789

b 0,38059 0,36151

a(b) 1,50322 1,49592

c(b) 0,12953 0,141753

d(b) 0,4478 0,415459

M–ap 4,03478 3,96964

q

(m)

0,37785

(2,25336)

0,37785

(2,28734)

k 7,52540 7,63886

� 89,1515 24,2634

+ 2,5559 1,950

�, MÏa,

� /Pc, % (� %)

0,000377

0,17

0,003141

1,38 (1,2)

Òàáëèöà 3. Êîíñòàíòû ÎÓÑ (21) ñ ðåãóëÿðíîé ÷àñòüþ Pclas
ïî ÓÑ ÊÌ7 (11) è ñðåäíåêâàäðàòè÷íàÿ ïîãðåøíîñòü � îïèñà-

íèÿ P–�–T -äàííûõ äëÿ He4 [27], [30].

Êîíñòàíòû

Èíòåðâàëû

–0,03 < � < 0,03 –0,03 < � < 0,54

–0,5 < �� < 0,5 –1 < �� < 1

Ñ0 0,045022 0,51881

Ñ1 0,28362 0,28362

Ñ3 2,88917 2,39798

Ñ4 1,22996 1,29379

Ñ5 –2,12554 –1,80734

Ñ6 0,110365 0,16492

Ñ7 0,89755 0,70791

M–ap 4,01155 3,92827

q

(m)

0,29521

(1,88063)

0,29521

(1,74712)

k 8,52730 7,92191

� 42,210 182,613

+ 3,59686 3,6509

�, MÏa

�/Pc, % (�%)

0,00029

0,13

0,00224

0,98 (0,24)
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Ðèñ. 2. Îòêëîíåíèÿ (â %) ýêñïåðèìåíòàëüíûõ çíà÷åíèé

äàâëåíèÿ He
4

îò ðàñ÷åòíûõ âåëè÷èí ïî ÎÓÑ (21). 20 èçî-

òåðì (îò 5,06 äî 5,38 Ê), äàííûå [27] (�), èçîòåðìû 6 è

8 Ê [30] (� ), èçîòåðìû 6 è 8 Ê [32] (�). Ðàñ÷åò ñäåëàí ïî

êîíñòàíòàì ÎÓÑ ãåëèÿ èç òàáë. 2, 3 (ñîâìåñòíàÿ ïîäãîíêà,

äàííûå [27,30] äëÿ –1 < �� < 1); ñ ðåãóëÿðíîé ÷àñòüþ ïî

êóáè÷åñêîìó ÓÑ (8), �/Pc =1,4% (a), ñ ðåãóëÿðíîé ÷àñòüþ

ïî ÓÑ ÊÌ7 (11), �/Pc = 0,98% (á).



ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî èìåþùèåñÿ íåáîëüøèå ñèñ-

òåìàòè÷åñêèå îòêëîíåíèÿ íà ðèñ. 2 ïîÿâëÿþòñÿ èç-çà

ïîâåäåíèÿ ðåãóëÿðíûõ ÓÑ, êîòîðûå áåç ÓÑ (19)

(ðèñ. 1) äàþò â òåõ æå îáëàñòÿõ ñèñòåìàòè÷åñêèå îò-

êëîíåíèÿ äî 4%.

Ê ñîæàëåíèþ, ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå [27] íå

âêëþ÷àþò èçîòåðì äàâëåíèÿ, äàëåêèõ îò Tc (ìàêñè-

ìàëüíîå � �0,03), ïîýòîìó âàæíî çíàòü ïðåäñêàçàòåëü-

íóþ ñïîñîáíîñòü ÎÓÑ â îáëàñòÿõ ñîñòîÿíèÿ âíå èí-

òåðâàëîâ ïîäãîíêè. Äëÿ
4
He ïî ÎÓÑ (êîýôôèöèåíòû

âçÿòû èç òàáë. 2, 3 äëÿ èíòåðâàëà –1<�� �1) ðàññ÷èòà-

íà êðèòè÷åñêàÿ èçîõîðà (êðèâûå 1 è 2, ðèñ. 3). Äëÿ

ñðàâíåíèÿ êðóæêàìè ïîêàçàíî ïîâåäåíèå èçîõîðû

� c � 69,56 êã/ì
3
, ðàññ÷èòàííîé ïî èíòåðïîëÿöèîííîé

ïðîãðàììå NIST [30], â êîòîðîé ïðèíÿòî íåñêîëüêî

äðóãîå çíà÷åíèå � c = 69,641 êã/ì
3
. Ïðè � � – ,01çíà÷å-

íèÿ ïðèâåäåííîãî äàâëåíèÿ õîðîøî ñîâïàäàþò, çàìåò-

íîå îòëè÷èå íàáëþäàåòñÿ ïðè � � – ,01, ÷òî, âîçìîæíî,

âûçâàíî íåñîâïàäåíèåì çíà÷åíèé êðèòè÷åñêèõ

ïëîòíîñòåé.

Çàêëþ÷åíèå

Ïðåäëîæåíî íîâîå ÎÓÑ (7–9 ïîäãîíî÷íûõ êîí-

ñòàíò) íà îñíîâå îáúåäèíåíèÿ íîâîãî ñêýéëèíãîâñêî-

ãî ÓÑ, â àíàëèòè÷åñêîì âèäå îïèñûâàþùåì çàâèñè-

ìîñòü äàâëåíèÿ îò �� è �, è íîâûõ ðåãóëÿðíûõ ÓÑ ñ

ïîìîùüþ ïåðåõîäíîé ôóíêöèè ãàøåíèÿ âëèÿíèÿ

ôëóêòóàöèé ïðè óäàëåíèè îò êðèòè÷åñêîé òî÷êè ïàðî-

îáðàçîâàíèÿ. ÎÓÑ îïèñûâàåò òåðìè÷åñêèå ñâîéñòâà
4
He â îáëàñòè ñîñòîÿíèé îò ìàëîé äî äâîéíîé êðèòè-

÷åñêîé ïëîòíîñòè è èìååò ïðàâèëüíûå àñèìïòîòèêè

ïîâåäåíèÿ òåðìè÷åñêèõ è êàëîðè÷åñêèõ ñâîéñòâ
4
He â

êðèòè÷åñêîé òî÷êå. ×èñëî ïîäãîíî÷íûõ êîýôôèöèåí-

òîâ ÎÓÑ çàâèñèò îò âèäà ïðèìåíÿåìîé ðåãóëÿðíîé

÷àñòè. Íàìè ïðåäëîæåíî íîâîå êóáè÷åñêîå ÓÑ ñ ïÿòüþ

êîíñòàíòàìè â êà÷åñòâå Pclas(��, �) è èñïîëüçîâàíî

íîâîå óíèâåðñàëüíîå ÓÑ Êàïëóíà–Ìåøàëêèíà [11] ñ

ñåìüþ ïîäãîíî÷íûìè êîíñòàíòàìè. Â øèðîêîì èíòåð-

âàëå –0,5 < �� < 0,5, âêëþ÷àþùåì êðèòè÷åñêóþ îá-

ëàñòü, îáà âèäà ÎÓÑ îïèñûâàþò P–�–T-çàâèñèìîñòè
4
He îäèíàêîâî êîððåêòíî â ïðåäåëàõ 0,13–0,5%, à â

îáëàñòè æèäêèõ ñîñòîÿíèé (�� > 0,5) ïðåäïî÷òèòåëü-

íî èñïîëüçîâàòü ÓÑ Êàïëóíà–Ìåøàëêèíà. Ïðåäëàãàå-

ìîå ÎÓÑ ïðîùå, ÷åì èçâåñòíûå ïàðàìåòðè÷åñêèå

êðîññîâåðíûå ÓÑ íà îñíîâå ÓÑ Patel–Teja (ñì., íàïðè-

ìåð, [25,26]), óäîáíåå ïðè ïðàêòè÷åñêîì ïðèìåíåíèè

è äàþò ìåíüøóþ ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè. Î÷å-

âèäíî, ðàñ÷åò äðóãèõ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ñâîéñòâ
4
He

(ïîãðàíè÷íàÿ êðèâàÿ, ñæèìàåìîñòü, òåïëîåìêîñòü) ïî

ÎÓÑ â ÿâíîì âèäå áîëåå óäîáåí.
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Equation of state for
4
He including regular and

scaling parts

P.P. Bezverkhy, V.G. Martynets, and E.V. Matizen

A new equation of state is proposed to describe

the P–�–T-data in
4
He with an error in pressure

P ~ ± 1% in intervals of reduced densities from

–1 up to 1 and reduced temperatures from –0.3 up

to 0.3. For the first time the combined equation of

state is written in terms of the explicit functions of

density � and temperature T, and includes a regular

part for approximation of the P–�–T-data outside

the critical region, and a nonparametric scaling

equation of state which adequately describes the

P–�–T-data near the gas-liquid critical point, and a

crossover function combining smoothly both parts.

The crossover function is proposed as a classical

function which damps the influence of density and

temperature fluctuations if the distance from the

critical point increases. Two various equations of

state are taken as a regular part of the combined

equation: a new cubic equation with five adjustable

constants and the Kaplun–Meshalkin equation with

seven adjustable constants to describe the data

within the above limits, including liquid. For the

combined equation the first and second derivatives

of P on � are equal zero at the critical point and

there are binodal and spinodal.

PACS: 05.70.Ce Thermodynamic functions and

equation of state;

05.70.Jk Critical point phenomena;

51.30.+i Thermodynamic properties, equ-

ations of state;

64.10.+h General theory of equations of

state and phase equilibria.

Keywords: regular equation of state, scaling, cross-

over function, approximation of PVT-data, helium,

critical point.
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