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Исследован вопрос электрической поляризации сверхтекучих систем, порождаемой их неоднород-
ностью. Проблема изучается в модели разреженного электрон-дырочного газа, рассмотренной авторами 
ранее. Выполнен микроскопический расчет поляризации квантованных вихрей в отсутствие и при нали-
чии магнитного поля. Установлено, что при наличии магнитного поля вихри приобретают дополнитель-
ную поляризацию, которая приводит к появлению квантованного заряда в коре вихря. Показано, что ван-
дер-ваальсово взаимодействие сверхтекучей системы с поверхностью твердого тела вызывает появление 
поляризации вблизи поверхности. Установлена связь полученных результатов с предсказанием возмож-
ной поляризации среды при ее неравномерном движении. 

Досліджено питання електричної поляризації надплинних систем, що породжується їх неоднорідніс-
тю. Проблема вивчається у моделі розрідженого електрон-діркового газу, яку розглянуто авторами рані-
ше. Виконано мікроскопічний розрахунок поляризації квантованих вихорів у разі відсутності та наявнос-
ті магнітного поля. Встановлено, що за наявністю магнітного поля вихори набувають додаткову поляри-
зацію, яка призводить до появи квантованого заряду в корі вихора. Показано, що ван-дер-ваальсова взає-
модія надплинної системи з поверхнею твердого тіла викликає появу поляризації поблизу поверхні. 
Встановлено зв’язок отриманих результатів з передбаченням можливої поляризації середовища під час 
його нерівномірного руху. 

PACS: 67.90.+z Другие темы в квантовых жидкостях и твердых телах;  
67.25.D– Сверхтекучая фаза. 

Ключевые слова: поляризация, сверхтекучие системы, неоднородность, квантованные вихри, поверхно-
стная поляризация. 

 
Введение 

В 2004–2005 гг. группой из ФТИНТа поставлены 
эксперименты [1,2], в которых было установлено появ-
ление электрической поляризации в сверхтекучем ге-
лии при протекании в нем потоков. Эти эксперименты 
вызвали большой интерес и стимулировали ряд теоре-
тических исследований [3–14], в которых сделаны по-
пытки объяснить наблюдаемые явления. В некоторых 
из них [4] поставлена более общая задача — исследо-
вать возможные механизмы поляризации как сверхте-
кучих, так и нормальных систем.  

Для качественного понимания механизма возник-
новения электрической поляризации в сверхтекучих 
системах при их движении в наших предыдущих рабо-
тах [15,16] рассмотрена модель разреженного элект-
рон-дырочного газа, в котором размер пар много мень-

ше среднего расстояния между парами. Эта модель мо-
жет качественно описывать процессы, происходящие в 
жидком гелии, и в то же время допускает строгое мик-
роскопическое рассмотрение. Свойства такого газа 
изучали в работе Келдыша [17], в которой показано, 
что поведение системы в сверхтекучем состоянии 
можно описывать комплексным параметром порядка 

1 2( , )r rΦ , имеющим смысл волновой функции пар. 
Пренебрегая внутренней структурой пар (т.е. полагая 

1 2r r= ), Келдыш получил для Φ  уравнение, совпада-
ющее с уравнением Гросса–Питаевского. Поскольку 
интересующие нас электрические эффекты могут воз-
никать только при несовпадении электронной и ды-
рочной координат, то следует найти функцию 1 2( , )r rΦ  
при 1 2r r≠ . В предыдущей работе [16] мы получили 
уравнение для Φ  в случае, когда 1 2r r≠ . 
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Настоящая работа организована следующим обра-
зом. В первом разделе в рамках модели разреженного 
газа получено уравнение для параметра порядка при 
наличии внешних электрического и магнитного полей. 
Получены выражения для поляризации пар при нерав-
номерном движении и неоднородной плотности. В 
дальнейшем эти результаты применяются для различ-
ных ситуаций, возможных в сверхтекучих системах. 

Раздел 2 посвящен изучению поляризации сверхте-
кучей системы при наличии в ней квантованных вих-
ревых нитей. По известному выражению для плотно-
сти вычислено распределение поляризационных 
зарядов в вихре как функция расстояния до оси вихря. 
В этом разделе также найдена зависимость поляриза-
ции движущейся сверхтекучей жидкости от ее поля 
скоростей. 

В разделе 3 рассматривается поляризация вихревой 
нити во внешнем магнитном поле. Наличие магнитно-
го поля приводит к дополнительной поляризации и 
качественно иному распределению дополнительного 
поляризационного заряда в пространстве. 

В разделе 4 найдено выражение для поляризации 
одномерного солитона в «supersolid» системах.  

Взаимодействие атомов сверхтекучей жидкости с 
поверхностью твердого тела приводит к появлению 
поверхностной поляризации. В разделе 5 рассматрива-
ется поляризация электрон-дырочного газа вблизи 
проводящей или диэлектрической поверхности и вы-
числяется зависимость поляризации от расстояния до 
поверхности. 

В Заключении кратко обсуждается применимость 
полученных результатов к реальному He II.  

1. Основное уравнение 

Используя результаты работ [15–17], записываем 
уравнение для параметра порядка 1 2( , )r rΦ  при нали-
чии внешних однородных электрического E  и магнит-
ного H  полей: 
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где ядро R  имеет вид 
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1 2r r r= − , e hM mm= + , 1 1 1
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(1) удается решить, если параметр порядка Φ  медлен-
но изменяется на длине порядка размера пар. Решение 
уравнения (1) ищем по методу, несколько отличному 
от метода работы [16]. Записываем функцию Φ  в виде 

 ( , ) ( )r R RΦ = ϕ Ψ , (3) 

где  

 (0) (1) (2)( , ) ( ) ( , ) ( , )r R r r R r Rϕ = ϕ +ϕ +ϕ .  

Функция )(RΨ  описывает движение пар как целого, а 
( , )r Rϕ  — внутреннее движение в парах.  
Раскладывая химический потенциал μ  аналогично 

(3), 

 20 1μ = μ +μ μ+ , (4) 

и вводя обозначения  
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приходим к системе уравнений для функций ϕ  и Ψ . 
В нулевом приближении  

 (0) (0)
0 0Ĥ ϕ Ψ = ϕμ Ψ . (6) 

Отсюда следует, что 

 (0)
0 0 0,μ = ε ϕ = ϕ . (7) 

Здесь 0ε  и 0ϕ  — энергия и волновая функция основ-
ного состояния кулоновской задачи для пары. 

В уравнении первого приближения учитываем энер-
гию взаимодействия пар с электрическим и магнитным 
полями. 
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Уравнение (8) — линейное неоднородное уравнение 
относительно (1) ( , )r Rϕ . Согласно общему правилу, 
такое уравнение имеет решение лишь в том случае, 
когда неоднородная часть ортогональна решению со-
ответствующего однородного уравнения, т.е. 0ϕ . Это 
условие разрешимости для уравнения (8) дает 1 0μ = . 
Решая уравнение (8), находим добавку (1)ϕ  и убежда-
емся, что в этом приближении у пары появляется ди-
польный момент  
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где через effE  обозначено выражение 

 eff
1Re i

Mc
∂Ψ⎡ ⎤⎛ ⎞= + ×⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦Ψ ∂

H
R

E E h . (10) 

Это выражение в дальнейшем мы будем называть 
эффективным электрическим полем. Буква n  в (9) 
обозначает совокупность всех квантовых чисел, α  — 
электрическую поляризуемость пары. В случае 

h em m  поляризуемость пары равна 3(9/2) Baα = , где 
2 2/( )Ba me= h  — эффективный боровский радиус. 

Данное значение α  хорошо известно и вычислялось 
различными способами — введением вспомогательных 
операторов и с помощью перехода в уравнении Шре-
дингера к параболическим координатам [18]. В на-
стоящей работе это значение получено путем непо-
средственного вычисления суммы, входящей в (9). 
Подчеркнем, что в этом случае необходимо учитывать 
состояния не только дискретного, но и непрерывного 

спектра. Учет только дискретного спектра приводит к 
заниженному значению поляризуемости 33,66 Baα ≈ , 
т.е. состояния непрерывного спектра вносят вклад в 
поляризуемость пары около 20%. Суммирование по 
всему спектру дает точное значение 3(9/2) Baα = . 

Записывая во втором слагаемом в (10) функцию Ψ  
в виде eif ϕΨ =  и учитывая, что скорость сверхтеку-
чего потока равна ( / )Mv = ∇ϕh  (см. ниже (18)), полу-
чаем для дипольного момента выражение 

 ( )1
EH c

E vp H⎛ ⎞α +⎜ ⎟
⎝

=
⎠

× . (11) 

Слагаемое с магнитным полем в (11) является следст-
вием действия силы Лоренца на электрон и дырку в 
противоположных направлениях. 

Уравнение второго приближения имеет вид 
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Последнее слагаемое в (12) связано со взаимодействи-
ем пар друг с другом. В отсутствие внешних полей 
уравнение (12) переходит в уравнение, полученное 
ранее в нашей работе [16]. При решении этого уравне-
ния в его последнем слагаемом учтена только нечетная 
по r  часть, дающая вклад в дипольный момент. Решив 
уравнение (12) в пределе медленного изменения пара-
метра порядка с координатами, мы показали, что неод-
нородная плотность 2( ) ( )n R RΨ=  приводит к появ-
лению в системе дипольного момента, плотность 
которого пропорциональна градиенту плотности пар.  

 5
grad 12, 0, h e

h e
B

mnA ena A
m

m m
P

R
−

γ ≈
∂
∂

γ =
+

= . (13) 

Относительно знака этого выражения необходимо сде-
лать следующее замечание. Использованная нами вол-
новая функция Келдыша, на которой основаны все вы-
числения, описывает только область отталкивания 
между парами. Однако метод Келдыша не учитывает 
диполь-дипольные корреляции между электронами 
разных пар, которые приводят к притяжению между 
парами на больших расстояниях. Поскольку в реаль-
ном He II вероятность пребывания атомов в области, 
отвечающей притяжению между ними, достаточно 
велика, то мы не исключаем, что это может привести к 
иному, чем в (13), знаку для поляризации. 

Условие разрешимости уравнения (12) приводит к 
следующему уравнению для Ψ : 
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Это уравнение имеет вид уравнения Гросса–Питаев-
ского при наличии внешних полей. Константа взаимо-
действия g  в (14) равна [16]: 
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Эта величина положительна, что означает отталкива-
ние между парами.  

Записывая снова параметр порядка в виде eif ϕΨ =  
и отделяя вещественную и мнимую части в уравнении 
(14), получаем два уравнения: 
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Второе уравнение в (16) можно преобразовать к виду 
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t McM
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∂ ⎠
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h ,  (17) 

где 2n f=  — плотность пар. Уравнение (17) имеет вид 
уравнения непрерывности, в котором скорость сверх-
текучего потока равна 

 ( )
MM c

v H E= +
α

∇ϕ ×
h . (18) 

Видно, что скрещенные электрическое и магнитное 
поля индуцируют потоки в сверхтекучем газе элек-
тронно-дырочных пар, подобно тому, как магнитное 
поле индуцирует мейсснеровские токи в сверхпрово-
дящем электронном газе. Впервые этот результат был 
получен в работе одного из авторов [19] (см. также [20]). 
Спустя много лет он был заново открыт в ряде работ, 
опубликованных в журнале Physical Review Letters 
(см., например, [21]). 

В заключение этого раздела установим связь полу-
ченных результатов с предсказанием Мельниковского 
[4], что неравномерное движение среды приводит к ее 
поляризации, точнее, что дипольный момент единицы 
объема связан с ускорением среды соотношением 

 1 1~
4 2

M
Ze t

vP ε − ∂
−

π ∂
. (19) 

Здесь Z  — заряд ядер атомов, образующих среду, в 
нашей модели 1Z = . Покажем, что этот результат со-
гласуется с выражением (13), и найдем отсутствующий 
в (19) численный коэффициент. В отсутствие внешних 
полей (т.е. при E H 0= = ) первое уравнение (16) мо-
жет быть записано в виде 
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При движении среды с малыми (по сравнению со ско-
ростью звука) скоростями обычно интересуются ли-
нейными эффектами, опуская второе слагаемое в левой 
части уравнения. Можно также опустить второе сла-
гаемое и в правой части уравнения, поскольку легко 
убедиться, что при изменении плотности системы на 
расстояниях, больших по сравнению с межатомными, 
первое слагаемое в правой стороне (20) много больше 
второго. В результате из (20) следует, что  

 n Mg
t
v∂

∇ = −
∂

. (21) 

Подставляя (21) в (13), получаем 
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9B Bna
M

t
Aena

e t
M

g
v vP ∂ ∂

γ− γ= ≈ −
∂ ∂

. (22) 

Сравним полученное выражение с формулой Мель-
никовского (19). Учитывая, что для рассматриваемого 

нами разреженного газа выполняется соотношение 
1 4 nε − = π α , а поляризуемость электрон-дырочной 

пары α  равна 3(9/2) Baα = , можно привести выраже-
ние (22) к виду 

 1 14
4 2e

M
t
vP ∂

≈ γ
−

−
π ∂

ε ,   h e

h e

m m
m m

−
γ =

+
. (23) 

Отметим, что при равных массах электрона и дырки 
поляризация в системе не возникает. При h em m  
выражение (23) отличается от (19) только численным 
коэффициентом, приблизительно равным 4. Знаки вы-
ражений (23) и (19) совпадают, если коэффициент A  
имеет положительный знак, найденный в (13). Полу-
ченный нами коэффициент 4 не является универсаль-
ным и связан с использованной моделью, хотя пред-
ставляется, что и в общем случае этот коэффициент 
останется порядка единицы. 

2. Поляризация вихря 

В общем случае плотность ( )n R  является сложной 
функцией координат, вид которой зависит от гранич-
ных условий, потоков в жидкости и других факторов. 
Однако в сверхтекучей жидкости существуют некото-
рые «характерные конфигурации», для которых воз-
можно найти дипольный момент. Одной из таких кон-
фигураций является прямолинейный квантованный 
вихрь.  

Решение уравнения Гросса–Питаевского (14) (в от-
сутствие внешних полей) для прямолинейной вихревой 
нити хорошо известно (см., например, [22]). Мы, одна-
ко, приведем некоторые подробности решения, кото-
рые будут использованы нами в дальнейшем. 

В общем случае функцию Ψ  можно записать в виде 

 0
( )( ) ein f RR ϕΨ = , (24) 

где 0n  — средняя плотность в системе вдали от вихре-
вой нити. После подстановки (24) в (14) получаем 

2
0

2
2 2 32 ( ( ) ) 0.

2
f i f f i f gn f

M
⎡ ⎤− ∇ + ∇ ∇ϕ+ ∇ ϕ− ∇ϕ −μ + =⎣ ⎦

h

  (25) 
Это уравнение распадается на два — для вещественной 
и мнимой части. Уравнение для вещественной части 
имеет вид 

 ( )
2

2 3
0

2( ) 0
2

f f f gn f
M

− ∇ − ∇ϕ −μ + =
h . (26) 

Уравнение для мнимой части представляет собой ста-
ционарное уравнение непрерывности div 0j = , где j  
— плотность потока частиц. 

Для прямолинейной вихревой нити 

 0
in e fθ ⎛ ⎞ρ

Ψ = ⎜ ⎟ξ⎝ ⎠
. (27) 
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Здесь ρ  — расстояние до оси вихря, θ  — полярный 
угол, 2 1/2

0( /2 )Mgnξ = h  — длина когерентности. Урав-
нение (26) преобразуется к виду 

 3
2

1 0d df f f f
d d

⎛ ⎞
− +ζ

ζ ζ ζ
−⎟

⎝ ⎠ ζ
=⎜ , (28) 

где /ζ = ρ ξ . Решение этого уравнения возможно най-
ти [22] в двух предельных случаях: 

          ~f ζ    при 1ζ ; (29) 

 2
1

2
1f = −

ζ
   при 1ζ . (30) 

Подставляя (29) и (30) в (13), легко найти поляризацию 
в указанных двух предельных случаях: 

                      2~ , 1P ρ ζρ , (31) 

 
2

5
3 , 1BAena

g M
ρP

ρ

γ
=

ρ
ζ

h . (32) 

Результат (32) был впервые получен Нациком [4] из 
феноменологических соображений. Он исходил из 
предположения, что на ядро атома, который участвует 
в вихревом движении, действует центробежная сила, 
обусловленная полем скоростей вихря. 

 
2 2

3
1( ) Mv

M
ρ ρF R = =

ρ ρ ρρ

h . (33) 

Вводя коэффициент «упругой податливости» η , 
Нацик записал для смещения Fδ  ядра по отношению к 
центру атома под действием силы F  выражение 

( )Fδ F R= η . Далее он нашел связь коэффициента η  с 
коэффициентом электрической поляризации атома α , 
учитывая, что, с одной стороны, в электрическом поле 
E  у атома возникает дипольный момент p E= α , а, с 
другой стороны, модуль этого момента Ep Ze= δ , где 

(2 )E ZeEδ = η , Z  — число электронов в электронной 
оболочке. Отсюда он получил плотность дипольного 
момента  

2

4( ) ( ) ( ) ( )
2

( )En n
Z M

Ze n
e

ρP R R p R R δ ρ
⎛ ⎞−

= = − = ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

α

ρ

h .  (34) 

Нетрудно убедиться, что найденное исходя из микро-
скопического расчета выражение для поляризации 
(32) совпадает с (34) с точностью до численного коэф-
фициента. Для этого достаточно учесть, что 

2 2(13/3) ,Bg e a= π  а электрическая поляризуемость ато-
мов гелия 3(4/3) Baα ≈ . Подставляя эти значения, полу-
чаем, что выражение (32) имеет дополнительный чис-
ленный множитель, приблизительно равный 4. Тем 
самым устанавливается связь между микроскопиче-
ским и феноменологическим описанием. 

Представляет интерес вычислить плотность поляри-
зационного заряда pol divq P= −  как функцию расстоя-
ния до оси вихря. Из выражения (32) для поляризации 

( )P R , справедливого на больших расстояниях от оси, 
находим, что 

 
2

pol 4
52 BAenaq

g M
γ

=
ρ

h ,    1ζ . (35) 

В случае 1ζ  для вычисления поляризационного 
заряда необходимо использовать выражение (31), от-
куда следует, что при малых ζ  поляризационный за-
ряд 2

pol ~ 0q −ρ < . Распределение заряда в прямоли-
нейном вихре имеет вид, показанный на рис. 1. Хотя, 
строго говоря, наша теория количественно неприме-
нима в области 1ζ , она дает качественно правиль-
ный результат. 

Так как в целом система остается электронейтраль-
ной, то полный объемный заряд вихря должен рав-
няться нулю или компенсироваться поверхностным 
зарядом противоположного знака на поверхности си-
стемы. Полный поверхностный заряд равен интегралу 
по поверхности dP S∫ . Из (34) следует, что при радиу-
се сосуда R ξ  нормальная к границе компонента 

3~ 1/nP R , в результате поверхностный заряд на еди-
ницу длины сосуда равен 2 22 ~ / 0nP R Rξπ → . Таким 
образом, зануление полного поляризационного заряда 
происходит уже на расстояниях порядка длины коге-
рентности (для гелия 8~ 3·10−ξ  см). 

Полезно получить выражение для поляризации вих-
ревой нити на далеких расстояниях от оси вихря через 
скорость жидкости в вихре. Из (30) следует, что на 
далеких расстояниях от оси вихря (т.е. при 1ζ ) 
можно пренебречь в (26) слагаемым 2 2( /2 )M f− ∇h  по 
сравнению с остальными. В результате приходим к 
уравнению 

 ( )
2

2 3 0
2

f f gnf
M

∇ϕ −μ + =
h , (36) 

или 

 
2

2
2

Mv gnf+ = μ , (37) 

где ( / )Mv = ∇ϕh  — сверхтекучая скорость. 

Рис. 1. Распределение заряда в прямолинейном вихре. 
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Дифференцируя выражение (37) по R , получаем  

 ( )
2

2
2

d Mv dgn f
d dR R

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
. (38) 

Отсюда следует искомое выражение для поляризации 
(32) на больших расстояниях от оси вихря ( 1ζ ) 

 
25

2
BA ea n Mv

g
P

R

⎛ ⎞∂
= ⎜⎜∂ ⎝

γ
⎟⎟
⎠

,        1ζ , (39) 

где v  — поле скоростей в системе. Полезность этого 
выражения в том, что оно справедливо не только для 
вихревой нити, а и для любого поля скоростей, в кото-
ром энергия 2 2( /2 )M f∇h  существенно меньше кине-
тической энергии 2 /2Mv .  

Кроме прямолинейных вихревых нитей, в сверхте-
кучей системе возможны возбуждения в виде вихре-
вых колец. Поле скоростей вихревого кольца хорошо 
известно (см., например, [23]). Используя поле скоро-
стей кольца, можно найти поляризацию как функцию 
координат. 

Представляет интерес вопрос о полном дипольном 
моменте вихревого кольца. В литературе имеются про-
тиворечивые утверждения. Существуют мнения, что 
дипольный момент вихревого кольца отличен от нуля 
[9]. В работе [5] приведены аргументы в пользу того, 
что он равен нулю. Мы покажем, что наш микроскопи-
ческий расчет подтверждает утверждение работы [5], 
что полный дипольный момент макроскопического 
вихревого кольца равен нулю.  

Как следует из выражения для поля скоростей вих-
ревого кольца [23], квадрат скорости вихревого кольца 

2 2 2
zv v vρ= +  является четной функцией от z , следова-

тельно, его производная 2( )/v z∂ ∂  — нечетная функция 
z . Из соображений симметрии следует, что диполь-
ный момент кольца может быть направлен только по 
оси z . Однако ( )zP z , так же, как и 2( )/v z∂ ∂ , — не-
четная функция z , поэтому полный дипольный мо-
мент 2

total 0zP P dzd= ρ ≡∫ . Предположение [9], что 
дипольный момент кольца может стать отличным от 
нуля при уменьшении радиуса кольца, кажется нам 
маловероятным. 

3. Поляризация вихря в магнитном поле 

Обратимся к вопросу об особенностях поляризации 
вихрей при наличии магнитного поля. Сразу отметим, 
что и при наличии магнитного поля все рассмотренные 
в предыдущем разделе явления сохраняются и остается 
справедливым выражение для поляризации вихря (32). 
Но, кроме того, возникают новые своеобразные эф-
фекты. 

Рассмотрим прямолинейную вихревую нить в маг-
нитном поле, направленном вдоль ее оси. Поле скоро-
стей нити имеет вид ( / )(1/ )v M= ρh , где ρ  — расстоя-

ние до оси вихря. Крайне существенно, что дипольный 
момент в данном случае убывает как 1.−ρ  Такой вид 
зависимости дипольного момента от расстояния до оси 
приводит к важному результату: в области, где плот-
ность системы можно считать константой, div 0P = . 
Это означает, что объемные поляризационные заряды 
отсутствуют во всем объеме системы, кроме малой 
области (радиусом порядка ξ ) вблизи оси вихря. Из 
условия электронейтральности следует, что заряд в 
коре вихря компенсируется поверхностным поляриза-
ционным зарядом, равным ему по величине и противо-
положным по знаку. Таким образом, в макроскопиче-
ской системе положительная и отрицательная части 
поляризационного заряда разделяются на макроскопи-
ческие расстояния. 

Полный поверхностный поляризационный заряд на 
единицу длины вдоль оси z , равный ndP l⋅∫  ( ndl  — 
единичный вектор, направленный по нормали к по-
верхности наружу), не зависит от ρ  и равняется 

 ( )
pol · 2L

nq d Hn
Mc

P l= = πα∫
h . (40) 

Более того, он не зависит от формы поверхности 
при условии, что она является цилиндрической. Дейст-
вительно, интеграл ndP l⋅∫  с учетом (11) можно пре-
образовать к виду 

 
[ ]·

.

n n
nd d nH d

c c

nH d
c M

⋅ = ⋅ =

= ∇ ⋅

=∫ ∫ ∫

∫

P l vH l v l

l

τ

τ

α α

α
ϕ

h
 (41) 

где dlτ  — единичный вектор, направленный по каса-
тельной к поверхности. Как известно, циркуляция ско-
рости в вихревой нити не зависит от формы пути и 
квантуется: 2d s∇ ⋅ =∫ lτϕ π , где s  — положительное 
или отрицательное целое число, и, значит, квантуется 
величина заряда в коре. При 1s =  получаем выраже-
ние (40). Знак заряда зависит от направления магнит-
ного поля и циркуляции вихря.  

Для жидкого гелия ( 22 32 10 см ,n −= ⋅  247 10 г,M −= ⋅  
25 32 10 см−α = ⋅ ) при 510 ГсH =  имеем линейную 

плотность заряда ( )
pol

22.5 10Lq e−= ⋅  на 1 см длины нити. 
Если сосуд с гелием вращается с частотой Ω , сущест-
венно превосходящей первую критическую частоту 

cΩ , плотность вихрей равна /vn M= Ω πh , и полный 
заряд вихрей на единицу объема равен 

 2 nQ H
c
α

= Ω . (42) 

Для He II в магнитном поле 104 Гс при скорости враще-
ния гелия 2 110 c−  плотность заряда порядка 3 3 с10 м .e −  

Мерой возникающих в системе зарядов является 
создаваемый ими электрический потенциал. Найдем 
разность потенциалов, создаваемую вихрем между 
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двумя точками, расположенными на разных расстоя-
ниях 1ρ  и 2ρ  от его оси. Сторонние заряды в системе 
отсутствуют, поэтому 4 0E PD = + π = . Дипольный 
момент в такой системе направлен по радиусу, следо-
вательно, разность потенциалов равна интегралу вдоль 
радиуса  

2

1

4 Pd
ρ

ρ

δϕ = − π ρ∫ .  

Такая разность потенциалов может быть обнаружена, 
например, при вращении сверхтекучего гелия между 
двумя коаксиальными проводящими цилиндрами ра-
диусов 1ρ  и 2ρ . В этом случае центр вихря находится 
вне гелия на оси коаксиальных цилиндров. Поле ско-
ростей в такой системе будет в точности совпадать с 
полем скоростей, создаваемым вихрем, с тем отличи-
ем, что заряд вихря теперь «переходит» на внутрен-
нюю поверхность гелия, сохраняя свою величину. 

Потенциал, создаваемый вихрем в магнитном поле, 
совпадает с потенциалом однородно заряженной нити 

( )
2 1pol ln( / )2 Lqδϕ = ρ ρ  с линейной плотностью заряда 

( )
pol
Lq  из (40). Разность потенциалов слабо зависит от 

1ρ  и 2ρ , что позволяет обнаружить ее, даже если элек-
троды находятся на макроскопических расстояниях от 
оси вихря. Используя приведенные выше данные для 
жидкого гелия, находим, что в поле 410 ГсH =  при 

1 0,1смρ =  и 2 1смρ =  один вихрь создает разность 
потенциалов 910  В−δϕ ≈ . При наличии в системе не-
которого количества вихрей с одинаковой циркуляци-
ей разность потенциалов умножится на количество 
вихрей.  

В отсутствие магнитного поля зависимость потен-
циала от расстояния до оси иная. Используя выраже-
ние для поляризации (32), находим 

0 2 2
2 1

2
5 12 1
BAen a

g M

⎛ ⎞
−⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝

γ
δϕ = π

ρ ρ ⎠

h .  

В отличие от потенциала вихря в магнитном поле, в 
этом случае потенциал не содержит большой величины 
c  в знаменателе, но быстро убывает с расстоянием до 
оси. Уже при 4

1 10  см−ρ =  (и при много большем 2ρ ) 
разность потенциалов имеет порядок величины 

1210  В− .  
Выше шла речь о влиянии на квантованный вихрь 

магнитного поля. Любопытная трансформация проис-
ходит при замене магнитного поля на электрическое, 
также направленное вдоль оси вихря. Действительно, 
как известно, при движении диэлектрической среды со 
скоростью v  между магнитной индукцией B , напря-
женностью магнитного поля H  и напряженностью 
электрического поля E  имеет место соотношение [24] 

 [ ]1
c

H EvB εμ −
μ += . (43) 

Поскольку в отсутствие внешнего магнитного поля 
индукция B  должна равняться нулю, то из (43) следу-
ет, что движение жидкости в вихре приводит к появле-
нию в системе магнитного поля H , причем поток это-
го поля через поверхность цилиндра с осью, парал-
лельной оси вихря, в случае магнитной проницаемости 

1μ =  и диэлектрической проницаемости 1 4 nε = + π α  
равняется (на единицу длины вихревой нити) 

4 4· · 2 .n
nd E d n E sc Mcτ
π α

π α πH l v l h
Φ≡ ==∫ ∫  (44) 

Здесь s  — целое число. Мы видим, что с вихрем свя-
зан магнитный поток, величина которого не зависит 
от площади и формы поверхности (при условии, что 
она остается цилиндрической). Величина возникаю-
щего магнитного потока при 510  В/смE =  равна 

13 25 10  Гс см−⋅ ⋅  на 1 см длины вихря.  
Отметим в заключение, что с вихрем должен быть 

связан магнитный поток и в отсутствие внешнего элек-
трического поля [7]. Как показано в [7], вихрь порож-
дает магнитное поле, параллельное его оси. Величина 
магнитного потока, связанного с этим полем, порядка 

18 210  Гс см− ⋅ . 

4. Поляризация одномерного солитона 

В последние годы активно обсуждается интересное 
явление, названное «supersolid» — сверхтекучесть в 
твердом гелии. Это явление было предсказано сорок 
лет назад Андреевым и Лифшицем [25], которые обра-
тили внимание на возможность существования кванто-
вых кристаллов, у которых в основном состоянии чис-
ло узлов больше, чем число атомов. В кристаллах, 
образованных бозонами, нулевые вакансии ведут себя, 
как бозевские квазичастицы, и при низких температу-
рах они должны перейти в сверхтекучее состояние. 
Именно поэтому состояние, предсказанное Андреевым 
и Лифшицем, назвали «supersolid». Многочисленные 
экспериментальные попытки обнаружить это явление 
не привели к желаемым результатам. Однако в 2004 г. 
Ким и Чен [26] выполнили эксперименты, в которых 
они обнаружили неклассическую инерцию кристаллов 
4He. Эта инерция проявляет себя в снижении периода 
колебаний торсионного осциллятора, заполненного 
твердым гелием. Такое снижение означает, что кри-
сталлы 4He не вращаются, как твердое тело, и опреде-
ленная (сверхтекучая) фракция атомов не участвует во 
вращении. Дальнейшие эксперименты показали, что 
доля атомов, не участвующих во вращении, сущест-
венно зависит от беспорядка в кристаллах [27]. Один 
из авторов [28] предположил, что нулевые вакансионы 
могут возникнуть в корах дислокаций. В результате 
оказывается возможной сверхтекучесть вдоль линий 
дислокаций. Хотя вопрос о сверхтекучести в одномер-
ных системах является дискуссионным, в реальных 
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кристаллах между дислокациями есть пересечения, и 
они образуют трехмерную сетку. В такой трехмерной 
сетке возможна истинная сверхтекучесть, и температу-
ра перехода в сверхтекучее состояние будет зависеть 
от характерной длины шага сетки. Оказывается, что в 
довольно широком интервале температур выше темпе-
ратуры сверхтекучего перехода должно существовать 
своеобразное квазисверхтекучее состояние [29]. В этом 
состоянии затухание потоков связано с появлением на 
линиях дислокаций так называемых центров проскаль-
зывания фазы (ЦПФ). ЦПФ возникают из разрежений, 
движущихся по одномерной системе, когда они пре-
вращаются в неподвижную полость. В случае, когда 
поведение системы вакансионов на линии дислокации 
можно описывать уравнением Гросса–Питаевского, 
ЦПФ представляет собой неподвижный солитон. При 
этом профиль плотности атомов вдоль линии дислока-
ции имеет вид [30] 

 ( ) 2( )
0( ) 1 sech

2
LLn z zn B
⎛ ⎞⎛ ⎞

= −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ξ

, (45) 

где 0 1B≤ ≤ . Линейная плотность дипольного момента  
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Эта функция является нечетной функцией z , поэтому 
полный дипольный момент, т.е. ( )L

zP dz∫ , обращается в 
нуль. Ситуация аналогична рассмотренному ранее 
случаю с вихревой нитью в трехмерной системе. 

Поляризационный заряд вдоль нити определяется в 
одномерном варианте соотношением 

( )( ) / .L
L zz Pq z= −∂ ∂  Из (46) следует, что вблизи точки 

0z =  на длине порядка ξ  в обе стороны поляризаци-
онный заряд является отрицательным, затем он меняет 
знак и экспоненциально убывает.  

Зная распределение заряда, можно найти распреде-
ление электрического потенциала вблизи одномерного 
солитона: 

 
2 2

( ')
( , )

( )
Lq z

z dz
z z

ρ
+∞

−∞

ϕ =
− ρ

′
+′

∫ , (47) 

где z  и ρ  — цилиндрические координаты точки, в 
которой ищется потенциал (начало координат по ρ  
берется на оси солитона), ( )Lq z  — линейная плот-
ность поляризационного заряда. Используя явный вид 
функции ( )Lq z , легко показать, что ( )zϕ  — четная 
функция z , которая локализована на интервале шири-
ной порядка ξ  в окрестности 0z =  и при z ξ  экс-
поненциально стремится к нулю. Разность потенциа-
лов между макроскопически удаленными точками по 
разные стороны от солитона равна нулю. 

5. Поверхностный дипольный момент 

В реальных условиях гелий всегда находится в со-
суде. Взаимодействие атомов гелия со стенками сосуда 
приводит к появлению поверхностного дипольного 
момента. Чтобы качественно исследовать происходя-
щие вблизи поверхности явления, воспользуемся рас-
смотренной нами моделью бозе-газа электрон-дыроч-
ных пар. 

Рассмотрим пару вблизи границы со средой с про-
ницаемостью 2ε . Проницаемость электрон-дырочной 
среды ввиду ее разреженности будем считать равной 

1 1 4 nε = + π α , где 3(9/2) Baα =  — поляризуемость па-
ры. Потенциал взаимодействия пары с поверхностью 
находим по методу электрических изображений (см., 
например, [24]) 
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Z z z
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Мы видим, что потенциал зависит как от координаты 

центра масс 1 1 2 2

1 2

m Z m Z
Z

m m
+

=
+

, так и от относительных 

координат , zρ  ( 1 2z zz= − ).  
Нас интересует случай, когда расстояние до по-

верхности является большим по сравнению с размером 
пары: BZ z a∼ , однако не настолько большим, что-
бы начали проявляться эффекты запаздывания. Это 
означает, что Z  предполагается малым по сравнению 
с длинами волн в спектрах взаимодействующих ато-
мов. Раскладывая V  в ряд по малому параметру ,Ba Z  
получаем 

 ( )
2

2 22 1
3

2 1 1

1 1 2 3 2
16

e zV z
ZZ

ε − ε ⎛ ⎞= ρ + − −⎜ ⎟ε + ε ε ⎝ ⎠
γ . (49) 

Этот потенциал появляется в уравнении для (2)ϕ  и 
изменяет вид как функции ( )rϕ , так и параметра по-
рядка ( )RΨ . Функцию (2) ( )rϕ  ищем вариационным 
методом, выбирая пробную функцию в виде  

2 2 2 3
(2)

2 3 3 4 42 3 3 4 40( ) 3 3 .z z z zC
Z Z Z Z Z

r
⎡ ⎤

ϕ = ϕ +
ρ ρ

+ + +⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣

′ ′λ λ
⎦

λ λ λ

  (50) 

Здесь C  — нормировочная константа, iλ  — вариаци-
онные параметры, 0ϕ  — волновая функция основного 
состояния пары. 

Наличие в (50) нечетных по z  слагаемых приводит 
к появлению у поверхностных атомов дипольного мо-
мента. Минимизируя энергию 0E H V= ϕ + ϕ , на-
ходим вариационные параметры iλ . Используя най-
денную таким образом волновую функцию (2)ϕ , 



С.И. Шевченко, А.С. Рукин 

756 Физика низких температур, 2010, т. 36, № 7 

получаем, что атом приобретает дипольный момент, 
направленный по нормали к поверхности. 

 
5

2 1
4

1 2 1
12,5 B

z
aeP n ez n
Z

ε − ε
= ϕ

ε
γ

ε ε +
≈ϕ . (51) 

Поскольку )/( ( )h e h em mm mγ = − + , то из (51) вид-
но, что при равных массах электрона и дырки ( 0γ = ) 
поверхностный дипольный момент равен нулю, как и 
объемный дипольный момент.  

Появление дипольного момента у атома на поверх-
ности среды при h em m  было предсказано ранее в 
работах [31–33].  

В работе [31] дипольный момент атома на поверх-
ности среды также вычислялся с помощью метода 
электрических изображений, однако с другой вариаци-
онной функцией: ( )0 1C zϕ = ϕ +λ . Полученный в [31] 
результат отличается от (51) численным коэффициен-
том — вместо 12,5 стоит 4,5. Отметим, что наша ва-
риационная функция (50) дает более низкое значение 
энергии и, следовательно, является более точной.  

Метод работы [32] основан на вычислении потен-
циала осциллирующего заряда вблизи поверхности по 
теории возмущений с зависимостью от времени. Для 
атома на поверхности металла в приближении хаоти-
ческих фаз получен результат 

2

4
1
8

a
z

C
p

eZ

α
=

ω
−

h
,  

где aω  — частота возбуждения атома, C  — числен-
ный коэффициент. Расчет для атома водорода вблизи 
металла ( 9 / 2C = , 34,5 Baα = , 2 /2a Be a=ωh ) дает зна-
чение дипольного момента 5 45,7 /z BP nea Z= . Это со-
гласуется с результатом (51) при учете, что для метал-
ла 2ε = ∞ .  

В работе [33] рассчитаны вклады неоднородной 
части длинноволновых электромагнитных флуктуаций 
в межатомное взаимодействие в газах и жидкостях. И 
этот метод дает результат, аналогичный (51), с числен-
ным коэффициентом, близким к 10. 

В дальнейшем мы будем считать, что h em m . 
При этом вблизи металлической поверхности ( 2ε →∞ ) 
дипольный момент 0zP > , т.е. электроны пар находят-
ся ближе к поверхности, чем дырки. Вблизи границы с 
вакуумом ( 2 1ε ≡ ) реализуется противоположный слу-
чай. Следовательно, в пленке жидкости на металличе-
ской стенке сосуда дипольные моменты на обеих гра-
ницах направлены в одну сторону. 

Зависимость потенциала V  от Z  приводит к изме-
нению условия разрешимости уравнения для (2)ϕ . 
Условие разрешимости приобретает вид уравнения 
Гросса–Питаевского с потенциальной энергией, зави-
сящей от Z . 

2 22 2
22 1

12 3
1 2 112

1 0
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Be a
g

M ZR
ε −ε∂ Ψ

− −μ Ψ− Ψ+ Ψ Ψ=
ε ε +ε∂
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Отметим, что при 2ε →∞  (для поверхности металла) 
численный коэффициент при 31/ Z  в потенциальной 
энергии равняется 4 32,3  · 0 К·Å1 . В литературе [23] 
приведены экспериментальные значения данного ко-
эффициента для взаимодействия гелия с диэлектрика-
ми: для 2CaF  — 3 310  К·Å , для стекла — 3 31  К,25·1 ·Å0 .  
Эти значения согласуются с найденным, если учесть, 
что в экспериментах гелий взаимодействует с диэлек-
триком с конечной проницаемостью 2ε . 

При решении уравнения (52) воспользуемся тем же 
приближением, что и при расчете дипольного момента 
вихревой нити — пренебрежем слагаемым с лапласиа-
ном по сравнению с остальными (приближение Тома-
са–Ферми). Получаем 
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Тот факт, что благодаря ван-дер-ваальсовому взаимо-
действию с поверхностью плотность атомов вблизи 
поверхности имеет добавку, растущую при приближе-
нии к поверхности как 31/ Z , хорошо известен (см., 
например, [23]). Мы подтвердили этот результат в на-
шей модели и нашли явное выражение для численного 
коэффициента.  

Подставляя полученное выражение для 2Ψ  из (53) 
в (13), находим добавку к дипольному моменту, обу-
словленную неоднородностью системы. 
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Это выражение имеет такую же зависимость от рас-
стояния до поверхности, как и zP  в выражении (51), но 
противоположный знак.  

Полный дипольный момент получается сложением 
выражений (51) и (54).  
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Полученный знак дипольного момента связан с тем, 
что численный коэффициент в (54) больше, чем в (51). 
Нужно, однако, учесть замечание, сделанное непосред-
ственно после выражения (13), о возможности смены 
знака у поляризации в жидком гелии, обусловленной 
притяжением между атомами. Если такая смена знака 
действительно имеет место, то это приведет и к смене 
знака в выражении (55). 
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Заключение 

Настоящая работа появилась как попытка объясне-
ния физической причины наблюдавшихся в работах 
[1,2] явлений. Чтобы максимально уменьшить количе-
ство допущений, мы рассмотрели точно решаемую 
модель слабонеидеального поляризуемого бозе-газа 
электрон-дырочных пар. Единственное допущение, 
которое содержится в теории, — это вид волновой 
функции основного состояния, предложенный Келды-
шем. Такая волновая функция является естественным 
обобщением волновой функции БКШ и, на первый 
взгляд, должна адекватно описывать систему положи-
тельно и отрицательно заряженных частиц. Однако, 
если между массами em  и hm  выполняется неравенст-
во h em m , то, как отмечено в работе [34], в этом 
случае задача о взаимодействии двух электрон-
дырочных пар принципиально не отличается от задачи 
о взаимодействии двух атомов водорода, которые, как 
хорошо известно, образуют молекулу водорода. При 

 h em m≈  энергия нулевых колебаний пар порядка энер-
гии их связи в молекуле, что способствует развалу мо-
лекулы [34]. Таким образом, количественно представ-
ленная микроскопическая теория может описывать 
лишь систему, в которой hm  и em  одного порядка, но 
мы надеемся, что эта теория качественно правильно 
описывает систему, в которой h em m , в частности 
сверхтекучий 4He.  

Нам представляется, что мы получили правильные 
порядки величин для поляризации, связанной с кван-
тованными вихрями, которые, естественно, имеют ме-
сто лишь в сверхтекучих системах. Появление поляри-
зации вблизи поверхности гелия, хотя оно получено 
для сверхтекучего газа, должно иметь место как в 
сверхтекучей, так и в нормальной фазе. Влияние 
сверхтекучего перехода на поверхностную поляриза-
цию будет происходить только через изменение плот-
ности с изменением температуры. В этой связи мы хо-
тим отметить работу [13], в которой автор пытается 
связать наблюдаемые в [1,2] эффекты с поверхностным 
дипольным моментом. Автор [13] исходит из предпо-
ложения, что при сверхтекучем переходе меняется 
«смачивание» поверхности жидким гелием. По его 
допущению, это должно существенно изменять вели-
чину поверхностного дипольного момента, что, в свою 
очередь, будет приводить к появлению наблюдаемых 
электрических явлений. Но изменение смачивания оз-
начает изменение энергии взаимодействия атомов ге-
лия с поверхностью, для чего при сверхтекучем пере-
ходе мы не видим никаких оснований. В литературе 
[12,14] имеются предположения, что некоторые из на-
блюдаемых явлений обусловлены необычными свой-
ствами ротона (например, с наличием у ротона квадру-
польного момента). Так как число ротонов в системе 
определяется величиной ротонной щели, а щель у по-

верхности, как отмечалось в ряде работ [35,36], 
уменьшается, то это означает, что поверхностные эф-
фекты могут вносить заметный вклад в наблюдаемые 
явления. Описание свойств ротонов находится за пре-
делами изложенной теории, поскольку квазичастицы 
разреженного бозе-газа имеют боголюбовский спектр, 
а не спектр Ландау. 

В заключение авторы пользуются возможностью 
выразить благодарность Л.А. Пастуру за обсуждение 
результатов работы. Мы также признательны В.Д. На-
цику за ряд весьма полезных дискуссий.  
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About electric polarization of inhomogeneous 
superfluid systems 

S.I. Shevchenko and A.S. Rukin 

The problem of electric polarization of superfluid 
systems caused by their inhomogeneity is studied by 
using the model of rarefied electron-hole gas which 

was studied by the authors. Microscopical calculation 
of the polarization of quantized vortices is made with 
and without external magnetic field. In magnetic field 
the vortices acquire an additional polarization, result-
ing in the appearance of a quantized charge in the vor-
tice cores. It is shown that the Van der Waals interac-
tion of the superfluid system with a solid surface leads 
to appearance of polarization in the vicinity of the sur-
face. It is found that the results obtained allow a possi-
ble polarization of the medium on its irregular motion 
to be predicted. 

PACS: 67.90.+z Other topics in quantum fluids and 
solids;  
67.25.D– Superfluid phase. 

Keywords: polarization, superfluid systems, inhomo-
geneity, quantum vortexes, surface polarization.

 


