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Ðåïëè÷íûì ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî âûïîëíåíû èññëåäîâàíèÿ êðèòè÷åñêèõ ñâîéñòâ òðåõìåðíîé ôðóñ-

òðèðîâàííîé àíòèôåððîìàãíèòíîé ìîäåëè Ãåéçåíáåðãà íà òðåóãîëüíîé ðåøåòêå. Â ðàìêàõ òåîðèè êîíå÷-

íî-ðàçìåðíîãî ñêåéëèíãà ðàññ÷èòàíû ñòàòè÷åñêèå ìàãíèòíûå è êèðàëüíûå êðèòè÷åñêèå èíäåêñû òåïëî-

åìêîñòè � � 0,05(2), íàìàãíè÷åííîñòè � � 0,30(1), �k � 0,52(2), âîñïðèèì÷èâîñòè � � 1,36(2), �k � 0,93(3)

è ðàäèóñà êîððåëÿöèè � � 0,64(1), �k � 0,64(2). Êðèòè÷åñêèå èíäåêñû Ôèøåðà � � –0,06(3) è �k � 0,63(4)

äëÿ ýòîé ìîäåëè ðàññ÷èòàíû âïåðâûå. Ïîêàçàíî, ÷òî òðåõìåðíàÿ ôðóñòðèðîâàííàÿ ìîäåëü Ãåéçåíáåðãà íà

òðåóãîëüíîé ðåøåòêå îáðàçóåò íîâûé êëàññ óíèâåðñàëüíîñòè êðèòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ. Îáíàðóæåíî, ÷òî

êëàññ óíèâåðñàëüíîñòè àíòèôåððîìàãíèòíîé ìîäåëè Ãåéçåíáåðãà íà òðåóãîëüíîé ðåøåòêå çàâèñèò îò

òèïà ìåæñëîéíîãî îáìåííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ.

Ðåïëè÷íèì ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî âèêîíàíî äîñë³äæåííÿ êðèòè÷íèõ âëàñòèâîñòåé òðèâèì³ðíî¿

ôðóñòðîâàíî¿ àíòèôåðîìàãí³òíî¿ ìîäåë³ Ãåéçåíáåðãà íà òðèêóòí³é ãðàòö³. Ó ðàìêàõ òåîð³¿ ê³íöå-

âî-ðîçì³ðíîãî ñêåéëèíãà ðîçðàõîâàíî ñòàòè÷í³ ìàãí³òí³ é êèðàëüí³ êðèòè÷í³ ³íäåêñè òåïëîºìíîñò³

� � 0,05(2), íàìàãí³÷åíîñò³ � � 0,30(1), �k � 0,52(2), ñïðèéíÿòëèâîñò³ � � 1,36(2), �k � 0,93(3) ³ ðàä³óñè

êîðåëÿö³¿ � � 0,64(1), �k � 0,64(2). Êðèòè÷í³ ³íäåêñè Ô³øåðà � � –0,06(3) ³ �k � 0,63(4) äëÿ ö³º¿ ìîäåë³

ðîçðàõîâàíî âïåðøå. Ïîêàçàíî, ùî òðèâèì³ðíà ôðóñòðîâàíà ìîäåëü Ãåéçåíáåðãà íà òðèêóòí³é ãðàòö³

óòâîðþº íîâèé êëàñ óí³âåðñàëüíîñò³ êðèòè÷íîãî ïîâîäæåííÿ. Âèÿâëåíî, ùî êëàñ óí³âåðñàëüíîñò³ àí-

òèôåðîìàãí³òíî¿ ìîäåë³ Ãåéçåíáåðãà íà òðèêóòí³é ãðàòö³ çàëåæèòü â³ä òèïó ì³æøàðîâî¿ îáì³ííî¿

âçàºìîä³¿.

PACS: 75.40.Cx Ñòàòè÷åñêèå ñâîéñòâà;
05.10.Ln Ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî;
68.35.Rh Ôàçîâûå ïåðåõîäû è êðèòè÷åñêèå ÿâëåíèÿ;
75.50.Gg Ôåððèìàãíåòèêè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êðèòè÷åñêèå ñâîéñòâà, èíäåêñû Ôèøåðà, òðåõìåðíàÿ ôðóñòðèðîâàííàÿ àíòè-
ôåððîìàãíèòíàÿ ìîäåëü Ãåéçåíáåðãà, ðåïëè÷íûé ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî.

1. Ââåäåíèå

Ïðîáëåìà èññëåäîâàíèÿ ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ (ÔÏ) è

êðèòè÷åñêèõ ÿâëåíèé (Êß) â ôðóñòðèðîâàííûõ ñïèíî-

âûõ ñèñòåìàõ — îäíà èç ôóíäàìåíòàëüíûõ ïðîáëåì ñòà-

òèñòè÷åñêîé ôèçèêè. Íåñìîòðÿ íà çíà÷èòåëüíûå óñïåõè,

äîñòèãíóòûå â ýòîé îáëàñòè, âîïðîñ î ïîñòðîåíèè ñòðî-

ãîé è ïîñëåäîâàòåëüíîé ìèêðîñêîïè÷åñêîé òåîðèè ôà-

çîâûõ ïåðåõîäîâ è êðèòè÷åñêèõ ÿâëåíèé îñòàåòñÿ îäíèì

èç öåíòðàëüíûõ â ñîâðåìåííîé ôèçèêå êîíäåíñèðîâàí-

íîãî ñîñòîÿíèÿ [1]. Ñîâðåìåííàÿ òåîðèÿ ÔÏ è Êß â

îñíîâíîì áàçèðóåòñÿ íà èäåÿõ, çàëîæåííûõ â ãèïîòåçå

ñêåéëèíãà, óíèâåðñàëüíîñòè è â òåîðèè ðåíîðìàëèçàöè-

îííîé ãðóïïû [1–4]. Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ïðè èññëå-

äîâàíèè ôðóñòðèðîâàííûõ ñèñòåì (ÔÑ), à òàêæå ñïèíî-

âûõ ñèñòåì ñ âìîðîæåííûì íåìàãíèòíûì áåñïîðÿäêîì,

ïîêàçûâàþò, ÷òî ìíîãèå èç ýòèõ ðåçóëüòàòîâ âûõîäÿò äà-

ëåêî çà ðàìêè ñîâðåìåííîé òåîðèè ÔÏ è Êß [3–7].
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Áîëüøèíñòâî òðàäèöèîííûõ òåîðåòè÷åñêèõ è ýêñ-

ïåðèìåíòàëüíûõ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ ôðóñòðèðî-

âàííûõ ñèñòåì ñòàëêèâàþòñÿ ñ ñåðüåçíûìè òðóäíîñ-

òÿìè ïðè ïîïûòêå âû÷èñëèòü êðèòè÷åñêèå ïàðàìåòðû,

îïðåäåëèòü îñîáåííîñòè, õàðàêòåð è ìåõàíèçìû êðè-

òè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ [7,8]. Ýòî ïðèâåëî ê òîìó, ÷òî

ÔÏ è Êß â ÔÑ â íàñòîÿùåå âðåìÿ èíòåíñèâíî èçó÷à-

þòñÿ ìåòîäàìè Ìîíòå-Êàðëî (ÌÊ) [7–14]. Èññëåäîâà-

íèå íåïîñðåäñòâåííî ñàìîé îêðåñòíîñòè êðèòè÷åñêîé

òî÷êè ìåòîäàìè ÌÊ ñòàëî âîçìîæíûì òîëüêî â ïî-

ñëåäíèå ãîäû. Ïîäîáíûå óñïåõè äîñòèãíóòû íå òîëüêî

ïóòåì óâåëè÷åíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ìîùíîñòåé ñîâðå-

ìåííûõ êîìïüþòåðîâ, íî è èñïîëüçîâàíèÿ äîïîëíè-

òåëüíûõ èäåé è ìåòîäîâ. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ èññëå-

äîâàíèÿ ÔÑ ðàçðàáîòàíû ñïåöèàëüíûå ðåïëè÷íûå

àëãîðèòìû ìåòîäà ÌÊ [15].

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðîäîëæàþòñÿ èíòåíñèâíûå

èññëåäîâàíèÿ ìàãíèòíûõ, òåïëîâûõ è êðèòè÷åñêèõ

ñ â î é ñ ò â ôðóñ ò ð è ð î âà í í û õ ñ ï è í î â û õ ñ è ñ ò å ì

[12–14,16–21]. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ÔÑ îáëàäàþò

íåîáû÷íûìè ìàãíèòíûìè ñâîéñòâàìè, èìåþò áîãàòîå

ðàçíîîáðàçèå ôàç è ÔÏ, îáóñëîâëåííîå ñèëüíûì âû-

ðîæäåíèåì è âûñîêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòüþ òàêèõ ñèñ-

òåì ê ðàçëè÷íîãî ðîäà âîçìóùàþùèì âçàèìîäåéñò-

âèÿì [22]. Êðîìå òîãî, îñòàåòñÿ îòêðûòûì âîïðîñ î

ïðèíàäëåæíîñòè ôðóñòðèðîâàííûõ ñïèíîâûõ ñèñòåì

ê íîâîìó êëàññó óíèâåðñàëüíîñòè êðèòè÷åñêîãî ïîâå-

äåíèÿ è åãî çàâèñèìîñòè îò ðàçëè÷íûõ ôàêòîðîâ, òà-

êèõ êàê òèï è âåëè÷èíà ìåæñëîéíîãî îáìåííîãî âçàè-

ìîäåéñòâèÿ, ó÷åò âçàèìîäåéñòâèÿ âòîðûõ áëèæàéøèõ

ñîñåäåé, àíèçîòðîïèè, âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ è

äð. [16–22].

Â äàííîé ðàáîòå ìåòîäîì ÌÊ èññëåäîâàíû êðèòè-

÷åñêèå ñâîéñòâà òðåõìåðíîé àíòèôåððîìàãíèòíîé ìî-

äåëè Ãåéçåíáåðãà íà òðåóãîëüíîé ðåøåòêå.

Èíòåðåñ ê ýòîé ìîäåëè îáóñëîâëåí òåì, ÷òî àíòèôåð-

ðîìàãíåòèêè íà òðåóãîëüíîé ðåøåòêå — ïðèìåð ôðóñ-

òðèðîâàííûõ ñèñòåì. Èçó÷åíèå ýòîé ìîäåëè ìîæåò ïî-

çâîëèòü ïîëó÷èòü îòâåò íà âîïðîñ î ïðèíàäëåæíîñòè

ôðóñòðèðîâàííûõ ñèñòåì ê íîâîìó êèðàëüíîìó êëàññó

óíèâåðñàëüíîñòè, êîòîðûé äî ñèõ ïîð ÿâëÿåòñÿ äèñêóñ-

ñèîííûì [6–14,19,20]. Êðîìå òîãî, ìíîãèå âàæíûå ôè-

çè÷åñêèå ñâîéñòâà ÔÑ ñèëüíî çàâèñÿò îò ãåîìåòðèè ðå-

øåòêè (îò ñòåïåíè ôðóñòðàöèè). Ýòè îñîáåííîñòè ìîãóò

ïðèâåñòè ê ñóæåíèþ êëàññîâ óíèâåðñàëüíîñòè êðèòè-

÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ, è ýòîò âîïðîñ âñå åùå íåäîñòàòî÷íî

ïîëíî èçó÷åí.

Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò âîïðîñ çàâèñèìîñòè

êðèòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ôðóñòðèðîâàííûõ ñèñòåì îò

òèïà ìåæñëîéíîãî îáìåííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Èç

äàííûõ, ïîëó÷åííûõ íà ñåãîäíÿøíèé äåíü, íåëüçÿ îä-

íîçíà÷íî îïðåäåëèòü çàêîíîìåðíîñòè èçìåíåíèÿ êðè-

òè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ÔÑ â çàâèñèìîñòè îò òèïà ìåæ-

ñëîéíîãî îáìåííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, è ýòîò âîïðîñ äî

ñèõ ïîð îñòàåòñÿ îòêðûòûì.

Â äàííîé ðàáîòå íàìè ïðåäïðèíÿòà ïîïûòêà ïî âîç-

ìîæíîñòè ñ ìàêñèìàëüíîé òî÷íîñòüþ, ñ ñîáëþäåíèåì

åäèíîé ìåòîäèêè, ñ èñïîëüçîâàíèåì íàäåæíîé è ïðî-

âåðåííîé ñõåìû, íà îñíîâå ñïåöèàëüíîãî àëãîðèòìà

ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî (ðåïëè÷íûé àëãîðèòì) îïðåäå-

ëèòü çíà÷åíèÿ êðèòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ òðåõìåðíîé

ôðóñòðèðîâàííîé àíòèôåððîìàãíèòíîé ìîäåëè Ãåé-

çåíáåðãà íà òðåóãîëüíîé ðåøåòêå.

2. Ìîäåëü è ìåòîä èññëåäîâàíèÿ

Ãàìèëüòîíèàí àíòèôåððîìàãíèòíîé òðåõìåðíîé

ìîäåëè Ãåéçåíáåðãà íà òðåóãîëüíîé ðåøåòêå ìîæåò

áûòü ïðåäñòàâëåí â ñëåäóþùåì âèäå [9]:
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âåêòîð, J è 	J — êîíñòàíòû îáìåííîãî âçàèìîäåé-

ñòâèÿ. Ñóììèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî áëèæàéøèì

ñîñåäÿì. Ðåøåòêà ñîñòîèò èç äâóìåðíûõ òðåóãîëüíûõ

ñëîåâ, ñëîæåííûõ ïî îðòîãîíàëüíîé îñè. Ïåðâûé

÷ëåí â ôîðìóëå (1) ó÷èòûâàåò âíóòðèïëîñêîñòíîå îá-

ìåííîå âçàèìîäåéñòâèå âåëè÷èíîé J , à âòîðîé — ìåæ-

ïëîñêîñòíîå 	J .

Äëÿ âûÿñíåíèÿ âëèÿíèÿ òèïà ìåæïëîñêîñòíîãî

îáìåííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ íà õàðàêòåð êðèòè÷åñêîãî

ïîâåäåíèÿ ðàññìàòðèâàëèñü äâå ìîäåëè:

ìîäåëü D1: J J J J
 	 � � 	0 0, , | | | |;

ìîäåëü D2: J J J J
 	 
 � 	0 0, , | | | |.

Ôðóñòðèðîâàííûå ñïèíîâûå ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ äî-

âîëüíî ñëîæíûìè îáúåêòàìè äëÿ èññëåäîâàíèÿ äàæå

ìåòîäàìè ÌÊ. Êàê èçâåñòíî, âáëèçè êðèòè÷åñêîé òî÷-

êè ìåòîä ÌÊ ñòàëêèâàåòñÿ ñ ïðîáëåìîé «êðèòè÷åñêî-

ãî çàìåäëåíèÿ», à â ÔÑ ýòà ïðîáëåìà ñòàíîâèòñÿ åùå

áîëåå àêòóàëüíîé [7]. Êðîìå òîãî, äëÿ ÔÑ õàðàêòåðíà

ïðîáëåìà ìíîãî÷èñëåííûõ äîëèí ëîêàëüíûõ ìèíèìó-

ìîâ ýíåðãèè. Îáû÷íûå ìåòîäû ÌÊ ïëîõî ñïðàâëÿþò-

ñÿ ñ ðåøåíèåì ýòèõ ïðîáëåì. Ïîýòîìó â ïîñëåäíåå

âðåìÿ ðàçðàáîòàíî ìíîãî íîâûõ âàðèàíòîâ àëãîðèò-

ìîâ ìåòîäà ÌÊ, ñïåöèàëüíî îðèåíòèðîâàííûõ íà

èññëåäîâàíèÿ ÔÑ. Èç íèõ íàèáîëåå ìîùíûìè è ýô-

ôåêòèâíûìè â èññëåäîâàíèè Êß â ÔÑ îêàçàëèñü ðåï-

ëè÷íûå àëãîðèòìû ìåòîäà ÌÊ [15].

Ïîýòîìó â äàííîì èññëåäîâàíèè íàìè èñïîëüçîâàí

âûñîêîýôôåêòèâíûé ðåïëè÷íûé îáìåííûé àëãîðèòì

ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî [15] â ñëåäóþùåì âèäå:

1) îäíîâðåìåííî ìîäåëèðóþòñÿ äâå ðåïëèêè X è 	X

ñ ðàçíûìè òåìïåðàòóðàìè T è 	T ;

2) ïîñëå âûïîëíåíèÿ 100 ÌÊ øàãîâ/ñïèí ýòè ðåï-

ëèêè îáìåíèâàþòñÿ äàííûìè â ñîîòâåòñòâèè ñî ñõå-

ìîé Ìåòðîïîëèñà ñ âåðîÿòíîñòüþ
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ãäå � � � 	 � 	( ) ( )U U /T /T1 1 , U è 	U — âíóòðåííèå ýíåð-

ãèè ïåðâîé è âòîðîé ðåïëèê ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðåèìóùåñòâî ýòîãî ìåòîäà â òîì, ÷òî âåðîÿòíîñòü

îáìåíà àïðèîðè èçâåñòíà, òîãäà êàê äëÿ äðóãèõ àëãî-

ðèòìîâ îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè îòíèìàåò ìíîãî âðå-

ìåíè. Ýòîò ìåòîä áûë àïðîáèðîâàí íàìè äëÿ èññëåäî-

âàíèÿ äðóãèõ áîëåå ïðîñòûõ ìîäåëåé [13]. Êðîìå

òîãî, ðåïëè÷íûé îáìåííûé ìåòîä îáëåã÷àåò ðåøåíèå

ïðîáëåìû «çàñòðåâàíèÿ» ñèñòåìû â ìíîãî÷èñëåííûõ

ñîñòîÿíèÿõ ñ ëîêàëüíîé ìèíèìàëüíîé ýíåðãèåé.

Ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü äëÿ ñèñòåì ñ ïåðèîäè÷åñêè-

ìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè è ëèíåéíûìè ðàçìåðàìè

L L L N� � � , L � 12–42. Ïðè êàæäîì êîíêðåòíîì çíà÷å-

íèè L äëÿ óñðåäíåíèÿ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ

èñïîëüçîâàëèñü 10 ìàðêîâñêèõ öåïåé, ñòàðòóþùèõ èç

ðàçëè÷íûõ ñëó÷àéíûõ íà÷àëüíûõ êîíôèãóðàöèé. Â

êàæäîé öåïè äëèíà ðàâíîâåñíîãî ó÷àñòêà â 100 ðàç

ïðåâûøàëà äëèíó íåðàâíîâåñíîãî. Ïîëó÷åííûå òà-

êèì îáðàçîì çíà÷åíèÿ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåò-

ðîâ óñðåäíÿëîñü ïî âñåì 10 êîíôèãóðàöèÿì. Ýòè äàí-

íûå çàòåì èñïîëüçîâàëèñü äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãðàôèêîâ.

3. Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ

Äëÿ íàáëþäåíèÿ çà òåìïåðàòóðíûì õîäîì ïîâåäå-

íèÿ òåïëîåìêîñòè è âîñïðèèì÷èâîñòè èñïîëüçîâàëè

ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ [11,23–25]:

C NK U U� 
 � � 
 �( ) ( ) ,2 2 2
(2)

� �

 � � 
 � 



 � �
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�
�

( ) ( | | ) ,

( ) ,

NK m m T T

NK m T T

N

N

2 2

2
, (3)

� k
k k k

k k

NK m m T T

NK m T T
� 
 � � 
 � 



 � �

�
�
�

( ) ( | | ) ,

( ) ,

2 2

2
, (4)

ãäå � �K J /k TB� , N — ÷èñëî ÷àñòèö, m — ìàãíèòíûé

ïàðàìåòð ïîðÿäêà, mk — êèðàëüíûé ïàðàìåòð ïîðÿä-

êà, � k — êèðàëüíàÿ âîñïðèèì÷èâîñòü.

Ïàðàìåòð ïîðÿäêà ñèñòåìû m âû÷èñëÿëñÿ ïî ôîð-

ìóëå [9]

m
N

M M MA B C� 
 � � �
3

32 2 2 / , (5)

ãäå M A , MB è MC — íàìàãíè÷åííîñòè òðåõ ïîäðåøå-

òîê ñîîòâåòñòâåííî.

Íàìàãíè÷åííîñòü ïîäðåøåòêè îïðåäåëÿëàñü ñëåäó-

þùèì îáðàçîì [9]:


 � � 
 � � �| |M r x y zS S S2 2 2 , r A B C� , , . (6)

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ êèðàëüíîãî ïàðàìåòðà ïîðÿäêà ñèñ-

òåìû mk èñïîëüçîâàëè ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ [10,11]:

m
N

mk k

p
p

� �1
, (7)

m S Sk i j p

ij
p

� �

 �
�2

3 3
( ) , (8)

ãäå p íóìåðóåò òðåóãîëüíûå ïëàêåòû.

Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåíû õàðàêòåðíûå çàâèñèìîñòè

òåïëîåìêîñòè C è âîñïðèèì÷èâîñòè � îò òåìïåðàòóðû

äëÿ ñèñòåì ñ ëèíåéíûìè ðàçìåðàìè L � 12; 18; 24; 30

äëÿ ìîäåëè D2 (çäåñü è íà âñåõ ïîñëåäóþùèõ ðèñóí-

êàõ ñòàòèñòè÷åñêàÿ ïîãðåøíîñòü íå ïðåâûøàåò ðàçìå-

ðîâ ñèìâîëîâ, èñïîëüçîâàííûõ äëÿ ïîñòðîåíèÿ çàâè-

ñèìîñòåé).

Îòìåòèì, ÷òî â çàâèñèìîñòè òåïëîåìêîñòè C è âîñ-

ïðèèì÷èâîñòè � îò òåìïåðàòóðû äëÿ âñåõ ñèñòåì âáëè-

çè êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû íàáëþäàþòñÿ õîðîøî

âûðàæåííûå ìàêñèìóìû, êîòîðûå óâåëè÷èâàþòñÿ ñ

ðîñòîì ÷èñëà ñïèíîâ â ñèñòåìå, ïðè÷åì ýòè ìàêñèìó-

ìû â ïðåäåëàõ ïîãðåøíîñòè ïðèõîäÿòñÿ íà îäíó è òó
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Ðèñ. 1. Çàâèñèìîñòè òåïëîåìêîñòè C/kB (à) è âîñïðèèì-

÷èâîñòè � (á) îò òåìïåðàòóðû (â åäèíèöàõ | | /J kB) äëÿ

L � 12; 18; 24 è 30 äëÿ ìîäåëè D2.



æå òåìïåðàòóðó äàæå äëÿ ñèñòåì ñ íàèìåíüøèì çíà÷å-

íèåì L. Ýòî ñâèäåòåëüñòâóåò, âî-ïåðâûõ, î âûñîêîé

ýôôåêòèâíîñòè èñïîëüçîâàííîãî ñïîñîáà äîáàâëåíèÿ

ïåðèîäè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, à âî-âòîðûõ, î

äîñòèæåíèè íàñûùåíèÿ ïî N äëÿ ìíîãèõ èññëåäóå-

ìûõ íàìè ïàðàìåòðîâ.

Òåìïåðàòóðíûå çàâèñèìîñòè òåïëîåìêîñòè è âîñ-

ïðèèì÷èâîñòè äëÿ ìîäåëè D1 ïðèâåäåíû â ðàáîòå [14].

Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíû òåìïåðàòóðíûå çàâèñèìîñòè

òåïëîåìêîñòè C è âîñïðèèì÷èâîñòè � äëÿ ñèñòåìû ñ ëè-

íåéíûì ðàçìåðîì L � 30 äëÿ ìîäåëåé D1 è D2. Îòìåòèì

õîðîøî âûðàæåííûå ìàêñèìóìû â êðèòè÷åñêîé îáëàñòè

äëÿ îáåèõ ìîäåëåé, ïðè÷åì ýòè ìàêñèìóìû â ïðåäåëàõ

ïîãðåøíîñòè ïðèõîäÿòñÿ íà îäíó è òó æå òåìïåðàòóðó.

Äëÿ áîëåå òî÷íîãî îïðåäåëåíèÿ êðèòè÷åñêîé òåì-

ïåðàòóðû TN èñïîëüçîâàí ìåòîä êóìóëÿíòîâ Áèíäåðà

UL ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà, êîòîðûé èìååò âèä [26]

U
m

m
L

L

L

� �

 �


 �
1

3

4

2 2
. (9)

Ñîãëàñíî òåîðèè êîíå÷íî-ðàçìåðíîãî ñêåéëèíãà

(ÊÐÑ), òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ âñåõ êðèâûõ UL èõ òåìïå-

ðàòóðíîé çàâèñèìîñòè ÿâëÿåòñÿ êðèòè÷åñêîé òî÷êîé

[24].

Íà ðèñ. 3 ïðåäñòàâëåíà õàðàêòåðíàÿ çàâèñèìîñòü UL

îò òåìïåðàòóðû äëÿ ðàçíûõ çíà÷åíèé L (L � 12, 18, 24,

30) äëÿ ìîäåëè D2. Âñòàâêà íà ýòîì ðèñóíêå äåìîíñòðè-

ðóåò òî÷íîñòü îïðåäåëåíèÿ êðèòè÷åñêîé òåìïåðàòóðû.

Èç ãðàôèêà âèäíî, ÷òî êðèòè÷åñêàÿ òåìïåðàòóðà ðàâíà

TN � 0,957(1) (çäåñü è äàëåå òåìïåðàòóðà äàíà â åäèíè-

öàõ � �J k B/ ). Ïðè îïðåäåëåíèè êèðàëüíîé êðèòè÷åñêîé

òåìïåðàòóðû Tk èñïîëüçîâàí ìåòîä ïåðåñå÷åíèÿ êóìó-

ëÿíòîâ («cumulant crossing»), êîòîðûé ñ÷èòàåòñÿ áîëåå

òî÷íûì è íàäåæíûì [11–14,26,27]. Àíàëîãè÷íûå ðàñ÷å-

òû âûïîëíåíû è äëÿ ìîäåëè D1 [14].

Äëÿ ðàñ÷åòà ñòàòè÷åñêèõ êèðàëüíûõ è ìàãíèòíûõ

êðèòè÷åñêèõ èíäåêñîâ òåïëîåìêîñòè �, âîñïðèèì÷è-

âîñòè � �, k , íàìàãíè÷åííîñòè � �, k è ðàäèóñà êîððå-

ëÿöèè � �, k èñïîëüçîâàíû ñîîòíîøåíèÿ òåîðèè êîíå÷-

íî-ðàçìåðíîãî ñêåéëèíãà [24,26–29].

Èç ñîîòíîøåíèé ÊÐÑ ñëåäóåò, ÷òî â ñèñòåìå ñ ðàç-

ìåðàìè L L L� � ïðè Ò ÒN� è äîñòàòî÷íî áîëüøèõ L

âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ [11,24,28–31]:

m L� ��� � , m Lk
k k� �� �/
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k L k k� /

,

V L gn Vn
� 1/� , V L gn Vk
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n
� 1/�

, (10)

ãäå gVn
— íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ, à â êà÷åñòâå Vn è Vnk

ìîãóò âûñòóïàòü
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Ðèñ. 2. Çàâèñèìîñòè òåïëîåìêîñòè C/kB (à) è âîñïðèèì÷è-

âîñòè � (á) îò òåìïåðàòóðû (â åäèíèöàõ | | /J kB) äëÿ L = 30

äëÿ ìîäåëåé D1 è D2.
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Ðèñ. 3. Çàâèñèìîñòü êóìóëÿíòà Áèíäåðà UL îò òåìïåðàòó-

ðû (â åäèíèöàõ | | /J kB) äëÿ ìîäåëè D2 äëÿ ðàçëè÷íûõ L.



Ýòè âûðàæåíèÿ èñïîëüçîâàíû äëÿ îïðåäåëåíèÿ

� �, k , � �, k , � è �k . Äëÿ àïïðîêñèìàöèè òåìïåðàòóð-

íîé çàâèñèìîñòè òåïëîåìêîñòè îò L èñïîëüçîâàíî âû-

ðàæåíèå [9–11,32]

C L A A Lmax
/( ) � �1 2

� � , (13)

ãäå À1 è À2 — íåêîòîðûå êîýôôèöèåíòû.

Íà ðèñ. 4 â äâîéíîì ëîãàðèôìè÷åñêîì ìàñøòàáå

ïðåäñòàâëåíû õàðàêòåðíûå çàâèñèìîñòè ïàðàìåòðîâ

Vi ïðè i �1 2 3, , îò ëèíåéíûõ ðàçìåðîâ ðåøåòêè L äëÿ

ìîäåëè D2. Êàê âèäíî íà ðèñóíêå, âñå òî÷êè íà ãðà-

ôèêàõ â ïðåäåëàõ ïîãðåøíîñòè õîðîøî ëîæàòñÿ íà

ïðÿìóþ. Çàâèñèìîñòè íà ðèñóíêå, ïðîâåäåííûå â ñî-

îòâåòñòâèè ñ ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, ïàðàë-

ëåëüíû äðóã äðóãó. Óãîë íàêëîíà ïðÿìîé îïðåäåëÿåò

çíà÷åíèÿ 1/ �. Âû÷èñëåííîå òàêèì îáðàçîì çíà÷åíèå �
èñïîëüçîâàëîñü äëÿ îïðåäåëåíèÿ êðèòè÷åñêèõ èíäåê-

ñîâ òåïëîåìêîñòè �, âîñïðèèì÷èâîñòè � è ïàðàìåòðà

ïîðÿäêà �. Ïî ýòîé ñõåìå áûëè îïðåäåëåíû è êèðàëü-

íûå êðèòè÷åñêèå èíäåêñû. Àíàëîãè÷íûå ðàñ÷åòû âû-

ïîëíåíû è äëÿ ìîäåëè D1.

Âñå çíà÷åíèÿ èíäåêñîâ, ïîëó÷åííûå òàêèì îáðàçîì,

ïðåäñòàâëåíû â òàáë. 1, â êîòîðîé ïðèâåäåíû è ðåçóëü-

òàòû ÷èñëåííûõ [9–11] è ëàáîðàòîðíûõ ýêñïåðèìåíòîâ

[6] äðóãèõ àâòîðîâ, à òàêæå çíà÷åíèÿ êðèòè÷åñêèõ ïà-

ðàìåòðîâ äëÿ íåôðóñòðèðîâàííîé ìîäåëè [33]. Â ðàáî-

òå [6] ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòàëüíîãî

èññëåäîâàíèÿ êèðàëüíîñòè àíòèôåððîìàãíåòèêà

CsMnBr3 ñ òðåóãîëüíîé ðåøåòêîé. Ôàçîâûé ïåðåõîä

èçó÷åí ýêñïåðèìåíòàëüíî â ðàáîòàõ [34,35], ãäå êðèòè-

÷åñêèå ïàðàìåòðû îïðåäåëÿëèñü èç äàííûõ ïî ðàññåÿ-

íèþ íåïîëÿðèçîâàííûõ íåéòðîíîâ è íå îòëè÷àþòñÿ

áîëüøîé òî÷íîñòüþ.

Îñîáî ñëåäóåò îòìåòèòü ïðîöåäóðó, èñïîëüçîâàí-

íóþ íàìè äëÿ îïðåäåëåíèÿ èíäåêñà Ôèøåðà �. Èñ-

ïîëüçóÿ îòíîøåíèå ìåæäó âîñïðèèì÷èâîñòüþ � è ðà-

äèóñîì êîððåëÿöèè � [36]

� � � � �� , (14)

à òàêæå ñîîòíîøåíèå � � �� �2 / , ñâÿçûâàþùåå èíäåêñ

� è �, ïîëó÷àåì

ln ( / ) ln� � � �2 � �c , (15)

ãäå c — íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà. Äëÿ ñèñòåì ñ êîíå÷íûìè

ðàçìåðàìè � � L ïðè T TN� èìååì

ln ( / ) ln� �L c L2 � � . (16)
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Ðèñ. 4. Çàâèñèìîñòü ïàðàìåòðà Vi îò ëèíåéíûõ ðàçìåðîâ

ñèñòåìû L ïðè T TN� äëÿ ìîäåëè D2.

Òàáëèöà 1. Çíà÷åíèÿ êðèòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ äëÿ 3D àíòèôåððîìàãíèòíîé ìîäåëè Ãåéçåíáåðãà íà ñëîèñòîé òðåóãîëüíîé ðåøåòêå

Êðèòè÷åñêèé

ïàðàìåòð

Äàííûå íàñòîÿùåé ðàáîòû Ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî Ýêñïåðèìåíò

(ñì. ññûëêè â [6])

×èñòàÿ ìîäåëü

[33]Ìîäåëü D1 Ìîäåëü D2 [9] [10] [11]

TN 0,956(1) 0,957(1) 0,954(2) 0,955(2) 0,9577(2) – 1,443

Tk 0,956(2) 0,957(2) – 0,958(2) 0,9577(2) – –

� 0,59(1) 0,64(1) 0,53(3) 0,59(2) 0,586(8) 0,57(3) 0,7112(5)

� 0,26(2) 0,05(2) 0.4(1) 0,24(8) 0,40(5) –0,1336(51)

� 0,26(1) 0,30(1) 0,25(2) 0,30(2) 0,285(11) 0,25(1) 0,3689(3)

� 1,23(2) 0,36(2) 1,1(1) 1,17(7) 1,185(3) 1,10(5) 1,3960(9)

�k 0,59(2) 0,64(2) – 0,60(2) 0,60(2) – –

�k 0,43(2) 0,52(2) – 0,55(2) 0,50(2) 0,44(2) –

�k 0,87(3) 0,93(3) – 0,72(2) 0,82(2) 0,84(2) –

� –0,09(3) –0,06(3) – – – – 0,0375(5)

� k 0,50(4) 0,63(4) – – – – –



Íà îñíîâå âûðàæåíèÿ (16) îïðåäåëåíî çíà÷åíèå èí-

äåêñà Ôèøåðà �� Ïî ýòîé æå ñõåìå áûëè ðàññ÷èòàíû

çíà÷åíèÿ ìàãíèòíûõ è êèðàëüíûõ êðèòè÷åñêèõ èíäåê-

ñîâ Ôèøåðà äëÿ ìîäåëåé D1 è D2. Ýòè äàííûå òàêæå

ïðåäñòàâëåíû â òàáë. 1.

Äëÿ ìîäåëåé D1 è D2 çíà÷åíèÿ ìàãíèòíîé è êèðàëü-

íîé êðèòè÷åñêèõ òåìïåðàòóð â ïðåäåëàõ ïîãðåøíîñòè

ñîâïàäàþò ìåæäó ñîáîé è ñ òåìè, ÷òî ïîëó÷åíû â ðàáî-

òàõ [9–11]. Ñðàâíåíèå çíà÷åíèé êðèòè÷åñêèõ ïàðàìåò-

ðîâ äëÿ ìîäåëè D1 ñ ðåçóëüòàòàìè èññëåäîâàíèé äëÿ

àíàëîãè÷íîé ìîäåëè â ðàáîòàõ [9,11] ïîêàçûâàåò, ÷òî

íàøè äàííûå áëèçêè ê äàííûì ðàáîòû [11], êîòîðàÿ ÿâ-

ëÿåòñÿ áîëåå ïîçäíåé. ×àñòü êðèòè÷åñêèõ èíäåêñîâ äëÿ

ìîäåëè D2 â ïðåäåëàõ ïîãðåøíîñòè ñîâïàäàåò ñ ðåçóëü-

òàòàìè, ïîëó÷åííûìè äëÿ òàêîé æå ìîäåëè â ðàáîòå

[10]. Èç òàáë. 1 âèäíî, ÷òî äàííûå, ïîëó÷åííûå íàìè

äëÿ ìîäåëè D1, áëèæå ê ýêñïåðèìåíòàëüíûì ðåçóëüòà-

òàì (ñì. ññûëêè â [6]), ïîëó÷åííûì äëÿ àíòèôåððîìàã-

íåòèêà ñ òðåóãîëüíîé ðåøåòêîé CsMnBr3, ÷åì äëÿ ìî-

äåëè D2. Îòìåòèì, ÷òî çíà÷åíèÿ èíäåêñîâ Ôèøåðà � è

�k äëÿ ìîäåëåé D1 è D2 ðàññ÷èòàíû âïåðâûå.

Êàê âèäíî èç òàáë. 1, ðåçóëüòàòû íàøåé ðàáîòû õî-

ðîøî ñîãëàñóþòñÿ êàê ñ äàííûìè ëàáîðàòîðíîãî ýêñ-

ïåðèìåíòà, òàê è ñ áîëüøèíñòâîì ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåí-

íûõ ýêñïåðèìåíòîâ äðóãèõ àâòîðîâ, íî îòëè÷àþòñÿ îò

ðåçóëüòàòîâ äëÿ íåôðóñòðèðîâàííîé ìîäåëè Ãåéçåí-

áåðãà [33]. Ýòî ïîçâîëÿåò íàì ãîâîðèòü, ÷òî 3D ôðóñ-

òðèðîâàííàÿ àíòèôåððîìàãíèòíàÿ ìîäåëü Ãåéçåíáåð-

ãà íà ñëîèñòîé òðåóãîëüíîé ðåøåòêå (ìîäåëü D2)

îáðàçóåò íîâûé êëàññ óíèâåðñàëüíîñòè êðèòè÷åñêîãî

ïîâåäåíèÿ.

Êðîìå òîãî, áîëüøèíñòâî êðèòè÷åñêèõ èíäåêñîâ

ìîäåëè D2 ñèëüíî îòëè÷àþòñÿ îò èíäåêñîâ ìîäåëè D1.

Ýòî ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî òèï ìåæñëîéíîãî îá-

ìåííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, òàê æå êàê è åãî âåëè÷èíà

[13,14], èãðàåò âàæíóþ ðîëü ïðè îáðàçîâàíèè êëàññîâ

óíèâåðñàëüíîñòè òàêèõ ñèñòåì. Î÷åâèäíî, ÷òî ìîäåëè

D1 è D2 îòíîñÿòñÿ ê ðàçíûì êëàññàì óíèâåðñàëüíîñòè

è êàæäàÿ èç íèõ èìååò ñâîé íàáîð êðèòè÷åñêèõ èíäåê-

ñîâ.

4. Çàêëþ÷åíèå

Èññëåäîâàíèÿ êðèòè÷åñêèõ ñâîéñòâ 3D ôðóñòðèðî-

âàííîé àíòèôåððîìàãíèòíîé ìîäåëè Ãåéçåíáåðãà íà

òðåóãîëüíîé ðåøåòêå â äàííîé ðàáîòå âûïîëíåíû ñ èñ-

ïîëüçîâàíèåì âûñîêîýôôåêòèâíîãî ðåïëè÷íîãî àëãî-

ðèòìà ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî. Ðàññ÷èòàíû âñå îñíîâíûå

ñòàòè÷åñêèå ìàãíèòíûå è êèðàëüíûå êðèòè÷åñêèå èí-

äåêñû. Ðàñ÷åò êðèòè÷åñêèõ èíäåêñîâ òåïëîåìêîñòè �,

âîñïðèèì÷èâîñòè � �, k , ïàðàìåòðîâ ïîðÿäêà � �, k , èí-

äåêñà Ôèøåðà � �, k è ðàäèóñà êîððåëÿöèè � �, k

âûïîëíåí íà îñíîâå ñîîòíîøåíèé òåîðèè êîíå÷íî-ðàç-

ìåðíîãî ñêåéëèíãà è ñ ñîáëþäåíèåì åäèíîé ìåòîäèêè â

ðàìêàõ îäíîãî èññëåäîâàíèÿ. Çíà÷åíèÿ èíäåêñîâ Ôè-

øåðà � è �k äëÿ ýòîé ìîäåëè ðàññ÷èòàíû âïåðâûå. Ïî-

ëó÷åííûå äàííûå ñâèäåòåëüñòâóþò î ïðèíàäëåæíîñòè

3D ôðóñòðèðîâàííîé àíòèôåððîìàãíèòíîé ìîäåëè

Ãåéçåíáåðãà íà òðåóãîëüíîé ðåøåòêå ê íîâîìó êëàññó

óíèâåðñàëüíîñòè. Ðåçóëüòàòû äàííîé ðàáîòû ïîçâî-

ëÿþò óòâåðæäàòü, ÷òî êëàññ óíèâåðñàëüíîñòè êðèòè-

÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ àíòèôåððîìàãíèòíîé ìîäåëè Ãåé-

çåíáåðãà íà òðåóãîëüíîé ðåøåòêå çàâèñèò îò òèïà

ìåæñëîéíîãî îáìåííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ.
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Study into critical properties of 3D frustrated

Heisenberg model on triangular lattice by the

use of Monte Carlo methods

A.K. Murtazaev, M.K. Ramazanov, and M.K. Badiev

The critical properties of the 3D frustrated anti-

ferromagnetic Heisenberg model on a triangular

lattice are investigated by the replica Monte Carlo

method. The static magnetic and chiral critical ex-

ponents of heat capacity � � 0.05(2), magnetization

� � 0.30(1), �k � 0.52(2), susceptibility � � 1.36(2),

�k � 0.93(3), and correlation radius � � 0.64(1),

�k � 0.64(2) are calculated by using the finite-

size scaling theory. The critical Fisher exponents

� � – 0.06(3), �k � 0.63(4) for this model are esti-

mated for the first time. A new universality class of

the critical behavior is shown to be formed by the

3D frustrated Heisenberg model on the triangular

lattice. A type of the interlayer exchange interac-

tion is found to influence the universality class of

antiferromagnetic Heisenberg model on the a trian-

gular lattice.

PACS: 75.40.Cx Static properties;

05.10.Ln Monte Carlo methods;

68.35.Rh Phase transitions and critical phe-

nomena;

75.50.Gg Ferrimagnetics.

Keywords: critical properties, Fisher exponents, 3D

frustrated antiferromagnetic Heisenberg model, rep-

lica Monte Carlo method.
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