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Розв’язана лiнiйна задача генерацiї та еволюцiї поверхневих хвиль та затухаючих збурень на вiльнiй поверхнi ка-
налу прямокутного поперечного перерiзу при русi зi стану спокою з постiйною швидкiстю областi поверхневого
тиску прямокутної форми. Для знаходження розв’язку для потенцiалу швидкостей використанi iнтегральнi пере-
творення по поздовжнiй координатi i часу та розклад у ряд Фур’є по поперечнiй координатi. Одержано в явному
виглядi розв’язок для хвильового поля та у виглядi квадратур для затухаючих складових. В результатi виконаних
розрахункiв проаналiзовано особливостi формування та структуру корабельних (баричних) хвиль у залежностi вiд
режиму руху та характеристик рухомої областi та каналу.

КЛЮЧОВI СЛОВА: нестацiонарний рух, математична модель, канал, збурення, поверхневi хвилi, потенцiал швид-

костi, число Фруда.

Решена линейная задача генерации и эволюции поверхностных волн и затухающих возмущений на свободной по-
верхности канала прямоугольного поперечного сечения при движении из состояния покоя с постоянной скоростью
области поверхностного давления прямоугольной формы. Для нахождения решения задачи для потенциала скоро-
стей использованы интегральные преобразования по продольной координате и времени и разложение в ряд Фурье по
поперечной координате. Получено в явном виде решение для волнового поля и в виде квадратур для затухающих
составляющих. В результате выполненных расчетов проанализироованы особенности формирования и структура
корабельных (барических) волн в зависимости от режима движения и характеристик движущейся области и кана-
ла.

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: нестационарное движение, математическая модель, канал, возмущение, поверхностные вол-
ны, потенциал скорости, число Фруда.

The linear problem of generation and evolution of the surface waves, and convergent responses on the free surface of a
channel of restangular cross-section when the restangular surface pressure region moves at a constant velocity from the
state of rest is solved. In order to solve a problem in respect of a velocity potencial, the integral transformations for
longitudinal coordinate and time and expansion into a Fourier series for a transverse coordinate are used. The explict
solution for a wave field in quadratures for damped components is obtained. Based on the calculations performed, the
peculiarities of forming and structure of the ship (pressure) waves are analysed depending on the movement mode and
characteristics of the moving region and channel.

KEY WORDS: non-stationary movement, mathematical model, channel, response, surface waves, velocity potencial,
Froude number.

ВСТУП

Вивчення корабельних хвиль має достатньо дов-
гу iсторiю, однак iнтерес до цього напрямку до-
слiджень залишається i в сучаснiй гiдромеханiцi.
Це обумовлено важливiстю i необхiднiстю розв’я-
зання ряду науково-технiчних i прикладних про-
блем, пов’язаних з судноплавством як у вiдкритих
морських акваторiях, так i в умовах обмеженого
фарватеру. В останньому випадку, при русi суден
у каналах, окрiм визначення їхнiх гiдромеханiчних
характеристик, важливою є проблема взаємодiї ге-
нерованих ними збурень з берегами каналiв та рiз-
ного роду розташованих на них споруд. Тому ви-
значення картини такого роду поверхневих хвиль
є важливою прикладною проблемою.

Переважна бiльшiсть дослiджень гiдромеханiки

судна стосувалась вивчення в лiнiйнiй постановцi
гiдродинамiчної картини його обтiкання в умовах
глибокого моря або водойм сталої глибини з ме-
тою визначення сили опору. Хвильова картина за
рухомим судном визначає хвильову складову цiєї
величини. До 70–80-х рокiв минулого столiття при
побудовi вiдповiдних теоретичних моделей голов-
ним чином використовувались спрощенi представ-
лення суден (тонке судно Мiчелла, тонке видовже-
не тiло, яке замiнюється розподiленими джерела-
ми, спрощенi обводи корпусу, замiна його рухомою
областю поверхневого тиску). Лiнiйна теорiя кора-
бельних хвиль, незважаючи на наближений харак-
тер одержаних результатiв, дозволила побудувати
достатньо повну i цiлiсну картину хвильових збу-
рень за судном та визначати хвильову складову
його опору (див. бiблiографiю в [1, 2]).

Можливостi, обумовленi розвитком сучасної об-
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числювальної технiки, дозволили розраховувати
нелiнiйну гiдродинамiку суден з максимальним на-
ближенням до їхнiх реальних форм з використан-
ням чисельних методiв, якi постiйно вдосконалю-
ються (див. бiблiографiю в [3, 4]. На їхнiй основi
вже розробленi i використовуються при проекту-
ваннi суден ряд прикладних обчислювальних па-
кетiв, якi дозволяють розраховувати картину обтi-
кання судна та всi його гiдродинамiчнi характери-
стики. Однак врахування реальних аспектiв гiдро-
динамiки руху судна пов’язане з рядом труднощiв,
обумовлених як їхньою вартiстю, так i великим ча-
сом, необхiдним для розрахункiв власне характе-
ристик судна, а також складнiстю задач нестацiо-
нарних режимiв руху рiзного типу, опису дальнiх
гiдродинамiчних полiв вiд судна та їх взаємодiї з
берегами обмежених фарватерiв та рiзного роду
споруд, на них розташованих, врахування впли-
ву особливостей топографiї дна. Крiм того, цi ре-
зультати значно складнiше пiддаються узагальне-
нiй iнтерпретацiї у виглядi характерних рiвнянь,
спiввiдношень, виразiв, якi мають мiсце в спроще-
них постановках. Тому використання наближених
методiв не втрачає своєї привабливостi.

Помiтно менша кiлькiсть дослiджень стосується
гiдродинамiки руху суден у каналах скiнченого по-
перечного перерiзу. В частинi вивчення корабель-
них хвиль це обумовлено складнiстю представле-
ння характеру початкового збурення, яке формує
хвильову картину за судном в рельних умовах йо-
го руху, та нелiнiйними граничними умовами на
вiльнiй поверхнi. У виконаних роботах використо-
вуються спрощенi варiанти представлення рухо-
мих суден. Так, в [2] для тонких тiл (вiдповiдних
руху розподiлених джерел) у каналi з прямоку-
тним поперечним перерiзом використано розв’я-
зок для басейну скiнченої глибини з виконанням
граничної умови на бокових поверхнях застосува-
нням методу зеркальних вiдображень. В роботах
[5, 6] визначено хвильовий опiр при стацiонарному
русi вздовж поздовжньої вiсi каналу прямокутного
поперечного перерiзу областi поверхневого тиску
(прямокутної або елiптичної форми в [5] та в точцi,
вiповiднiй носу судна, в [6]). При цьому в роботi [5]
використано пiдхiд [2] з зеркальним вiдображен-
ням, а в [6] використовуються лише хвильовi скла-
довi розв’язку. Слiд вiдмiтити, що iмiтацiя рухо-
мого судна рухом областi поверхневого тиску при
вивченнi корабельних хвиль використовувалась у
багатьох роботах [1, 7, 8 та iн.] В роботах [9–11]
дослiджена гiдродинамiка стацiонарного руху су-
ден з формами обводiв, якi описуються простими
аналiтичними залежностями. Лiнiйна задача для
тонкого видовженого тiла в умовах значного мiл-

ководдя розв’язана в [12]. Головною направленi-
стю робiт [9–12] також є визначення хвильового
опору руховi суден. Характер утворюваної рухо-
мим збуренням хвильової картини та її взаємодiя
зi стiнками каналу в них практично не розгляда-
лась. В рядi теоретичних i експериментальних ро-
бiт дослiджувались поодинокi хвилi, якi утворюю-
ться в каналi попереду рухомого судна в скiнчено-
му дiапазонi чисел Фруда, бiльших певного крити-
чного значення [13–19]. В експериментальних ро-
ботах [17, 19] використовувались моделi суден. В
теоретичних роботах судно моделювалось областю
рухомого поверхневого тиску. У виконаних дослi-
дженнях встановлено ряд важливих характерних
особливостей, пов’язаних з поодинокими хвилями,
якi утворюються суднами. Так, виявлено важли-
вiсть значення величини коефiцiєнта блокування,
рiвного вiдношенню площi поперечного перерiзу
судна до площi поперечного перерiзу каналу [14],
та iстотний вплив мiлководдя [17] та топографiї
дна каналу [15] на їхнi характеристики. Показано,
що нестацiонарнiсть процесу переходу режиму ру-
ху вiд понадкритичних режимiв руху до докрити-
чних супроводжується помiтним збiльшенням ам-
плiтуд [18]. Слiд вiдмiтити також роботи [20, 21],
в яких на базi лабораторних вимiрювань хвильо-
вих картин за моделями суден запропонованi про-
стi моделi для визначення характеру змiни та ма-
ксимальних амплiтуд хвиль в областi берегового
схилу каналу.

Однак особливостi гiдродинамiки руху суден у
каналах дослiдженi ще недостатньо повно. Осо-
бливо це стосується нестацiонарних режимiв ру-
ху, впливу змiнностi донної топографiї, взаємодiї
генерованих хвиль з берегами каналiв.

В данiй роботi розв’язується задача генерацiї
лiнiйних поверхневих хвиль за рухомою областю
поверхневого тиску в каналi прямокутного попе-
речного перерiзу в процесi виходу її режиму ру-
ху на стацiонарний. В результатi використання за-
пропонованого пiдходу одержано точний розв’язок
вiдповiдної нестацiрнарної задачi у виглядi, який
включає як хвильовi, так i затухаючi складовi.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧI

Розглядається поле поверхневих хвиль, утворе-
не в каналi прямокутного поперечного перерiзу
глибини h i ширини 2l областю поверхневого тис-
ку, яка в початковий момент часу почала рухатись
з постiйною швидкiстю U вздовж поздовжньої вi-
сi симетрiї каналу. Вибирається система коорди-
нат, початок якої знаходиться в центрi областi тис-
ку на вiльнiй поверхнi, вiсь ox направлена в бiк,
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протилежний напрямку швидкостi руху, а вiсь oz
направлена вгору (рис. 1). Область поверхневого
тиску в такiй системi координат задається у формi
прямокутника з поздовжньою стороною 2a i попе-
речною стороною 2b, до неї прикладений рiвномiр-
но розподiлений тиск P0 = const, так що

P (x, y, t) = P0f(x, y, t) ,

де

f(x, y, t)=[H(x+a)−H(x−a)][H(y+b)−H(y−b)]H(t).

Тут H() – одиничнi функцiї Хевiсайда; f(x, y, t)
може бути представлена рядом Фур’є по y, та iнте-
гральними представленнями Фур’є по x i Лапласа
по t.

Рис. 1. Схема руху областi тиску в каналi

Введення безрозмiрних величин, де вибранi в
якостi масштабiв: довжини – глибина каналу h, ча-
су – hU−1, тиску – ρU2, функцiї течiї – Uh, дозво-
ляє зформулювати наступну початково-граничну
задачу для визначення потенцiалу швидкостi збу-
реної течiї φ(x, y.z, t):

∆φ = 0 (1)

з граничними

D2φ + λφz + P0fx = 0 при z = 0 , (2)

φz = 0 при z = −1 , (3)

φy = 0 при y = ±l (4)

i початковими умовами

φ(x, y, z, 0) = 0 , Dφ + P0f = 0 при t = 0, (5)

де D =
∂

∂t
+

∂

∂x
, D2 =

∂2

∂t2
+ 2

∂2

∂t∂x
+

∂2

∂x2
,

λ =
gh

U2
– обернене значення числа Фруда,

та умовою випромiнювання

φ(x, y, z, t) → 0 при x → −∞. (6)

2. ПОБУДОВА РОЗВ’ЯЗКУ

Розв’язок задачi знаходиться у виглядi iнте-
гральних перетворень – Фур’є по x i Лапласа по
t:

φ =
P0

4π2i

∞
∫

−∞

eik1xdk1

i∞+ε
∫

−i∞+ε

estφ̃(k1, y, z, s)ds . (7)

Пiдстановка (7) у (1)–(5) з використанням (6)
приводить до задачi знаходження функцiї-образу
φ̃(k1, y, z, s):

φ̃zz + φ̃yy − k2
1φ̃ = 0 , (8)

з граничними умовами

λφ̃z + (s + ik1)
2φ̃ + f̃

(

1 +
ik1

s

)

= 0 при z = 0 . (9)

φ̃z = 0 при z = −1 , (10)

φ̃y = 0 при y = ±l , (11)

де

f̃ =
2 sin(k1a)

k1
[H(y + b) − H(y − b)] .

В силу симетричностi задачi по y розв’язок для
φ̃(k1, y, z, s) представляється у виглядi розкладу в
ряд Фур’є по y:

φ̃ =
1

2
φ̄0(k1, z, s)+

∞
∑

k2=1

φ̄k2(k1, z, s) cos (k2∗y) , (12)

де k2∗ = πk2/l. Умова (11) при цьому задовольня-
ється автоматично.

Пiдстановка представлення (12) у (8)–(10) при-
водить до простих граничних задач для φ̄0 та φ̄k2 ,
розв’язок яких може бути представлений у єдинiй
формi для всiх k2 ≥ 0

φ̄ = − [ek(2+z) − e−kz]f̄

s[λk(e2k − 1) + (s + ik)2(e2k + 1)]
,

де f̄ – коефiцiєнти представлення f̃ рядом Фур’є
по y в iнтервалi −l ≤ y ≤ l,

f̄ =
2

k1
sin(k1a)

[

b∗ +
2

π

∞
∑

k2=1

sin(k2∗b)

k2
cos (k2∗y)

]

;

b∗ =
b

l
; k =

(

k2
1 + k2

2∗

)
1
2 .

Для знаходження поля поверхневих хвиль ви-
користовується вираз для їхнiх амплiтуд через по-
тенцiал швидкостей збуреного руху [1]:

η(x, y, t) =
1

λ

(

∂φ

∂t
+

∂φ

∂x
+ P0f

)

при z = 0 .

(13)
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Виконання в (13) перетворень, аналогiчних (7), та
представлення вiдповiдного образу η̃(k1, y, s) ря-
дом Фур’є, аналогiчним (12), визначає вiдповiднi
коефiцiєнти Фур’є η̄(k1, s) в єдинiй формi для всiх
k2 ≥ 0

η̄k2 = − 1

λ
(s + ik1)φ̃k2

Обернене iнтегрування функцiї η̄k2(k1, s) в s- i
k1-площинах виконується у стандартний спосiб.
Функцiя η̃ в s-площинi задовольняє умовам леми
Жордана i має в нiй три особливi точки–полюси:

s0 = 0, s1 = i
(

−k1 +
√

λkth k
)

,

s2 = −i
(

k1 +
√

λkth k
)

.

При k = k1 (k2 = 0) вiдповiдно

s0 = 0, s10 = i
(

−k1 +
√

λk1th k1

)

,

s20 = −i
(

k1 +
√

λk1th k1

)

.

В результатi iнтегрування η̄(k1, s) в s-площинi
одержується наступне представлення:

η(x, y, t) =
P0

πλ

[

η
0
−

∞
∑

k2=1

cos (k2∗y) η
k2

]

, (14)

де

η
0
(x, t) = b∗Re

∞
∫

−∞

sin(k1a)eik1x

k1
η̄0dk1 ,

η
k2

(x, y) =
2 sin(k2∗b)

πk2
Re

∞
∫

−∞

sin(k1a)eik1x

k1
η̄k2dk1 ,

η̄0 =
2k2

1

k2
1 − θ2

0

− θ0e
S10t

k1 − θ0
+

θ0e
S20t

k1 + θ0
,

η̄k2(x, t) =
2k2

1

k2
1 − θ2

− θeS1t

k1 − θ
+

θeS2t

k1 + θ
,

а θ0 =
√

λk1th k1, θ =
√

λkth k. Враховуючи пар-
нiсть η̄0 i η̄k2 по k1 та можливiсть представлення

2k2
1

k2
1 − θ2

= k1

(

1

k1 − θ
+

1

k1 + θ

)

,

яке аналогiчне i для складових з θ0, та замiнюючи
в iнтегралах розв’язку (14) k1 на −k1, його можна
представити у виглядi

η =
P0

πλ
Re

[

b∗I0 −
2

π

∞
∑

k2=1

sin(k2∗b)

k2
cos(k2∗y)Ik2

]

,

(15)

де

I0 = I
(1)
0 + I

(2)
0 , (16)

Ik2 = I
(1)
k2

+ I
(2)
k2

, (17)

I
(1)
0 = 2

∞
∫

−∞

sin(k1a) cos(k1x)

k1 − θ0
dk1 ,

I
(2)
0 = 2

∞
∫

−∞

θ0 sin(k1a) cos [k1(x − t) + θ0t]

k1(k1 − θ0)
dk1 ,

I
(1)
k2

= 2

∞
∫

−∞

sin(k1a) cos(k1x)

k1 − θ
dk1 ,

I
(2)
k2

= 2

∞
∫

−∞

θ sin(k1a) cos [k1(x − t) + θt]

k1(k1 − θ)
dk1 .

В одержаному розв’язку пiдiнтегральнi функ-
цiї повiльно-збiжнi i швидко-осцилюючi i не до-
зволяють явно видiлити складовi хвильової кар-
тини. Враховуючи, що цi пiдiнтегральнi функцiї
задовольняють умовам леми Жордана в компле-
кснiй k1-площинi, для обчислення вiдповiдних iн-
тегралiв доцiльним є використання апарату теорiї
лишкiв з видiленням у цiй площинi областi одно-
значностi i побудовою вiдповiдного теоремi Кошi
замкнутого контуру.

Пiдiнтегральнi функцiї розв’язку в k-площинi
мають полюси в точцi

k1 = 0

та в точках, якi випливають з рiвнянь

k1 − λth k1 = 0 , (18)

k1 − λ
√

k2
1 + k2

2∗th
√

k2
1 + k2

2∗ = 0 , (19)

а також точки розгалуження

k1 = 0 , k1 = ±ik2∗ .

Вiдповiдний аналiз показує, що полюс k1 = 0 не
дає вкладу у розв’язок. Розв’язки рiвнянь (18)–
(19) є дiйсними i додатнiми. Рiвняння (18), яке ви-
значає поперечну хвилю, має розв’язок лише за
умови λ > 1, що аналогiчно докритичному режи-
му руху суден на мiлкiй водi для Fr< 1 [2]. При
λ < 1 в каналi формуються лише розбiжнi хвилi.
Рiвняння (19) має єдиний розв’язок для кожного
k2 ≥ 1.

В результатi одержанi наступнi представлення
розв’язку задачi для рiзних дiапазонiв поздовж-
ньої координати x:
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для x > a + t i x < −a

I0 = I
(1)
0 + I

(2)
0 ,

Ik2 = I
(1)
k2

+ I
(2)
k2

,

для −a + t < x < a + t

I0 = I
(2)
0 + 2π cos[ζ0(x + a)] − 4π sin(ζ0) sin(ζ0x) ,

Ik2 = I
(1)
k2

+ I
(2)
k2

+ 2π cos[ζk2(x + a)]−
−4π sin(ζk2a) sin(ζk2x),

для a < x < −a + t

I0 = I
(1)
0 + I

(2)
0 − 4π sin(ζ0a) sin(ζ0x) ,

Ik2 = I
(1)
k2

+ I
(2)
k2

− 4π sin(ζk2a) sin(ζk2x) ,

для −a < x < a

I0 = I
(2)
0 + 2π cos[ζ0(x + a))] ,

Ik2 = I
(1)
k2

+ I
(2)
k2

+ 2π cos[ζk2(x + a)] ,

де ζ0(λ), ζk2 (λ, k2∗) – розв’язки для k1 вiдповiд-
но для рiвнянь (18) i (19). Складовi розв’язку, якi
описують затухаючi збурення, мають вигляд

I
(1)
0 =

√
2λSg(x + a)

∞
∑

n=0

I
(1)
0n ,

I
(1)
k2

=
√

2λSg(x + a)

∞
∑

n=0

I
(1)
k2n ,

I
(2)
0 = −2

√
λSg(L1)

∞
∑

n=0

I
(2)
0n ,

I
(2)
k2

= −2
√

λSg(L1)

∞
∑

n=0

I
(2)
k2n ,

де

I
(1)
0n =

πn+ π

2
∫

πn

I
(1)
0n∗

(

e−k1∗|x+a| − e−k1∗|x−a|
)

dk1∗ ,

I
(1)
0n∗ =

[sin(2k1∗)]
1
2

k
1
2
1∗(k1∗ cos k1∗ + λ sin k1∗)

,

I
(1)
k2n =

k
(2)
1∗

∫

k
(1)
1∗

I
(1)
k2n∗

(

e−k1∗|x+a| − e−k1∗|x−a|
)

dk1∗ ,

I
(1)
k2n∗ =

[ks sin(2ks)]
1
2

k2
1∗ cos(ks) + λks sin(ks)

;

I
(2)
0n =

πn+ π

2
∫

πn

I
(2)
0n∗

(

e−k1∗|L1| − e−k1∗|L2|
)

dk1∗ ,

I
(2)
0n∗ =

θ0+[k1∗ cos(θ0+t) + θ0+ sin(θ0+t)

k1∗(k2
1∗ + θ2

0+)
,

I
(2)
k2n =

k
(2)
1∗

∫

k
(1)
1∗

I
(2)
k2n∗

(

e−k1∗|L1| − e−k1∗|L2|
)

dk1∗ ,

I
(2)
k2n∗ =

θ+[k1∗ cos(θ+t) + θ+ sin(θ+t)]

k1∗(k2
1∗ + θ2

+)
.

Тут ks =
(

k2
1∗ − k2

2∗

)
1
2 ; k

(1)
1∗ =

[

k2
2∗ + (πn)2

]
1
2 ;

k
(2)
1∗ =

[

k2
2∗ + (πn +

π

2
)2

]
1
2

; θ0+ =
√

λk1∗tg k1∗;

θ+ =
√

λ
√

k2
1∗ − k2

2∗tg
√

k2
1∗ − k2

2∗, L1 = x + a − t,

L2 = x−a− t, Sg(x) – знакова функцiя, яка дорiв-
нює ±1 вiдповiдно для додатнiх або вiд’ємних зна-
чень аргументiв. Iнтеграли одержаного розв’яз-
ку мають швидко збiжнi пiдiнтегральнi функцiї,
оскiльки iнтегрування виконується вздовж уявної
вiсi Imk1 = k1∗ в k1-площинi.

При t → ∞ одержується стацiонарний розв’язок
задачi:

для x < −a

I0 = I
(1)
0 ,

Ik2 = I
(1)
k2

,

для −a < x < a

I0 = 2π cos[ζ0(x + a))] ,

Ik2 = I
(1)
k2

+ 2π cos[ζk2 (x + a)] ,

для x > a

I0 = I
(1)
0 − 4π sin(ζ0a) sin(ζ0x) ,

Ik2 = I
(1)
k2

− 4π sin(ζk2a) sin(ζk2x) .

3. РЕЗУЛЬТАТИ ЧИСЕЛЬНОГО

МОДЕЛЮВАННЯ

На пiдставi одержаного розв’язку виконанi роз-
рахунки амплiтудної картини на вiльнiй поверх-
нi для деяких характерних режимiв руху областi

поверхневого тиску. Обчислення iнтегралiв I
(1)
0 та

I
(1)
k2

виконувалось безпосередньо, а iнтегралiв I
(2)
0

та I
(2)
k2

– з використанням замiни змiнної iнтегру-

вання k1∗ на k1+ = tg k1∗ та k1+ = tg
√

k2
1∗ − k2

2∗

вiдповiдно.
Хвильова картина за рухомою областю склада-

ється з поперечних та розбiжних хвиль [1]. Харак-
тер структури поверхневих хвиль визначається
розв’язками рiвнянь (17), (18) та вiдновiдними
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складовими cos(k2∗y). Як видно, геометрiя i струк-
тура генерованих поверхневих хвиль для розгля-
нутого режиму нестацiонарностi не залежить вiд
часу, а, отже, вiдповiдає стацiонарному руху з за-
даною швидкiстю U . Рiзниця полягає лише в то-
му, що в перiод виходу на стацiонарний режим ру-
ху область наявностi поверхневих хвиль обмежена
iнтервалом −a < x < a + t. Поза цим iнтервалом
мають мiсце лише затухаючi збурення. На вiдмiну
вiд схем руху на глибокiй водi i при скiнченiй гли-
бинi, але за вiдсутностi горизонтальних обмежую-
чих стiнок, де поперечнi хвилi присутнi всерединi
певного хвильового сектора, в каналi цi хвилi при
λ > 1 через наявнiсть складової з ζ0 присутнi в
усiй областi. Як вже вiдмiчалось, розв’язки для ζ0

iснують лише для λ > 1, що вiдповiдає докрити-
чним значенням числа Фруда Fr< 1. Вiдповiдна
ζ0 поперечна хвиля, прив’язана до рухомої обла-
стi в зонi −a < x < a, представляється складовою
з cos[ζ0(x+a)], а позаду цiєї зони при x > a – скла-
довими з sin(ζ0a) sin(ζ0x). Як випливає з розв’яз-
ку для ζ0, iнтенсивнiсть цiєї складової пропорцiй-
на величинi b∗, який при l → ±∞ прямує до ну-
ля. Друга система поперечних хвиль, якi iснують i
при λ < 1, що вiдповiдає понадкритичним значен-
ням числа Фруда Fr> 1, описується складовими з
sin(ζk2x) sin(ζk2a) i бере участь у формуваннi хви-
льової картини позаду областi тиску. Складовi з
cos[k2∗y− ζk2x] вiдповiдають хвилям, якi формую-
ться злiва вiд вiсi руху, потiм вiдбиваються вiд лi-
вої стiни каналу i поширюються вправо. Вiдповiд-
но складовi з cos[k2∗y + ζk2x] формуються справа
вiд вiсi руху, потiм вiдбиваються вiд правої стiнки
каналу i поширюються влiво. Далi процеси вiдбит-
тя хвиль повторюються. В ближнiй до областi тис-
ку зонi цi хвилi, подiбно до схем руху без бокових
стiнок, також знаходяться всерединi певного се-
ктора, величину кута якого, на вiдмiну вiд випад-
ку вiдсутностi стiнок, не вдається визначити явно.
На рис. 2 наведена залежнiсть вiдповiдних значень
хвильових чисел обох типiв поперечних хвиль вiд
параметра λ. З нього видно, що при фiксованому
значеннi λ величини хвильових чисел збiльшую-
ться зi зростанням номера Фур’є складової k2, а
збiльшення величини цього параметра приводить
до їхнього зростання а, отже, до зменшення дов-
жини поперечних хвиль обох типiв.

Характернi картини розподiлу iзолiнiй змiщен-
ня вiльної поверхнi η/P0 = const, вiднесеного до
величини P0, для рiзних значень визначальних па-
раметрiв a, b, l, λ при стацiонарному русi наведенi
на рис. 3–7. На рис. 3 представлена картина iзо-
лiнiй змiщення вiльної поверхнi для двох значень
λ при незмiнних характеристиках областi i кана-

Рис. 2. Залежнiсть ζ0 та ζk2 вiд λ

лу. На всiх картинах видно наявнiсть у ближнiй
зонi за рухомою областю характерних носових i
кормових систем хвиль, а також прослiдковується
процес їх вiдбиття вiд бокових стiнок канала. Як i
у випадку вiдсутностi цих стiнок [2, 8, 12], зменше-
ння величини λ зменшує кут хвильового сектора
в ближнiй областi, що, звичайно, змiнює загаль-
ну картину поверхневого збурення. Зi зростанням
величини λ в хвильовiй областi зростає вклад у
хвильову картину поперечних хвиль з хвильовим
числом ζ0. Це добре видно з порiвняння рис. 3, а

та рис. 3, б. На рис. 3, а, де режим руху вiдповiдає
значенню ζ0, близькому до 0.4, вплив цих попере-
чних хвиль малопомiтний. Навпаки, для режиму
руху, вiдповiдного рис. 3, б, коли ζ0 близька до 4,
їхнiй вклад стає вагомим. Особливо це спостерi-
гається поза зонами фронтiв розбiжних хвиль, де
вiн стає визначальним. В зонi каналу перед рухо-
мою областю тиску збурення вiльної поверхнi об-
умовленi лише затухаючими складовими розв’яз-
ку. Тут вони помiтно меншi порiвняно з зоною хви-
льових збурень i швидко затухають зi зростанням
вiддалi вiд областi тиску. Характер картини iзолi-
нiй змiщення вiльної поверхнi в цiй зонi для режи-
му руху, вiдповiдного рис. 3,б, наведено на рис. 4.
В даному випадку чiтко прослiдковується вплив
бокових стiнок каналу.

Аналiз характеру виходу на стацiонарний ре-
жим руху показує, що поверхневi хвилi у видiле-
ний момент часу присутнi лише на дiлянцi пройде-
ного областю тиску шляху i вони вiдповiднi стацiо-
нарному розв’язку на цiй дiлянцi. Затухаючi збу-

рення, вiдповiднi складовiй I
(1)
0 , не залежать вiд

часу, тому вони вiдповiднi стацiонарному розв’яз-
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Рис. 3. Iзолiнiї змiщення вiльної поверхнi
при параметрах a = 2, b = 0.4, l = 2:

а −λ =0.5; б −λ = 4

Рис. 4. Iзолiнiї змiщення вiльної поверхнi при
a = 2, b = 0.4, l = 2, λ = 4

ку. Складова I
(2)
0 , яка представляє характер змiни

в часi затухаючих збурень, з часом швидко пря-
мує до нуля. Порiвняння поверхневих iзолiнiй змi-
щення iз нестацiонарного розв’язку при t = 5 на
рис. 5 та iз стацiонарного для тих же параметрiв
на рис. 3,б показує, що в межах пройденого носо-
вою частиною областi шляху, що складає 1.25 її
довжини, тобто в межах −2 < x < 3, вже практи-

Рис. 5. Iзолiнiї змiщення вiльної поверхнi при
a = 2, b = 0.4, l = 2, λ = 4. t = 5

Рис. 6. Iзолiнiї змiщення вiльної поверхнi при
a = 4, b = 0.4, l = 2, λ = 4

Рис. 7. Iзолiнiї змiщення вiльної поверхнi при
a = 2, b = 0.4, l = 3, λ = 4

чно встановилась картина, вiдповiдна стацiонар-
нiй. З часом область стацiонарностi розширюється
зi швидкiстю руху областi тиску, що пiдтвердили
розрахунки для t = 10, якi тут не представленi.
Збiльшення довжини областi тиску при iнших не-
змiнних параметрах може помiтно змiнити фазову
картину хвиль за рахунок бiльш значного розне-
сення носової i кормової систем хвиль. Особливо
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Рис. 8. Змiщення вiльної поверхнi у видiленiй точцi
на березi каналу при a = 2, b = 0.4, l = 2 :

− λ = 1.05; − λ = 4

це стосується вiдносно вузьких каналiв. На рис. 6
представленi iзолiнiї збурень, вiдповiднi стацiонар-
ному режиму руху рис. 3,б для вдвiчi бiльшої дов-
жини областi тиску, яка тут дорiвнює ширинi ка-
налу. В даному випадку головною причиною змiни
картини поверхневих збурень є змiщення початку
формування кормовових хвиль, що змiнює процес
їхньої взаємодiї з носовими хвилями.

Збiльшення ширини каналу змiнює хвильову
картину збурень, головним чином, через змiщен-

ня координати початку вiдбиття хвиль вiд бокових
стiнок. Це видно з порiвняння рис. 7 i рис. 3,б, де
для одного i того самого режиму руху взятi рiзнi
величини ширини каналу l.

На рис. 8 наведенi змiщення водної поверхнi на
бiчнiй стiнцi каналу в точцi, яка вiдповiдає коор-
динатi x = 0 в момент старту областi тиску для
двох значень числа λ. Як видно, при бiльшому
значеннi λ хвильовi збурення в дану точку при-
ходять пiзнiше, що також свiдчить про зростання
кута хвильового сектора зi зростанням λ. При цьо-
му амплiтуди набiгаючих збурень для бiльших λ
зменшились, а кiлькiсть гармонiк протягом видi-
леного iнтервалу часу зросла.

ЗАКЛЮЧЕННЯ

У виконаному дослiдженнi розв’язана лiнiйна
задача про корабельнi (баричнi) хвилi та затухаю-
чi збурення вiльної поверхнi каналу прямокутно-
го поперечного перерiзу за областю поверхневого
тиску, яка в початковий момент часу почала ру-
хатись вздовж вiсi каналу з постiйною швидкiстю.
Такого роду нестацiонарнiсть дозволяє дослiдити
характер виходу режиму руху областi на стацiо-
нарний. Розрахунковi схеми руху вибирались та-
кими, щоб прослiдкувати вплив наявностi бокових
стiнок на картину поверхневих хвиль та затиха-
ючих збурень. В результатi виконаних чисельних
експериментiв та аналiзу їхнiх результатiв можна
сформулювати наступнi висновки:

1. Для розглянутого типу нестацiонарностi хви-
льова картина на вiльнiй поверхнi каналу вiдповiд-
на стацiонарнiй картинi в межах пройденого обла-
стю тиску шляху. Залежна вiд часу складова зату-
хаючих збурень швидко прямує до нуля. Вихiд на
стацiонарний режим руху вiдбувається достатньо
швидко. Вже протягом iнтервалу часу, за який ру-
хома область проходить вiддаль, трохи бiльшу її
довжини, картина змiщень вiльної поверхнi в ме-
жах пройденого шляху практично вiдповiдає ста-
цiонарному режиму руху.

2. В ближнiй за рухомою областю зонi поверх-
невi хвилi знаходяться в межах сектора, величина
кута якого, як i у випадку вiдсутностi бокових стi-
нок, зростає зi зростанням величини параметра λ.
Пiсля досягнення переднiм фронтом цього секто-
ра бокових стiнок хвильова картина формується
взаємодiєю вiдбитих хвиль.

3. Характерною особливiстю хвильової картини
є наявнiсть поперечних хвиль в усiй областi кана-
лу x > −a для режимiв руху з λ > 1.

4. Загальна картина поверхневих збурень сут-
тєво залежить вiд параметра λ та спiввiдношення
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довжини рухомої областi тиску та ширини каналу.
У виконаному дослiдженнi розглянутi схеми ру-

ху в достатньо вузьких каналах, коли характер-
нi розмiри рухомої областi тиску одного порядку
з шириною каналу. У випадку великих значень l
(широкi канали) вплив бокових стiнок на гiдро-
динамiку руху областi тиску незначний. Iнтенсив-
нiсть характерної поперечної хвилi, прив’язаної до
рухомої областi, прямує до нуля, а хвильова карти-
на до моменту досягнення переднiм фронтом хви-
льового сектора бокових стiнок канала практично
вiдповiдає випадку вiдсутностi таких стiнок.
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