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В лютому 2013 року ми вiдзначили 100 рокiв з дня народження Г. В. Логвиновича – видатного вченого, життя

i наукова дiяльнiсть якого тiсно пов’язанi з Україною та Iнститутом гiдромеханiки НАН України. В статтi
показано, що запропонованi ним принцип незалежностi розширення каверни, формули та iдеї i досi залишаються
потужними засобами дослiдження видовжених стацiонарних i нестацiонарних тривимiрних каверн. Проаналiзованi

рiзнi диференцiальнi та iнтегро-диференцiальнi рiвняння, що дозволяють розраховувати форму каверн та опiр
кавiтаторiв з використанням моделi iдеальної рiдини.

КЛЮЧОВI СЛОВА: суперкавiтацiя, принцип незалежностi, диференцiальнi рiвняння, iнтегро-диференцiальнi рiв-
няння, теорiя тонкого тiла

В феврале 2013 года мы отметили 100-летие со дня рождения Г. В. Логвиновича -– выдающегося ученого, жизнь и

творчество которого тесно связаны с Украиной и Институтом гидромеханики НАН Украины. В статье показано,
что предложенные им принцип независимости расширения каверны, формулы и идеи до настоящего времени

остаются эффективными инструментами исследования удлиненных стационарных и нестационарных каверн. Про-
анализированы разные дифференциальные и интегро-дифференциальные уравнения, позволяющие рассчитывать
форму каверн и сопротивление кавитаторов с использованием модели идеальной жидкости.

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: суперкавитация, принцип независимости, дифференциальные уравнения, интегро-

дифференциальные уравнения, теория тонкого тела

In February 2013 we celebrate the 100th jubilee of Georgiy Logvinovich - the outstanding scientist whose life and creative
activity are closely connected with Ukraine and the Institute of Hydromechanics of National Academy of Sciences of
Ukraine. In the paper was shown that his principle of independence, formulae and ideas still remain the effective tools for

investigations of the long steady and un steady cavities. Different differential and integral-differential equations for the
calculations of the cavity shape and the cavitator drag were analyzed.
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ВСТУП

Суперкавiтацiйний режим обтiкання може зна-
чно зменшувати опiр тiл, що рухаються у водi
з великими швидкостями, за рахунок зменшення
площi контакту з водою. Ця iдея розвивалась чи-
сленними дослiдниками в багатьох країнах. Укра-
їна може пишатися значними успiхами вiтчизня-
них вчених у теоретичних, експериментальних та
прикладних дослiдженнях цього складного явища,
школою академiка Г. В. Логвиновича. 2013 року
ми вiдзначаємо 100 рокiв з дня народження цьо-
го видатного вченого, життя i наукова дiяльнiсть
якого тiсно пов’язанi з Україною та Iнститутом гi-
дромеханiки НАН України.

Запропонованi ним принцип незалежностi роз-
ширення каверни [1–3], iншi формули та iдеї i до-
сi залишаються потужним засобом дослiдження
видовжених нестацiонарних тривимiрних каверн.
Спробуємо продемонструвати це в данiй публiка-
цiї, яка не претендує на повний аналiз бiльш як

пiвстолiтньої iсторiї розрахункiв осесиметричних
кавiтацiйних течiй. Зупинемось лише на головних,
з нашої точки зору, результатах, так чи iнакше по-
в’язаних з iдеями Г. В. Логвиновича.

1. ПРИНЦИП НЕЗАЛЕЖНОСТI
РОЗШИРЕННЯ Г. В. ЛОГВИНОВИЧА
I ДИФЕРЕНЦIАЛЬНI РIВНЯННЯ
ДЛЯ РАДIУСА НЕСТАЦIОНАРНОЇ
СУПЕРКАВЕРНИ

Сформульований Г. В. Логвиновичом ще 1959 р.
(див., наприклад, [1, 2] ) принцип незалежностi
розширення полягає в тому, що кожний перерiз
видовженої тривимiрної суперкаверни еволюцiо-
нує незалежно вiд її поведiнки в iнших перерi-
зах. Вiдповiдно змiни радiуса каверни залежать
лише вiд рiзницi тискiв всерединi кавiтацiйної по-
рожнини та далеко вiд неї та початковими умова-
ми в момент створення заданого перерiзу кавер-
ни. В своїх статтях [1, 2] та вiдомiй монографiї
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[3] Г.В.Логвинович наводить експериментальнi та
теоретичнi свiдчення справедливостi цього прин-
ципу.

Варто вiдзначити, що того ж 1959 р. була опу-
блiкована стаття С.С. Григоряна [4], де було отри-
мане рiвняння для радiуса R(xa, ta) тонкої осе-
симетричної нестацiонарної каверни в абсолютнiй
системi координат xa, ta (рiдина на нескiнченостi
нерухома):

∂2R2

∂t2a
lnR +

1

4R2

(

∂R2

∂ta

)2

= σ, (1)

де σ – число кавiтацiї, всi довжини вiднесенi до
довжини L системи кавiтатор-каверна, а безроз-
мiрний час ta отриманий множенням фiзичного
часу на L та дiленням на характерне значення
швидкостi руху U∞.

В диференцiальному рiвняннi (1) еволюцiя зада-
ного перерiзу каверни не залежить вiд iнших, тому
його можна розглядати i як одне з перших теоре-
тичних свiдчень принципу незалежностi розшире-
ння, i як перше спiввiдношення, що разом зi сфор-
мульованими С.С. Григоряном початковими умо-
вами неперервностi радiуса та його похiдної в то-
чцi сходу каверни (див. [4]) дозволяло розрахову-
вати форму тонкої осесиметричної нестацiонарної
каверни в коректнiй математично замкненiй по-
становцi (без використання емпiричних констант
або залежностей).

Точнiсть рiвняння Григоряна (1) виявилась
обмеженою, оскiльки вiн користувався наближе-
ним виразом для потенцiалу течiї. Спроби її по-
кращання належать Ю.Л.Якимову [5], але подаль-
шi дослiдження показали, що суттєве збiльшен-
ня точностi розрахункiв у рамках моделi iдеаль-
ної рiдини можна досягти лише з використанням
iнтегро-диференцiальних рiвнянь (див. наступний
роздiл).

Iнженерна практика вимагала простих методiв
розрахунку форми каверни за диском (або кавi-
таторами у формi нетонкого конуса). Вiдповiдне
рiвняння можна отримати з (1), якщо зауважити,
що для видовженої каверни перший член у лiвiй
частинi має порядок ε2lnε i перевищує для малих
значень параметра тонкостi ε (вiдношення макси-
мального радiуса каверни Rm до L), другий член
цього рiвняння порядку ε2. При цьому функцiя
lnR мiняється повiльно, тому її можна замiнити
сталою, значення якої вiдповiдає експерименталь-
ним даним. Подiбне рiвняння було запропоноване
в [6]:

µ
∂2R2

∂t2a
+ 2

∆p(xa, ta)

ρ
= 0, (2)

де ∆p – рiзниця тискiв у кавернi i на нескiнченостi;
ρ – густина рiдини. Для безрозмiрної функцiї µ з
напiвемпiричних мiркувань пропонувались значе-
ння µ ≈ 2 або рiзнi формули, зокрема (див. [7]):

µ =
1

2
ln

1.5

σ
. (3)

Рiвняння (2) успiшно використовувалось
Г.В. Логвиновичем та вченими Iнституту гiдроди-
намiки НАН України (Ю.М. Савченко, В.В. Се-
ребряковим, В.М. Буйволом, В.М. Семененко,
В.Т. Савченко, С.I. Путiлiним, Ю.Д. Власенко
та iншими) i ЦАГI (Л.А. Епштейном, Е.В. Пари-
шевим, Ю.Ф. Журавльовим, Е.М. Капанкiним,
С.I. Гульневим, А.А. Болдиревим та iншими)
для розрахункiв форми видовжених стацiонар-
них та нестацiонарних просторових каверн та
розв’язання практичних задач (див., наприклад,
[8–17]). Зокрема, рiвняння (2) застосовується
в комп’ютерних програмах розрахункiв форми
тонких нестацiонарних каверн, розроблених в
Iнститутi гiдромеханiки НАН України [10, 11],
воно використовувалось також в теорiях та об-
численнях малих збурень форми тонкої каверни
[13–16].

2. IНТЕГРО-ДИФЕРЕНЦIАЛЬНЕ
РIВНЯННЯ ТА ЙОГО АСИМПТОТИЧНИЙ
РОЗВ’ЯЗОК

Розвиток чисельних методiв з використанням
моделi iдеальної рiдини (див., наприклад, [18–28])
та CFD методiв, що використовують моделi в’яз-
кої двофазної течiї, не знiмає актуальностi розра-
хункiв форми осесиметричних каверн у постановцi
тонкого тiла, особливо у нестацiонарному випадку.

Рiвняння для потенцiалу стацiонарного обтiкан-
ня тонкого тiла потоком iдеальної нестисливої рi-
дини були отриманi в монографiях [29, 30]. Зокре-
ма, в [30] методом зрощування асимптотичних роз-
винень у ньому були видiленi члени рiзного по-
рядку малостi. В статтi [31] цей метод був уза-
гальнений на нестацiонарний випадок i було отри-
мано наступний вираз для потенцiалу у зв’язанiй
з центром донного перерiзу кавiтатора цилiндри-
чнiй системi координат x, r:

Φ(x, r, t, ε) = x + ε2 ln εA(x, t)+

+ε2 {A(x, t) ln r∗ + B(x, t)} + O(ε4 ln2 ε);
(4)

r∗ =
r

ε
; A(x, t) = F

(

∂F

∂x
+ τ

∂F

∂t

)

;
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B(x, t) = −A(x, t) ln 2−

−1

2

l(t)
∫

0

∂A(ξ, t)

∂ξ
sign(x − ξ) ln |x − ξ| dξ

; (5)

F (x, t) =
R(x, t)

ε
; l(t) =

l′(t)

L′
.

Iнтегрування у формулi (5) вiдбувається по всiй
довжинi системи кавiтатор–каверна–замикатель l,
позначення зi штрихом використовуються для фi-
зичних (розмiрних) величин.

Пiдставляючи вираз (4) в iнтеграл Кошi-
Лагранжа, можна отримати [31]:

ε2 ln εZ(A)+
+ε2

[

Z(A) lnF + Z(B) + 0.5A2F−2
]

+

+O
(

ε4 ln2 ε
)

= ±xFr−2(t) − 0.5Cp(x, t);
(6)

Z(U) ≡ τ
∂U

∂t
+

∂U

∂x
+ SU, Φ(x, r, t) =

Φ′(x, r, t)

L′U ′

∞
(t)

,

x =
x′

L′
, r =

r′

L′
, R(x, t) =

R′(x, t)

L′
,

τ(t) =
L′

t′x U ′

∞
(t)

, t =
t′

t′x
,

S(t) =
L′

U ′2
∞

(t)

dU ′

∞

dt′
, Fr(t) =

U ′

∞(t)√
g′L′

,

Cp(x, t) =
2[p′(x, t) − p′

∞
(0, t)]

ρ′U ′2
∞

(t)
,

де t′x – характерний час нестацiонарностi, на-
приклад, перiод пульсацiй. Нелiнiйне iнтегро-
диференцiальне рiвняння (6) зв’язує невiдомий ра-
дiус тонкого тiла (або каверни) з розподiлом тиску
на поверхнi Cp(x, t). В диференцiальних рiвнян-
нях Григоряна та Якимова [4, 5] врахована лише
частина членiв порядку ε2.

Розв’язок iнтегро-диференцiального рiвняння
(6) знайдено в [32] у виглядi асимптотичного ряду

F 2(x, t) =

∞
∑

i=1

µi(ε)fi(x, t);

1 ≡ µ1 >> µ2 >> . . . >> µi >> . . . ,

A(x, t) =

∞
∑

i=1

µi(ε)Ai(x, t);

B(x, t) =

∞
∑

i=1

µi(ε)Bi(x, t);

Ai(x, t) = 0.5

(

∂fi

∂x
+ τ

∂fi

∂t

)

;

Bi(x, t) = −Ai(x, t) ln 2−

−1

2

l(t)
∫

0

∂Ai(ξ, t)

∂ξ
sign(x − ξ) ln |x − ξ| dξ.

Пiдстановка цих розвинень в (6) i видiлення чле-
нiв рiзного порядку малостi дає рiвняння першого,
другого та i + 1 наближень:

ε2 ln ε Z(A1) = ±xFr−2(t) − 0.5 Cp(x, t), (7)

Z(A2) = −0.5Z(A1) ln f1−
−Z(B1) − 0.5A2

1f
−1
1 ;

(8)

Z(Ai+1) = Hi+1(A1, . . . , Ai, f1, . . . , fi) − Z(Bi),

µi(ε) = (ln ε)1−i,

де Hi+1 – нелiнiйнi функцiонали.
Таким чином, iнтегруючи лiнiйне диференцi-

альне рiвняння першого порядку (7), можна зна-
йти A1(x, t). Пiсля цього можна знайти функцiї
B1(x, t) та f1(x, t). Тодi права частина рiвняння (8)
стає вiдомою i з нього можна знайти A2, а потiм
f2 та B2. Процес можна продовжувати як завгодно
довго, збiльшуючи вiдповiдно точнiсть розв’язку,
але нелiнiйний функцiоналHi+1 сильно ускладню-
ється при збiльшеннi номера i.

Нестацiонарнi суперкавiтацiйнi течiї зручно до-
слiджувати в абсолютнiй системi координат xa, ra,
в якiй незбурена рiдина є нерухомою, а тверде тiло
пересувається вертикально. Якщо початок абсо-
лютної системи координат знаходиться на поверх-
нi незбуреної рiдини, а напрямок осi xa протиле-
жний вектору швидкостi кавiтатора, то рiвняння
першого наближення (7) набуває наступного ви-
гляду (див. [32]):

∂2R2

∂t2a
=

1

ln ε

[

σ0 ±
2xa

Fr20
− pk(ta)

]

, (9)

σ0 =
2[p′at − p′K(t0)]

ρ′U ′2
∞

(t0)
, F r0 =

U ′

∞(t0)√
g′L′

,

pk(ta) =
2[p′K(ta) − p′K(t0)]

ρ′U ′2
∞

(t0)
,

tx
′ =

L′

U ′
∞(t0)

, τ(ta) =
U∞

′(t0)

U ′
∞(ta)

≡ 1

U(ta)
,

де t0 – деякий фiксований момент часу, тиск на по-
верхнi незбуреної рiдини p′at вважається сталим.
Вiдповiдно до рiвняння (9) еволюцiї заданого пе-
рерiзу каверни залежать вiд iнших перерiзiв лише
через величину ln ε, що змiнюєтся дуже повiльно
(в багатьох випадках ε можна вважати сталою ве-
личиною, що дорiвнює параметру тонкостi кавi-
татора). Тому рiвняння першого наближення (9) є
ще одним пiдтвердженням принципу незалежностi
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розширення Г.В. Логвиновича. Варто вiдзначити,
що (9) переходить у спiввiдношення (2) пiсля за-
мiни ln ε на −µ.

Рiвняння першого наближення (7) або (9) має

досить обмежену точнiсть порядку |ln ε|−1 i, на-
приклад, для ε=0.1 вона становить лише 44%, а
для ε=0.01 – лише 22%. Разом з тим, бiльше як
тридцятилiтнiй досвiд його використання для роз-
рахункiв стацiонарних i нестацiонарних каверн,
суперкавiтацiйного опору та форми осесиметри-
чних тiл iз заданим розподiлом тиску на поверхнi
показав, що всi основнi якiснi особливостi осесиме-
тричних течiй з невiдомими частинами поверхонь
можуть бути успiшно проаналiзованi з викори-
станням принципу незалежностi Г.В.Логвиновича.
Огляд результатiв використання рiвняння першо-
го наближення (9) та виявлених фiзичних ефектiв
наведений в подальших роздiлах.

Суттєве покращання точностi може бути
одержане лише з використанням iнтегро-
диференцiального рiвняння (6), тобто з вра-
хуванням як членiв порядку ε2lnε, так i членiв
порядку ε2. Варто зауважити, що принцип неза-
лежностi розширення для цього рiвняння не дiє
(через наявнiсть iнтегрального члена B(x, t)). Так
само вiн перестає бути справедливим вже в друго-
му наближеннi (8) (через наявнiсть iнтегрального
члена B1(x, t)). Слiд вiдзначити, що для плоских
течiй з видовженою вiльною поверхнею не iснує
старшого члена порядку ε2lnε, тому рiвняння
для форми каверни є iнтегро-диференцiальним
(див., наприклад [33]), i принципом незалежностi
розширення користуватись не можна.

3. СТАЦIОНАРНЕ РIВНЯННЯ ПЕРШОГО
НАБЛИЖЕННЯ ТА ПРИНЦИП
НЕЗАЛЕЖНОСТI РОЗШИРЕННЯ

В стацiонарному випадку рiвняння першого на-
ближення набуває дуже простого вигляду:

d2R2

dx2
=

−Cp(x) ± 2xFr−2

ln ε
. (10)

Для кавiтацiйних течiй його розв’язок отримано i
проаналiзовано ще в 1979 роцi [34]. Подвiйне iнте-
грування (10) з врахуванням початкових умов

R̃(0) = 1,
dR̃

dx̃
|x=0 = β (11)

(всi довжини вiднесенi до радiуса кавiтатора в то-
чцi сходу струменiв, β – похiдна вiд радiуса в
цiй самiй точцi) приводить до простої аналiтичної

формули для радiуса тонкої осесиметричної ста-
цiонарної каверни:

R̃2 =
σx̃2

2 ln ε
± x̃3

3Fr2 ln ε
+ 2βx̃ + 1. (12)

Таким чином, в [31, 32, 34] було запропоновано ма-
тематично замкнуту постановку стацiонарної за-
дачi визначення форми тонкої осесиметричної ка-
верни та її розв’язок, незалежний вiд емпiричних
констант. Величину параметра ε можна легко ви-
значити простими iтерацiями.

Проаналiзуємо поведiнку функцiї ln ε для най-
простiшого випадку стацiонарної течiї невагомої
рiдини. Розв’язок рiвняння першого наближення
(12) набуває вигляду

R̃2 = αx̃2 + 2βx̃ + 1, α =
σ

2 ln ε
. (13)

Каверна, що описується функцiєю (13), при σ > 0
має елiптичну форму, що вiдповiдає експеримен-
тальним даним Райхардта [35], отриманим ще в
1946 роцi (див. також [36]).

Для випадку β ≥ 0 максимальний радiус систе-
ми кавiтатор–каверна–замикач досягається на ка-
вернi в точцi x̃m, де функцiя (13) набуває макси-
муму

R̃2
m = αx̃2

m + 2βx̃m + 1, x̃m = −β

α
. (14)

За означенням параметра ε отримуємо

ε =
R̃m

l̃k + l̃
, (15)

де l̃k – вiдома довжина кавiтатора, вiднесена до
його радiуса в точцi сходу каверни; l̃ – сумарна
довжина каверни та замикача, яку за обраною не-
симетричною схемою замикання (типу Рябушин-
ського) можна визначити з рiвняння

0 = αl̃2 + 2βl̃ + 1, (16)

що випливає з (13). Квадратне рiвняння (16) має
розв’язок

l̃ = −β +
√

β2 − α

α
. (17)

Отже, системи алгебричних рiвнянь (13)–(15), (17)
достатньо для визначення параметра ε у випадку
стацiонарної каверни в невагомiй рiдинi при β ≥ 0.
Для вiд’ємних значень похiдної вiд радiуса кавi-
татора в точцi сходу каверни потреби в рiвняннi
(14) немає, оскiльки максимальний радiус системи
кавiтатор–каверна–замикач досягається на кавiта-
торi, i величина R̃m вiдома з його геометрiї.
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Рис. 1. Параметр тонкостi при малих числах кавiтацiї

Розглянемо окремий випадок довгих каверн за
невеликим порiвняно з радiусом мiделя каверни
кавiтатором (коли l̃k << l̃, R̃m >> 1), що має
мiсце лише при β > 0. Тодi система рiвнянь (13)–
(15), (17) спрощується. Зокрема, з рiвнянь (14) ви-
пливає

R̃2
m ≈ −β2

α
= −2β2 ln ε

σ
, (18)

а спiввiдношення (15), (17) дають

ε ≈ R̃m

l̃
, (19)

l̃ ≈ −2β

α
= −4β ln ε

σ
. (20)

Остаточно з формул (18)–(20) випливає рiвняння
для визначення параметра ε:

−8ε2 ln ε = σ. (21)

З рiвняння (21) видно, що в цьому випадку видов-
ження каверни не залежить вiд форми кавiтатора,
а є лише функцiєю числа кавiтацiї, що добре збi-
гається з теоретичними результатами Гарабедяна
[37] та експериментом [38]. Для визначення функ-
цiї ε(σ) достатньо розв’язати алгебричне рiвнян-
ня (21). Результати розрахунку наведенi на рис.
1 та 2 суцiльними лiнiями для рiзних дiапазонiв
чисел кавiтацiї. Для порiвняння маркерами пред-
ставлена формула Гарабедяна [37], що зв’язує ви-
довження каверни λ = 0.5/ε з числом кавiтацiї i
добре описує експериментальнi результати для ма-
лих чисел кавiтацiї i великих чисел Фруда (див.,
наприклад, [9]):

λ2 =
1

σ
ln

1

σ
, ε =

1

2

√

σ

− lnσ
. (22)

Рис. 2. Залежнiсть параметра тонкостi вiд числа
кавiтацiї

Рис. 3. Функцiї ln ε та −µ при малих числах кавiтацiї

З рис. 1 та 2 видно цiлком задовiльне узгодже-
ння результатiв, особливо для показаних на рис. 1
малих чисел кавiтацiї, де зростає точнiсть формул
(21) та (22).

На рис. 3 та 4 суцiльною лiнiєю представлена
залежнiсть ln ε вiд числа кавiтацiї, розрахована за
допомогою рiвняння (21). Видно, що ця функцiя
змiнюється досить повiльно, але не може вважа-
тися сталою, оскiльки при прямуваннi числа кавi-
тацiї до нуля ln ε → −∞ (таке прямування, зви-
чайно, має мiсце лише у випадку малих порiв-
няно з каверною кавiтаторiв, що розглядається,
i несправедливе при β < 0). Цiкаво вiдзначити,
що в показанiй на рис. 3 областi дуже малих чи-
сел кавiтацiї точнiсть рiвняння першого наближе-
ння зростає через збiльшення модуля величини
ln ε (в цьому випадку вага вiдкинутих в iнтегро-
диференцiальному рiвняннi (6) членiв порядку ε2

мала порiвняно iз залишеними членами порядку
ε2 ln ε).
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Рис. 4. Функцiональнi залежностi ln ε та −µ вiд числа
кавiтацiї

Проаналiзуємо також диференцiальне рiвняння
(2), що вiдрiзняється вiд форми (9) рiвняння пер-
шого наближення лише тим, що замiсть ln ε вико-
ристовується напiвемпiрична функцiя −µ. На рис.
3 та 4 маркерами представленi розрахунки функ-
цiї −µ за формулою (3) та значення µ = 2. Очеви-
дними є значнi розбiжностi мiж ln ε та функцiями
−µ. Особливо впадає у вiчi, що вони не зменшую-
ться в областi дуже малих чисел кавiтацiї (рис. 3),
де точнiсть рiвняння першого наближення зрос-
тає. Тим бiльше, в цiй областi не можна користу-
ватись значенням µ ≈ 2 .

Привертають до себе увагу також значнi розбi-
жностi мiж формулою (3) та рекомендованим тим
же автором значенням µ ≈ 2. Наприклад, для
найбiльш поширеної областi 0.01 < σ < 0.1 вони
сягають 40% (див. рис. 4), в iнших дiапазонах чи-
сел кавiтацiї неузгодження можуть перевищувати
100% (див. pис. 3 та 4). На жаль, в роботах В.В. Се-
ребрякова немає чiтких вказiвок на те, якою з фор-
мул в якiй саме областi слiд користуватися i на яку
точнiсть при цьому можна розраховувати.

Варто ще раз пiдкреслити, що залежнiсть (3) не
є унiверсальною навiть для стацiонарної течiї не-
вагомої рiдини. Для iлюстрацiї цього факту доста-
тньо розглянути випадок каверн за донним зрiзом
цилiндра (β = 0). Тодi з рiвнянь (13), (16) випли-
ває:

R̃m = 1, x̃m = 0 , l̃ =
1√
−α

=

√

−2 ln ε

σ
.

Пiдстановка цих залежностей у вираз (15) дає шу-
кане рiвняння для визначення параметра ε:

1

ε
= l̃k +

√

−2 ln ε

σ
, (23)

яке вiдрiзняється вiд (21) i, зокрема, мiстить за-
лежнiсть вiд довжини кавiтатора l̃k.

Розв’язки рiвняння (23) для значень l̃k =
5, 10, 20 представленi на рис. 1, 2 штриховими
лiнiями. З рис. 2 видно значний вплив довжини
кавiтатора на значення параметра ε, який стає не
таким помiтним лише для малих чисел кавiтацiї
(див. рис. 1), коли довжина каверни велика. В обох
зображених на рис. 1 та 2 дiапазонах чисел кавiта-
цiї спостерiгаються значнi вiдмiнностi в розв’язках
рiвнянь (21) та (23).

В деяких випадках можна вiдмовитись вiд роз-
рахункiв величини ε за наведеними вище форму-
лами i вважати її однаковою з параметром тон-
костi кавiтатора, тобто в якостi величини ε мо-
жна взяти вiдношення максимального радiуса ка-
вiтатора до його довжини. Зокрема, для конiчного
кавiтатора ε = β. Для пiдтвердження цiєї тези в
статтi [39] були розрахованi габаритнi розмiри ка-
верн за рiзними конусами з використанням фор-
мул (12) та умови ε = β.

Оскiльки точнiсть рiвняння першого наближе-
ння обмежена невеликими значеннями величини
− ln ε, виникає питання: чи можна шляхом вдало-
го пiдбору параметра µ в рiвняннi (2) досягти хо-
рошої точностi розрахунку форми нестацiонарної
каверни. Цей параметр не може бути вимiряний
в експериментах безпосередньо, а лише визначе-
ний шляхом аналiзу форми каверн, яка залежить
вiд дуже багатьох факторiв. Навiть якщо вважати,
що форма нестацiонарної каверни близька до ста-
цiонарної в невагомiй рiдинi, то залишається за-
лежнiсть вiд числа кавiтацiї та форми кавiтатора.
Якщо додатково спростити модель i вважати ка-
верну елiптичною i великою порiвняно з розмiра-
ми кавiтатора, то окрiм µ потрiбний ще один па-
раметр для однозначного визначення елiпса. Як
правило, його беруть з початкової умови, запису-
ючи її у виглядi (див., наприклад, [6]):

R2(xa, tp(xa)) = 0,
∂R2

∂ta
(xa, tp(xa)) = 2

√

W0

kπµρ
.

(24)
Рiвняння (2) з початковими умовами (24) вимагає
поряд з емпiричними сталими k, µ використовува-
ти ще i невiдомий опiр кавiтатора W0, який факти-
чно є ще однiм емпiричним параметром, оскiльки
математична замкнута постановка задачi дає мо-
жливiсть (пiсля визначення невiдомої форми ка-
верни) знайти також опiр кавiтатора (див. [40, 41]).

Не дивно, що з достатньою кiлькiстю достатньо
точних емпiричних параметрiв можна досить точ-
но розраховувати форму каверни. Цим i пояснює-
ться успiшне застосування спiввiдношень (2), (24)
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для визначення форми каверн за дисками та iн-
шими товстими кавiтаторами (див., наприклад, [8–
11]).

Варто вiдзначити непридатнiсть для таких ка-
вiтаторiв теорiї тонкого тiла. Хоча при достатньо
малих числах кавiтацiї каверна може бути досить
видовженою, область поблизу точки сходу струме-
нiв з диска не описується потенцiалом (4). Фор-
ма цiєї областi впливає на всю каверну i може
бути визначена лише чисельно. Для початкової
дiлянки x̃ < 3 стацiонарної каверни за диском
Г.В.Логвиновичем запропоновано емпiричну фор-
мулу для радiуса каверни, [3]:

R̃(x̃) = (1 + 3x̃)1/3.

Зокрема, в точцi x̃ = x̃s = 2 вiдповiднi значення
радiуса каверни та похiдної вiд нього дорiвнюють
R̃s ≈ 1.91 та βs ≈ 0.273. Якщо при x̃ > x̃s каверна є
достатньо тонкою, то можна користуватись рiвня-
нням першого наближення (зокрема, його розв’яз-
ком (13) з усiма довжинами, вiднесеними до Rs, та
βs замiсть β). Тодi з формули (13) можна визна-
чити максимальний радiус стацiонарної каверни за
диском при великих числах Фруда:

R̃m = R̃s

√

1 − 2β2
s lnβs

σ
≈ 1.91

√

σ + 0.193

σ
. (25)

У формулi (25) використано умову ε = βs. Розра-
хунки за її допомогою вiдрiзняються менше, нiж
на 10%, вiд емпiричної формули Г.В. Логвиновича
[3]

Rm ≈
√

0.84
σ + 1

σ

в дiапазонi чисел кавiтацiї 0.001 < σ<0.1.

4. ФIЗИЧНI ЕФЕКТИ, ЩО ВДАЛОСЯ
ВИЯВИТИ З ВИКОРИСТАННЯМ
ПРИНЦИПУ НЕЗАЛЕЖНОСТI
РОЗШИРЕННЯ Г.В. ЛОГВИНОВИЧА

Незважаючи на обмежену точнiсть принципу
незалежностi розширення та рiвнянь (2) i (9), вони
дозволяють виявити цiлу ризку цiкавих фiзичних
ефектiв. Зокрема, стацiонарне рiвняння першого
наближення (10) використовувалось для аналiзу
впливу капiлярних сил [40], форми штучних ка-
верн [42, 43] та розрахунку осесиметричних тiл iз
заданим розподiлом тиску на поверхнi [44]. Було
показано, що рiвняння (10) справедливе також для
течiй стисливої рiдини, [44]. Зупинемося коротко
на деяких цiкавих та важливих фiзичних ефектах.

1. Вплив сили тяжiння на форму стацiонарної
каверни може бути проаналiзований з рiвнян-
ня (11). Зокрема, у потоках, направлених до-
гори, сила тяжiння збiльшує розмiри каверн.
Таким чином, вони можуть стати нескiнчени-
ми. Вiдповiднi мiнiмальнi числа кавiтацiї роз-
рахованi в [34]. Якщо напрямки потоку та си-
ли тяжiння збiгаються, то розмiри каверни
зменшуються, можливi довiльнi вiд’ємнi чис-
ла кавiтацiї та каверни з точками перегину.
Данi факти добре узгоджуються з експери-
ментом (див., зокрема, [45]).

2. Наявнiсть мiнiмальних чисел кавiтацiї в нева-
гомiй рiдинi [34], обмежень на параметри не-
стацiонарних течiй [46], iснування не тiльки
елiптичних, а також параболiчних, гiперболi-
чних та увiгнутих каверн [39].

3. Показано, що капiлярнi сили можуть значно
зменшувати розмiри каверн, особливо при ма-
лих числах кавiтацiї, [40]. Зокрема, каверна за
конусом у невагомiй рiдинi має обмеженi роз-
мiри при нульовому числi кавiтацiї.

4. Каверни, що замикаються на корпусi конус–
цилiндр, мають цiлу низку особливостей в за-
лежностi вiд довжини конiчної та радiусу ци-
лiндричної частин [39]. Зокрема, вдалося по-
яснити стрибкоподiбну змiну довжини кавер-
ни та пояснити вiдсутнiсть чисельних розв’яз-
кiв, виявлену в [28].

5. Показано, що пiддув газу може значно збiль-
шувати розмiри каверн за конусом, роблячи
її нескiнченною при деякому критичному зна-
ченнi iнтенсивностi вентиляцiї, [42]. Для дон-
них каверн вентиляцiя зменшує довжину ка-
верни, [43]. Так само як паровi, штучнi кавер-
ни мають цiлу низку особливостей в залежно-
стi вiд довжини конiчної та радiусу цилiндри-
чної частин [43].

6. Ефект глибинного змикання каверни при вхо-
дi у воду [13, 17, 31]. Зокрема, було показано,
час глибинного змикання практично не зале-
жить вiд сталої швидкостi вертикального за-
нурення [31].

7. Втрата стабiльностi та пульсацiї вентильова-
них каверн [12, 47].

8. Особливостi нестацiонарних каверн для рiзно-
манiтних режимiв обтiкання, [10, 11, 31].

I.Г. Нестерук 59



ISSN 1561 -9087 Прикладна гiдромеханiка. 2013. Том 15, N 1. С. 53 – 61

ВИСНОВОК

Iдеї Г.В. Логвиновича, його принцип незалежно-
стi розширення каверни були, є i продовжують за-
лишатись основою для розрахункiв просторових
течiй з видовженими кавернами.

1. Логвинович Г.В. Начальное движение тела в жид-
кости с развитой кавитацией. // Сборник работ по
гидродинамике, ЦАГИ. – 1959.– С. 3–40

2. Логвинович Г.В. Погружение тел в жидкость и
движение с развитой кавитацией. // Сборник ра-
бот по гидродинамике, ЦАГИ. - 1959.– С. 119-139.

3. Логвинович Г.В. Гидродинамика течений со сво-
бодными границами. – К.: Наук. думка, 1969. – 208
с.

4. Григорян С.С. Приближенное решение задачи об
отрывном обтекании осесимметричного тела //
ПММ.– 1959.– T.23, вып. 5.– С. 351-353.

5. Якимов Ю.Л. Об осесимметричном срывном обте-
кании тела вращения при малых числах кавитации
// ПММ.– 1968.– T.32, вып.3.– С. 499-501.

6. Логвинович Г.В., Серебряков В.В. О методах ра-
счета формы тонких осесимметричных каверн. //
Гидромеханика.– 1985ю– вып. 32. – С. 47-54.

7. Серебряков В.В. О методах расчета суперкави-
тации при высокоскоростном движении в воде.
Часть 1. Несжимаемая жидкость//Прикладна гi-
дромеханiка. – 2002.– Т.4, № 2. – С. 63-78.

8. Логвинович Г.В., Буйвол В.Н., Дудко А.С., Пути-
лин С.И. и др. Течения со свободными поверхно-
стями. – Киев: Наук. думка, 1985. – 296 с.

9. Савченко Ю.Н., Семененко В.Н., Путилин С.Н.
Нестационарные процессы при суперкавитацион-
ном движении тел // Прикладна гiдромеханiка. –
1999. – 1(73), №1. – С. 79–97.

10. Савченко Ю.Н., Семененко В.Н., Путилин С.И.,
Наумова Е.И. Программный комплекс компьютер-
ного моделирования суперкавитационного движе-
ния тел в воде // Математические машины и сис-
темы. – 1999. – N 2. - С. 48–57.

11. Semenenko, V. N. and Naumova, Ye. I. 2012 Study of
the supercavitating body dynamics, I. Nesteruk (ed.).
Supercavitation.– Springer, pp. 147–176.

12. Парышев Э. В. Система нелинейных дифферен-
циальных уравнений с запаздывающим аргумен-
том, описывающих динамику нестационарных осе-
симметричных каверн //Тр. ЦАГИ.– 1978.– Вып.
1907. – C. 3–16.

13. Журавлев Ю. Ф. Методы теории возмущений
в пространственных струйных течениях// Тр.
ЦАГИ.– 1973.– Вып. 1532, с. 3–24.

14. Буйвол В.Н., Журавлев Ю.Ф., Капанкин Е.Н. Во-
змущенное движение тонких пространственных
каверн. – В кн.: Неустановившиеся течения во-
ды с большими скоростями (Тр. Междунар. симп.
IUTAM) – М.: Наука. – 1973.– С. 153–161.

15. Буйвол В.Н. Колебания и устойчивость деформи-
руемых систем в жидкости. – Киев: Наукова дум-
ка, 1975. – 192 с.

16. Воронин В.В., Журавлев Ю.Ф. К вопросу о дефор-
мациях тонких осесимметричных каверн // Тр.
ЦАГИ. – 1985. – Вып. 2272. – С. 29–35.

17. Yuri F. Zhuravlev, Anton N. Varyukhin, Nikolay A.
Shulman. Cavity at body entry into water. – 8th
International Symposium on Cavitationю– 13 – 16
August 2012, Singapore.

18. Brennen C.A. A numerical solution for axisimmetric
cavity flows // J. Fluid Mech. – 1969. – Vol .37. – N
4. – P. 671–688.

19. Nishiyama Т., Kobayashi H. Finite cavity flow of axi-
al symmetry.– Technol. Repts Tohoku Univ.– 1969. –
V. 34, № 1.– P. 173–185.

20. Тайц О. Г. Продольное обтекание тонкого то-
ла вращения со свободной границей// ПММю –
1975.– T. 39, № 1.– C. 185–188.

21. Chou Y. S. Axisymmetric cavity flows past slender
bodies of revolution. // J. Hydronautics.– 1974. – V.
8, № 1.– P. 13–18.

22. Гузевський Л.Г. Численный анализ кавитацион-
ных течений. – Препринт 40-79. – Новосибирск:
СО АН СССР, Ин-т теплофизики.– 1979.– С. 3–36.

23. Амромин Э. Л., Бушковский В. А., Дианов Д.
И. Развитая кавитация за диском в вертикальной
трубе.// Изв. АН СССР. МЖГ,– 1983.– № 5.– C.
181–184.

24. Кожуро Л А. Расчет осесимметричного струйного
обтекания тел по схеме Рябушинского// Уч. зап.
ЦАГИ. – 1980. – Т. XI, № 5. – С. 109—115.

25. Альев Г.А. Отрывное обтекание кругового кону-
са трансзвуковым потоком воды// Изв. АН СССР,
МЖГ. – 1983.– № 2.– С. 152–154.

26. Васин А.Д. Расчет осесимметричных каверн за ди-
ском в дозвуковом потоке сжимаемой жидкости//
Изв. АН СССР, МЖГ. – 1996.– № 2.– С. 94–103.

27. Васин А.Д. Расчет осесимметричных каверн за ди-
ском в сверхзвуковом потоке // Изв. АН СССР,
МЖГ. – 1997.– № 4.– С. 54–62.

28. Varghese A.N., Uhlman J.S. and Kirschner I.N.
2003 High-speed bodies in partially cavitating axi-
symmetric flow, International Symposium on Cavi-
tation, Cav2003, Osaka, Japan.

29. Франкль Ф.И., Карпович Е.А. Газодинамика тон-
ких тел.– М.;Л.: Гостехиздат, 1948.– 176 с.

30. Cole J.D. 1968, Perturbation Methods in Appli-
ed Mathematics, Blaisdell Publishing Company:
Waltham, Massachusetts; Toronto; London.

31. Нестерук И.Г. О форме тонкой осесимметричной
нестационарной каверны // Изв. АН СССР, МЖГ,
–1980, – №4.– С. 38–47.

32. Нестерук И.Г. Об определении формы тонкой
осесимметричной каверны на основе интегро-
дифференциального уравнения // Изв. АН СССР,
МЖГ, –1985,– №5.– С. 83–90.

33. Tulin M.P. Supercavitating flows. – In Handbook of
Fluid Dynamics. – New York: McGraw–Hill Book
Company, 1961.

34. Нестерук И.Г. К вопросу о форме тонкой осесим-
метричной каверны в весомой жидкости // Изв.
АН СССР, МЖГ, – 1979,– №6.– С. 133–136.

35. Reichardt H. The Lows of Cavitation Bubbles at
Axially Symmetric Bodies in a Flow. //Ministry of
Aircraft Production (Britain), Rept. and Transl.–
1946.–7666 р.

36. Кнэпп Р., Дейли Дж., Хэммит Ф. Кавитация. –
М.: Мир,– 1974.– 688 с.

37. Garabedian P.R. Calculation of axially symmetric
cavities and jets// Pacif. J. Math. – 1956.– V.6, N
4. – P. 611-689.

60 I.Г. Нестерук



ISSN 1561 -9087 Прикладна гiдромеханiка. 2013. Том 15, N 1. С. 53 – 61

38. Егоров И. Г., Садовников Ю. М., Исаев И. И. и
др. Искусственная кавитация.– Л.: Судостроение.–
1971. – 284 с.

39. Нестерук I.Г. Часткова кавiтацiя на видовжених
тiлах// Прикладна гiдромеханiка.– 2004.– Т. 6(78),
№3.– С. 64–75.

40. Нестерук И.Г. Некоторые задачи осесимметри-
чных кавитационных течений // Изв. АН СССР,
МЖГ.– 1982. – №1. – С. 28–34.

41. Нестерук И.Г. К расчету сопротивления тонких
осесимметричных кавитаторов. // В сб.: Аэроди-
намика нестационарных процессов. – Томск: Изд-
во Томского университета– 1988. –С. 69–75.

42. Манова З.I., Нестерук I.Г., Шепетюк Б.Д. Оцiн-
ки впливу вентиляцiї на форму тонких осеси-
метричних каверн// Прикладна гiдромеханiка. –
2011. – Т. 13 (85). № 2. – С. 44–50.

43. Nesteruk, I. Influence of ventilation on the shape of

slender axisymmetric cavities// 8th International
Symposium on Cavitation, CAV2012ю– Singapore.–
2012.

44. Нестерук I.Г. Про форму тонких тiл мiнiмального
опору // Доповiдi АН УРСР, сер. А.– 1989.– №4.–
С. 57–60.

45. Капанкин Е.Н., Нестерук И.Г. К расчету тон-
кой осесимметричной вертикальной каверны в тя-
желой жидкости // Труды ЦАГИ.– 1980.– Вып.–
2060. – С. 25–30.

46. Нестерук И.Г. Об ограничениях на параметры ка-
витационных течений // Прикладная математика
и механика – 1986.– Т. 50.– Вып.4.– С. 584–588.

47. Нестерук И.Г. Число Эйлера и отрывные течения.
// В сб.: Теоретические и экспериментальные ис-
следования некоторых задач аэрогидромеханики.
Московский физико-технический институт– М:–
1990.– С. 66–69.

I.Г. Нестерук 61


