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Трехмерный турбулентный поток несжимаемой жидкости над прямоугольной двумерной преградой на плоской
пластине в пограничном слое с и без турбулизации внешнего потока численно исследуется, используя гибридный
LES/RANS-подход, пристенные модели и конечно-разностный метод. Отношение высоты к длине преграды состав-
ляет 4, число Рейнольдса для преграды равно 50000 и число Рейнольдса на “входе” – 24722 для турбулентного погра-
ничного слоя, параметр турбулизации внешнего потока – 0.004. Число использованных сеточных узлов – 2065551.
Течение вблизи стенок моделируется RANS с K−ε−πij моделью турбулентности. Численное моделирование выпол-
нено для изучения средней скорости, турбулентных напряжений, линии тока, коэффициент поверхносного трения
и длину присоединения.

Тривимiрний турбулентний потiк нестисливої рiдини над прямокутною двохвимiрною перешкодою на пласкiй пла-
стинi в пограничному шарi з та без турбулизацiї зовнiшнього потоку чисельно дослiджується з використанням
гiбридного LES/RANS-пiдходу, пристiнної моделi та кiнцево-рiзницевого методу. Спiввiдношення висоти до довжи-
ни перешкоди становить 4, число Рейнольдса для перешкоди дорiвнює 50000 та число Рейнольдса на “входi” – 24722
для турбулентного пограничного шару, параметр турбулизацiї зовнiшнього потоку – 0.004. Число використаних
сiткових вузлiв є 2065551. Течiя бiля стiнок моделюється RANS з K − ε − πij моделлю турбулетностi. Чисельне мо-
делювання виконано для вивчення середньої швидкостi, турбулентної напруги, лiнiї току, коефiцiєнта поверхневого
тертя та довжини приєднання.

The three-dimensional turbulent incompressible flow over a rectangular two-dimensional fence on flat plate in a boundary
layer with or without of free-stream turbulence is simulated using hybrid LES/RANS-approach, wall models and finite-
difference method. The aspect ratio (height/length) of the fence are 4, fence Reynolds number of 50000, inflow Reynolds
number of 24722 for turbulent boundary layer, parameter free-stream turbulence 0.004. The number of grid points used in
the numerical method was 2065551. The flow near the walls is simulated by RANS with K −ε−πij turbulence model. The
simulation were performed to study the mean velocity, the turbulent stresses, stream lines, wall-skin friction coefficient
and re-attachment length.

ВВЕДЕНИЕ

В настоящее время изучение турбулентного тече-
ния над горизонтальной стенкой и вертикально
расположенного на ней двумерного препятствия
важно для практических приложений [1–9]. Физи-
ческая картина отрывных потоков при обтекании
препятствий сложна и разнообразна потому, что
она зависит от многих условий и геометрических
размеров: жидкости (несжимаемая или сжимае-
мая); течения (в канале или в пограничном слое
с нулевым градиентом давления); уровня турбу-
лизации внешнего потока; режима течения перед
препятствием (ламинарный или турбулентный);
типа шероховатости стенки; отношения толщи-
ны входного пограничного слоя к высоте препят-
ствия; дополнительного впрыскивания, отсоса или
механического турбулизатора перед препятстви-
ем; числа Рейнольдса основного течения; отноше-
ния высоты преграды к ее длине; формы верх-
ней части препятствия. Течения данного класса
для двумерных препятствий сильно отличаются
от обтекания трехмерных преград, поскольку тур-

булентость всегда трехмерна, нестационарна и яв-
ляется случайным процессом. Все это влияет на
формирование вихревых структур с различными
линейными масштабами, на величину рецируляци-
онных зон и форму следа за объектом. В понима-
ние такой картины течения внесли определенный
вклад экспериментальные работы [1–3, 5–7].

В работе [4] исследуется обтекание турбулен-
тным потоком ”проницаемого” прямоугольного
препятствия (c множеством отвестий), располо-
женного на стенке канала при Re=420000. Для
расчета используется DES-подход, однако подсе-
точная модель вихревой вязкости с постоянным
коэффициентом плохо учитывает энергообмен ме-
жду крупными и малыми вихрями.

Специфическое численное моделирование обте-
кания препятствия гиперзвуковым потоком разре-
женного газа путем решения уравнения Больцма-
на для функции распределения молекул по ско-
ростям проведено в исследовании [8]. Анализ ра-
бот [7, 24, 26, 27, 29, 30] показывает, что использо-
вание для решения только уравнений Рейнольдса
(RANS) при исследовании обтекания препятствий
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дает неточные результаты в определении: 1) ра-
звития крупных вихревых структур; 2) размеров
зон рециркуляции; 3) значения коэффициента по-
верхностного трения; 4) вторичных угловых ви-
хрей перед и за преградой.

В работе [9] для конфигурации течения,
соответствующей экспериментальной работе [1]
(Re=10500), но без учета уровня турбулентности
внешнего течения, проведены вычисления на осно-
ве LES-подхода c использованием явного разно-
стного метода и подсеточной модели с постоянным
коэффициентом. Применение на стенках специфи-
ческих приближенных граничных условий (с фи-
ксированным степенным распределением скорости
по нормали к стенке) ведет к неточному результа-
ту размера зоны рециркуляции.

Для турбулентных течений у стенки (при чи-
слах Рейнольдса основного потока, больших чем
2 · 104) необходимо дополнять классический LES-
подход пристенной моделью для вязкого и перехо-
дного подслоя [9–13, 16–18, 23, 24, 29–30, 32, 33].

В работах [13, 26, 29, 30] развиваются зональ-
ные подходы, которые базируются на явном ре-
шении различного ряда уравнений в пристенном
слое. Сущестуют два подхода: 1) двухслойная мо-
дель (TLM), используются две отдельные сетки
для LES и RANS; 2) Detached Eddy Simulation
(DES) используется одна сетка, и только моде-
ли турбулентности изменяются [26, 30]. В TLM
сглаженные уравнения Навье-Стокса решаются в
ядре течения, в пристеночном слое рассматрива-
ется упрощенный ряд уравнений. Основное пред-
положение этой технологии − взаимодействие ме-
жду ближнестеночным и внешним регионом – яв-
ляется слабым. Для расчета турбулентного тече-
ния с обратным уступом TLM показывает плохие
результаты. В переходной области между LES и
RANS регионами возникают нефизичные возму-
щения. Метод DES в пристенном слое испозьзу-
ет RANS-модели турбулентности, но записанные
в переменных, характерных для LES. Вызыва-
ет много вопросов правомерность прямого приме-
нения моделей турбулентности (разработанных и
тестированных для уравнений Рейнольдса) непо-
стредственно в LES.

Приведенные выше численные модели [8, 9, 13,
26, 29, 30] рассматривают сложные физические
процессы в турбулентных течениях при использо-
вании компьютера ограниченной мощности. Это
влечет за собой применение довольно сильных
упрощений (особенно в пристенной зоне), кото-
рые нарушают каноны LES-технологии: 1) плохо
выполняются условия реализуемости для подсето-
чных напряжений; 2) неправильно вычисляются

динамические коэффициенты подсеточных моде-
лей при использовании сгущающейся сетки по вы-
бранной координате. Важной чертой численного
моделирования турбулентного течения при обте-
кании препятствия есть настоятельная необходи-
мость использовать достаточно большую вычи-
слительную область для учета сложных процес-
сов турбулентности, отрыва и присоединения по-
тока. Например, длина рециркуляционной области
за преградой более чем в два раза больше дли-
ны зоны возвратного течения за обратным усту-
пом и растет при увеличеним числа Рейнольдса
и уровня внешней турбулентности. На основе эк-
спериментальных работ также установлено, что
длина зоны рециркуляции в турбулентном режи-
ме превышает тринадцать высот преграды. Для
конфигурации течения, соответствующей экспери-
ментальной работе [1], но для больших чисел Рей-
нольдса (например, Re=50000 с влиянием турбу-
лизации внешнего потока) вычисления на осно-
ве LES-подхода раньше не проводились. Pасчет
характеристик турбулентного течения в большой
вычислительной зоне для данного случая сейчас
не реально осуществить с помощью классического
LES на требуемой мелкой cетке с громадным коли-
чеством сеточных узлов, а обоснованные методы
расчета на сгущающихся вычислительных сетках
для динамических подсеточных моделей еще не
разработаны. Этим в значительной мере опреде-
ляется необходимость применения именно гибри-
дного LES/RANS-подхода.

Целью настоящей работы является cоздание чи-
сленного алгоритма решения задачи о турбулен-
тном течении с поперечной преградой на пласти-
не (при первоначальном турбулентном пограни-
чном слое несжимаемой жидкости с внешним тур-
булизированным течением) на основе гибридного
LES/RANS-подхода.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ ДЛЯ LES

Модель соcтоит в следующем: 1) турбулентный по-
ток вязкой несжимаемой жидкости при нулевом
продольном градиенте давления на внешней гра-
нице с постоянными свойствами при отсутствии
внешних массовых сил течет над полубесконечной
пластиной с поперечной двумерной преградой на
участке 0 ≤ X ≤ Xk; максимальная скорость вне-
шнего потока U0; параметр турбулентности вне-
шнего потока Tu; высота преграды S; ее длина
0.25S; стенки пластины и преграды имеют прене-
брежимо малую шероховатость (принципиальная
схема течения на рис. 1); 2) исследуется трехмер-
ное турбулентное течение при числе Рейнольдса
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Рис. 1. Принципиальная схема пристенного течения
с поперечной преградой на пластине,

принятая размерная система координат OXYaZ
и профиль средней скорости на “входе”

Re=U0S/ν=50000 для преграды, числе Рейнольд-
са Reδ=24722 ( δ=0.495; u∗=0.039; Tu={0; 0.004})
для турбулентного пограничного cлоя при X=0;
3) задача рассматривается в конечной трехмерной
вычислительной области с заданными граничны-
ми условиями; 4) все параметры и уравнения пред-
ставлены в безразмерном виде.

Уравнения движения вязкой несжимаемой жид-
кости представим в виде обезразмеренных филь-
трованных уравнений Навье-Стокса [14–17]:

∂ũi

∂t
+

∂(ũiũj)

∂xj
= − ∂P

∂xi
+

1

Re

∂2ũi

∂xj∂xj
− ∂τij

∂xj
; (1)

∂ũi

∂xi
= 0,

где ũ1, ũ2, ũ3 (или ũ, ṽ, w̃) – фильтрованные компо-
ненты вектора скорости вдоль координатных осей
x, y, z; P – обобщенное фильтрованное давление;
τij и P пронормированы на плотность несжима-
емой жидкости, все переменные обезразмерены с
помощью величин S и U0. Из уравнения неразрыв-
ности и уравнений движения выводится уравне-
ние Пуассона для вычисления давления P . Тензор
подсеточных напряжений τij параметризуется на
основе динамической подсеточной модели [10]:

τij = −2CV ∆̃2 | S̃ | S̃ij .

Коэффициент CV определяется с помощью ди-
намической процедуры следующим образом:

CV (x, y) = − < MijLij >

< 2MijMij >
,

где < · > – осреднение по z;

Mij = −∆̃2| S̃ | S̃ij + ∆̂2 | Ŝ | Ŝij ;

Ŝij =
1

2

(

∂ûi

∂xj
+

∂ûj

∂xi

)

; | Ŝ |= (2Ŝij Ŝij)
1/2;

Lij = ũiũj − ũiũj.

В данном исследовании в качестве первичного и
повторного фильтра используется Гауссов фильтр
(см. подробно [17]). Операторы фильтров связаны

следующими зависимостями Ĝ = G̃ = G̃G, где G̃ –

первичный фильтр, G – повторный фильтр, ∆̂=∆̃
и величина ∆̂ входит в состав Mij. Для ширин
первичного и повторного фильтров справедливо
выражение [17]:

∆̂2 = ∆̃2 + ∆
2
.

Для шагов вычислительной сетки задаем: ∆y=∆̃S ,
∆x=∆z=2∆̃S; для ширины первичного фильтра
∆̃y=∆̃/2=∆̃S, ∆̃x=∆̃z=∆̃; для ширины повторно-
го фильтра ∆y=∆/2=0.61∆̃; ∆x=∆z=∆.

1.1. Граничные условия для LES

В рамках LES-подхода каждое из уравнений (1)
дискретизируется на прямоугольной расчетной се-
тке в вычислительной области D={[0 ≤ x ≤ xk;
0 ≤ y ≤ yk] минус [xs < x < xd; 0< y < ys];
0≤ z ≤ zk}, где xs=10; xd=xs+0.25; ys=1; xk=40;
yk=5; zk=5. В вычислительном методе использу-
ется {Nx; Ny; Nz}={401; 101; 51} сеточных точек.

Для шага вычислительной сетки задаем ∆̃S=
= ∆ y=0.05.

Граничные условия имеют следующий вид:
1) условие на входе в расчетную область
x=0; 0 ≤ z ≤ zk; 0 ≤ y ≤ yk:

ũ = Uct(y, t) + ũp; ṽ = Vct(y, t) + ṽp;

w̃ = w̃p;

2)–4) приближенные граничные условия на
cтенках {y = 0; 0 ≤ x ≤ xs}; {y = 0; xd ≤ x ≤ xk};
{y = ys; xs ≤ x ≤ xd} (для 0 ≤ z ≤ zk):

∂ũ

∂y
=

cf (x)Rea{ũ(x, ye, z, t) + ε}
< ũ(x, ye, z, t) > +ε

; ṽ = 0;

∂w̃

∂y
=

cf(x)Rea{w̃(x, ye, z, t) + ε}
< ũ(x, ye, z, t) > +ε

,

5) y=yk ; 0 ≤ z ≤ zk; 0 < x < xk:

ũ = 1;
∂ṽ

∂y
=

∂w̃

∂y
= 0;

6)–7) приближенные граничные условия на
cтенках x=xs и x=xd; при 0 ≤ y ≤ ys; 0 ≤ z ≤ zk:
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∂ṽ

∂x
=

cfn(y)Rea{ṽ(xe, y, z, t) + ε}
< ṽ(xe, y, z, t) > +ε

; ũ = 0;

∂w̃

∂x
=

cfn(y)Rea{w̃(xe, y, z, t) + ε}
< ṽ(xe, y, z, t) > +ε

,

8)–9) периодическое граничное условие
z=0; z=zk; 0< y < yk; 0 < x < xk:

ũi(x, y, zk, t) = ũi(x, y, 0, t).

10) на выходе из расчетной области
x=xk; 0 ≤ z ≤ zk; 0 ≤ y ≤ yk:

∂ũ

∂t
+ Ũconv

∂ũ

∂x
= 0;

∂ṽ

∂t
+ Ũconv

∂ṽ

∂x
= 0;

∂w̃

∂t
+ Ũconv

∂w̃

∂x
= 0.

Cкорость конвективного переноса Ũconv на
выходе из вычислительной области равна < ũ >yz

при x=xk на предыдущем шаге по времени. На
выходе из рассчетной области используется “кон-
вективное"граничное условие, которое позволяет
распространяющимся вихрям покидать вычисли-
тельную область с минимальным возмущающим
действием. Это граничное условие в настоящее
время является самым эффективным и применяе-
тся в LES в последнее десятиление в качестве стан-
дартного.

1.2. Вxoдные граничные условия

В общем случае, входные граничные условия
для нестационарных течений нельзя представить
единственным образом, поскольку они будут меня-
ться в зависимости от физических условий вверх
по потоку от рассматриваемой границы и зависят
от решения в исследуемой вычислительной обла-
сти. Поэтому в нашей работе при определенных
допущениях в рамках модернизированного LES-
подхода реализуется процедура численного гене-
рирования поля скорости для входных граничных
условий.

Экспериментально установленное в [1, 20, 21,
31, 35–37] дискретное распределение квазистацио-
нарной осредненной продольной компоненты ско-
рости Uc(y) турбулентного пограничного слоя на
“входной” границе x=0 аппроксимируем следую-
щим образом (с учетом обозначений Y +=Y u∗ Reδ,
где Y =y/δ). Изменение Uc вдоль оси Oy на участ-
ке 0 ≤ Y + ≤ 13.2 задается на основе эмпирической
зависимости [20]:

Uc = u∗

[

Y + − 0.0228(Y +)2
]

,

а Uc на участке 13.2 < Y + < 60 вычисляется по
следующей формуле [20]:

Uc = u∗

[

2.5 ln(Y +) + 5.5− 36.08/Y +
]

.

Изменение Uc при Y + ≥ 60 и Y ≤ 1 определяется
как в [22]:

Uc =
u∗

κ
{ln(u∗ReδY ) + κC + Π [1 − cos(πY )]} ,

(2)
где C=5.2; κ=0.4; Π=0.55.

На основе анализа работ [1, 21, 31, 35—37] пола-
гаем. что δ=0.495; u∗=0.039: Reδ=24722 и Uc(yk)=1
на входной границе в вычислительную область
для случая Re=50000 и Tu=0.

В свою очередь, для полностью нестационарной
постановки задачи принимаем следующее:

Uct(y, t) = Uc(y)[1 + φt].

Таким образом учитываются характерные особен-
ности поля скорости, особенно в вязком и пере-
ходном (к турбулентному) подслоях, где наиболее
значительны градиенты скорости и неравномер-
ность их распределения в пространстве. Исполь-
зуются обобщенные знания из работ [28, 38–40] о
вихревых наклонных структурах, участках заме-
дленной и ускоренной жидкости. Учет этих выше-
перечисленных процессов в зависимости от време-
ни позволяет сократить размер вычислительной
области перед препятствием, потому что не ну-
жно рассчитывать развитие турбулентного погра-
ничного слоя вдоль плоской пластины. Функция
φt моделирует в обобщенном виде нестационарный
и относительно случайный характер вышеупомя-
нутых вихревых структур:

i) для 0 ≤ Y ≤ 1

φt =
0.05y

1/2
e

(ye + Y )1/2
cos

(

2πt

La

)

;

ii) для Y > 1

φt = 0.0001 cos

(

2πt

La

)

,

где величина ye равна шагу сетки ∆̃S. Составля-
ющая скорости Vct вычисляется по уравнению не-
разрывности используя Uct.

Значения интегрального масштаба турбулентно-
сти La определяем на основе работы [34]:

I) 0 < Y ≤ 0.7

La = 0.15
{

1 − (1 − 10Y/7)3/2

}

[

1 + 5Tu(0.75Y )3
]

;
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II) 0.7 < Y < 1

La =
{

0.15− 0.25(Y − 0.7)}[1 + 5Tu(0.75Y )3
]

;

III) Y ≥ 1 : La = 0.075
[

1 + 5Tu(0.75)3
]

.

Нефильтрованные пульсации компонент мгно-
венной скорости на “входе” (x=0; 0 ≤ z ≤ zk;
ys ≤ y ≤ yk) моделируем следующим образом:

up0(y, z, t) = u∗a1f1φzφt;

vp0(y, z, t) = u∗a2f2φzφt;

wp0(y, z, t) = u∗a3f3φzφt,

где φz учитывает периодический характер пуль-
саций в однородном направлении z в рам-
ках конечно-разностной реализации поставленной
краевой задачи:

φz =

50
∑

m=1

m−5/6 sin

(

2πzm

La

)

.

Функции f1(y), f2(y) и f3(y) определены на осно-
ве обработки экспериментальных данных [1, 4, 21,
25, 27, 31, 35–37] для турбулентного погранично-
го слоя, но уже с учетом действия турбулизации
внешнего потока (Tu = 0.004), полностью соответ-
ствуют по форме профилям нормальных турбу-
лентных напряжений (рис. 2).

Константы a1, a2 и a3 находятся предваритель-
но при x=0, y=ypj (где ypj – координата максиму-
ма функции fj,max(ypj); j=1,2,3) из соотношений:

max < u2
p0 >z= a2

1u
2
∗

< (f1,maxφz)
2 >z ;

max < v2
p0 >z= a2

2u
2
∗

< (f2,maxφz)
2 >z;

max < w2
p0 >z= a2

3u
2
∗

< (f3,maxφz)
2 >z .

Bеличины max < u2
p0 >z ; max < v2

p0 >z;

max < w2
p0 >z вычисляются на основе

экспериментов [1, 21, 25, 31, 35–37]. Параметр тур-
булентности внешнего потока определяется так:

Tu =
√

(< u2
p0

>zt + < v2
p0

>zt + < w2
p0

>zt)/3.

Влияние различных уровней турбулизации вне-
шнего потока подробно исследовано в работе [34].

На рис. 2 представлено изменение продольной,
поперечной и боковой пронормированных компо-
нент нормальных турбулентных напряжений Uii

вдоль y при x=0, где U11 =
√

T11; U22 =
√

T22;

Рис. 2. Зависимость продольной, поперечной и
боковой компонент нормальных турбулентных

напряжений U11, U22, U33 от y
для x = 0 и Re=50000

U33 =
√

T33, a T11, T22, T33 – компоненты нор-
мальных турбулентных напряжений в направле-
нии осей координат x, y, z cоответственно. Пол-
ные нормальные турбулентные напряжения име-
ют следующий вид на основе LES-технологии:
T11 =< (ũ1 − Uct)

2 + τ11 >zt; T22 =< ũ2
2 + τ22 >zt;

T33 =< ũ2
3 + τ33 >zt.

1.3. Пристенная модель

Применение LES-технологии с выбранным ша-
гом сетки в сравнении с масштабом Колмогоро-
ва не позволяет использовать граничное условие
“прилипания” на стенке: ũ=ṽ=w̃=0 и пристенные
функции, согласно [10–12, 29–30]. При расчете тур-
булентного течения в качестве пристенной модели
используем приближенные граничные условия на
cтенке для локальных компонент скорости [16, 17]
в модифицированном виде, например, на горизон-
тальных стенках:

∂ũ

∂y
=

cf (x)Rea{ũ(x, ye, z, t) + ε}
< ũ(x, ye, z, t) > +ε

; ṽ = 0;

∂w̃

∂y
=

cf(x)Rea{w̃(x, ye, z, t) + ε}
< ũ(x, ye, z, t) > +ε

,

где ε=10−5 и < . > − осреднение по координате
z. В рамках данной модели полагается, что ye−
это координата точки, которая расположена выше
вязкого подслоя в турбулентном пограничном слое
при Re=50000. Величина ye равна шагу сетки ∆̃S .
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В свою очередь, Rea=A0Re, где A0=0.07. Необ-
ходимо отметить, что использование данной при-
стенной модели в рамках LES является единствен-
ной возможностью решить поставленную задачу
при Re=50000. Применение классического LES с
условиями ”прилипания” на стенке и пристенной
функцией практически невозможно реализовать
даже на самых мощных суперкомпьютерах, по-
скольку не обеспечивается требование достаточ-
но высокой разрешеющей способности трехмерной
вычислительной сетки при Re=50000, особенно у
стенок.

Данная пристенная модель подробно описана и
тестирована в работах [18, 23].

2. ЧИСЛЕННЫЙ МЕТОД ДЛЯ LES

Уравнения (1) и уравнение Пуассона вместе с
начальными и граничными условиями решаю-
тся относительно неизвестных ũi, P, τij следую-
щим образом. Задаются начальные условия для
поля скорости. На основе подсеточной динамиче-
ской модели определяются подсеточные напряже-
ния. Из уравнения Пуассона находится давление.
Затем градиенты давления и подсеточных напря-
жений подставляются в уравнение движения и на-
ходятся новые значения компонент скорости. Эта
процедура повторяется до тех пор, пока решение
не сойдется в конце переходного периода, когда
уравнение неразрывности удовлетворяется с тре-
буемой точностью. После этого интегрирование
продолжается для полностью нестационарного ре-
жима течения с одновременным расчетом средних
характеристик. Общий расчет проводится за про-
межуток времени Tc = K∆t.

Дискретизация основных уравнений (1) осуще-
ствляется следующим образом. Все пространс-
твенные производные аппроксимируются цен-
тральными конечными разностями с вторым по-
рядком точности. Конвективные производные ап-
проксимированы схемой с дополнительным дисси-
пативным слагаемым:

∂(ũũ)

∂x
∼ un

un+1 − un−1

2∆̃S

+ αfd,

где fd − слагаемое искусственной диссипации вто-
рого порядка точности для обеспечения устойчи-
вости расчета и гладкости решения,

fd = − | un | un+1 − 2un + un−1

2∆̃S

.

Слагаемое искусственной диссипации fd целесо-
образно умножать на коэффициент α (в этом слу-

чае равный 0.1), что уменьшает численную диф-
фузию при сохранении устойчивости счета (подро-
бно в [23]). Для того, чтобы правомерно использо-
вать fd в уравнениях (1) в рамках неявного метода
с линейной прогонкой, необходимо применять сла-
гаемое искусственной диссипации также только с
вторым порядком точности.

Для определения обобщенного давления P
используется уравнение Пуассона, которое решае-
тся методом верхней релаксации. Пространствен-
ные производные аппроксимируются централь-
ными конечными разностями с вторым поряд-
ком точности относительно ∆̃S . Граничные усло-
вия определяются на каждой грани вычисли-
тельной области в виде краевых условий Не-
ймана для ∂P/∂xi с использованием конечно-
разностных аналогов фильтрованных уравнений
Навье-Стокса, что в результате обеспечивает кор-
ректную взаимосвязь между полем скорости, дав-
лением и подсеточным напряжением.

К дискретизированным уравнениям Навье-
Стокса применяется метод двуцикличного покоор-
динатного расщепления и неявная по времени аб-
солютно устойчивая конечно-разностная схема со
вторым порядком точности относительно ∆t. Чис-
ленный метод и тестовые исследования подробно
описаны в работах [18, 23]. Для дискретизирован-
ных уравнений Навье-Стокса (для каждой компо-
ненты вектора количества движения в проекции
на оси координат x, y, z) вычисляется невязка в ка-
ждом узле сетки. Критерий сходимости на каждом
шаге по времени на этапе накопления статистик −
максимальная невязка становится меньше 10−5.

3. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
ДЛЯ RANS-РЕГИОНА

Для вычисления коэффициента поверхностно-
го трения, применяемого в представленной LES-
технологии, используется двумерный RANS-под-
ход для области D1 (рис.3). Для вычислитель-
ной области D1 ee ширина (в направлении нор-
мальном к стенке) равна 6∆̃S=0.3, где ya = 6∆̃S;
xb = xs − 6∆̃S ; yb = ys + 6∆̃S ; xp = xd + 6∆̃S.

Уравнения осредненного турбулентного движе-
ния вязкой несжимаемой жидкости представим
в виде обезразмеренных двумерных уравнений
Навье-Стокса, осредненных по Рейнольдсу [19]:

∂ui

∂t
+

∂(uiuj)

∂xj
= − ∂p

∂xi
+

1

Re

∂2ui

∂xj∂xj
− ∂πij

∂xj
; (3)

∂ui

∂xi
= 0,
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Рис. 3. Cхема расположения пристенной
вычислительной области D1 для RANS-подхода

(выделена серым фоном)

где u1, u2 или u, v – осредненные по Рейнольд-
су компоненты вектора скорости вдоль координа-
тных осей x, y; p – осредненное давление; πij –
компоненты тензора рейнольдсовых напряжений

(πij= u
′′

i u
′′

j ); πij и p пронормированы на плотность
несжимаемой жидкости. Для создания замкнутой
системы уравнений используется K−ε−πij модель
замыкания [33], которая хорошо работает не толь-
ко в развитом турбулентном течении, но и у стен-
ки в вязком и переходном подслоях, вблизи точек
отрыва и присоединения, а также в рециркуляци-
онной зоне. Отметим, что K− удельная кинетиче-

ская энергия турбулентности (K= (u
′′

i u
′′

i )/2 ) и ε–
скорость диссипации турбулентной энергии. Для
определения давления p используется уравнение
Пуассона. Применяется также уравнение перено-
са кинетической энергии турбулентности K:

∂K

∂t
+ uj

∂K

∂xj
+

∂TK
j

∂xj
= G − ε, (4)

где TK
j = −C

′

S

K

ε
πij

∂K

∂xi
, G = 0.5(G11 + G22),

Gij = −πik
∂uj

∂xk
− πjk

∂ui

∂xk
.

Уравнение переноса скорости диссипации тур-
булентности ε:

∂ε

∂t
+ uj

∂ε

∂xj
+

∂T ε
j

∂xj
= (Cε1G − Cε2fεε)

ε

K
; (5)

T ε
j = −Cε

K

ε
πij

∂ε

∂xi
;

fε = 1 − 0.3 exp
(

−Re2

t

)

; Ret = K2Re/ε.

Компоненты πij определяются явной алгебраи-
ческой анизотропной моделью Рейнольдсовых на-
пряжений [33]:

πij = K

(

2

3
δij − 2Ceff

µ Sij + aex
ij

)

. (6)

Детали модели турбулентности представлены в
работе [18].

3.1. Граничные условия для RANS

1) {x = 0; 0 ≤ y ≤ ya}

u = Uct(y, t); v = Vct(y, t); K = K1(y);

ε = ε1(y);
∂p

∂x
= fp1(y);

2) {y = 0; 0 < x < xs}; {y = 0; xd < x < xk}

u = v = K = 0;
∂p

∂y
= fp2,3(x);

∂ε

∂y
= 0;

3) {y = ys; xs < x < xd}

u = v = K = 0;
∂p

∂y
= fp4(x);

∂ε

∂y
= 0;

4) {x = xs; 0 ≤ y < ys}

u = v = K = 0;
∂p

∂x
= fp5(y);

∂ε

∂x
= 0;

5) {x = xs; y = ys}

v = K = 0;
∂p

∂y
= fp6(x);

∂u

∂y
=

∂ε

∂y
= 0;

6) {x = xd; y = ys}

v = K = 0;
∂p

∂y
= fp7(x);

∂u

∂y
=

∂ε

∂y
= 0;

7) {x = xd; 0 ≤ y < ys}

u = v = K = 0;
∂p

∂x
= fp8(y);

∂ε

∂x
= 0;

8) {y = ya; 0 < x < xb}

u = Ua1(x); v = Va1(x); K = Ka1(x);

ε = εa1(x); p = pa1(x);

9) {y = yb; xb < x < xp}

u = Ua2(x); v = Va2(x); K = Ka2(x);

ε = εa2(x); p = pa2(x);

10) {y = ya; xp < x < xk}

u = Ua3(x); v = Va3(x); K = Ka3(x);
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ε = εa3(x); p = pa3(x);

11) {x = xb; ya ≤ y ≤ yb}

u = Ua4(y); v = Va4(y); K = Ka4(y);

ε = εa4(y); p = pa4(x);

12) {x = xp; ya ≤ y ≤ yb}

u = Ua5(y); v = Va5(y); K = Ka5(y);

ε = εa5(y); p = pa5(x);

13) {x = xk; ys ≤ y ≤ ya}

∂u

∂t
+ ucs

∂u

∂x
=

∂v

∂t
+ ucs

∂v

∂x
= 0;

∂K

∂x
=

∂ε

∂x
= 0;

∂p

∂x
= fp9(y).

Параметр ucs равен u при x=xk на предыдущем
слое по времени. Распределение Uct(y, t) на вхо-
дной границе вычислительной области задается
аналогично способу, представленному в данной ра-
боте для LES, но дополнительно при 0 < Y < ye/δ
справедливо следующее:

φt = 0.05 cos

(

2πt

La

)

.

Величины fp1 − fp9 в граничных условиях для
уравнения Пуассона определяются на соответству-
ющих гранях вычислительных областей в виде
краевых условий Неймана для ∂p/∂xi с исполь-
зованием конечно-разностных аналогов осреднен-
ных по Рейнольдсу уравнений Навье-Стокса. Ки-
нетическая энергия турбулентности K1 и скорость
ее диссипации ε1 при 0 ≤ y ≤ ya определяются из
экспериментальных данных [9, 14, 15, 21, 22, 28, 33,
37]. Распределения величин {Uai; Vai; Kai; εai; pai, }
(i = 1, 5) на внешних границах вычислительной
зоны D1 находятся на основе промежуточных ре-
зультатов расчета в рамках LES-технологии. Для
расчета построены преобразования координат, по-
зволившие получить равномерную разностную се-
тку в новой вычислительной плоскости, несмотря
на сложную форму границ физической области D1

c неравномерной сеткой со сгущением узлов у сте-
нок.

4. ОБЩИЙ ЧИСЛЕННЫЙ МЕТОД

В представленной модели турбулентного течения
вокруг преграды рассматривается задача в рамках

гибридного LES/RANS-подхода, который отлича-
ется от зональных подходов [13, 26, 29, 30] спосо-
бом взаимосвязи LES и RANS регионов. В на-
шем гибридном LES/RANS-подходе вычислитель-
ная область для LES занимает все рассматри-
ваемое пространство и используются приближен-
ные граничные условия на стенках, в которых
присутствует неизвестный параметр − коэффи-
циент поверхностного трения. Он вычисляется на
основе RANS-подхода со своей пристенной моде-
лью. Таким образом, используются два разных ти-
па пристенных моделей: один для LES-региона,
другой − для RANS-региона. В нашем гибри-
дном LES/RANS-подходе расчетная область для
RANS-подхода расположена у стенок (D1, см.
рис. 3) и накладывается на большую вычисли-
тельную область D для LES. И следовательно, мы
можем определить из осредненных LES-расчетов
недостающие в RANS-подходе значения средней
скорости, турбулентной кинетической энергии и
осредненного давления на внешней грани RANS-
региона, которая совпадает с частью вычисли-
тельной области для LES (рис. 3). Таким обра-
зом замыкается общая задача в рамках гибридно-
го LES/RANS-подхода и определяются взаимосвя-
зи полей скорости, давления, турбулентных напря-
жений и турбулентной кинетической энергии ме-
жду LES-регионом и RANS-регионами.

Технология общего численного метода для пред-
ставленной модели турбулентного течения с пре-
градой состоит в следующем. Рассматривается
задача в рамках LES-подхода, которая решае-
тся до выхода на требуемый режим при необ-
ходимом количестве шагов по времени на осно-
ве конечно-разностной неявной абсолютно устой-
чивой схемы. Kоэффициент поверхностного тре-
ния (используемый в приближенных граничных
условиях на стенке для LES-технологии) вычи-
сляется на основе RANS-подхода, в котором рас-
пределения величин для граничных условий опре-
деляются из промежуточных результатов расче-
та по LES-технологии. В рамках представленно-
го RANS-подхода расчет характеристик течения
для области D1 рассматривается как задача, кото-
рая решается при заданном количестве итераций
на каждом шаге по времени с использованием чи-
сленного алгоритма подобного к LES-технологии,
но примененного в преобразованной системе коор-
динат для двумерного случая.

Для взаимосвязи LES- и RANS-технологий
используются следующие величины: локальная
подсеточная кинетическая турбулентная энергия
k= τii/2; локальная сеточная кинетическая турбу-
лентная энергия
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K̃ =< (ũ− < ũ >z)
2 + (ṽ− < ṽ >z)2 + w̃2 >z /2;

локальная полная кинетическая турбулентная
энергия Ep = K̃ + k; осредненная по Рейнольд-
су кинетическая турбулентная энергия K= <
Ep >z ; локальная подсеточная скорость дисси-

пации турбулентности εsgs= −τij S̃ij. Hа внешних
гранях области D1 задаются граничные усло-
вия для RANS-региона на основе обработки LES-
результатов: осредненные по Рейнольдсу компо-
ненты средней скорости u =< ũ >z , v =< ṽ >z ;
осредненная по Рейнольдсу кинетическая турбу-
лентная энергия K= < Ep >z; осредненная по
Рейнольдсу скорость диссипации турбулентности
ε= < εsgs >z . Связь осредненного по Рейнольд-
су давления p и обобщенного давления P для LES
имеет такой вид p= < P >z. В численном мето-
де для LES используется 2065551 сеточных точек
({Nx;Ny;Nz}={401; 101; 51}), а для RANS-подхода
применяется 106 сеточных узлов ({Nx;Ny}.

5. РЕЗУЛЬТАТЫ ВЫЧИСЛЕНИЙ

На основе численного алгоритма, разработанного
в рамках гибридного LES/RANS-подхода, прове-
дены расчеты параметров турбулентного течения
перед, над и за преградой для чисел Рейнольд-
са Re= 50000 и параметра турбулизации внешнего
потока Tu={0; 0.004} (на входе в вычислительную
область Reδ=24722; δ=0.495; u∗=0.039; cf0=0.003).

В вычислениях применялся компьютер
PENTIUM-IV с тактовой частотой 4 ГГц и
оперативной памятью 4 Гб. Промежуточное чис-
ленное решение было получено за время Tst=50
(в конце переходного периода, когда уравнение
неразрывности удовлетворяется с требуемой
точностью). Далее статистика была собрана за
Toc=250 на каждом шаге по времени в процессе
расчета полностью нестационарного режима
течения. Всего было произведено 6000 шагов
по времени с ∆t=0.05 за промежуток времени
Tc=300. Время расчета задачи равно 35 часам 15
минутам.

Изменения основных осредненных (по направ-
лению Oz и периоду времени Toc, используя чи-
сленные результаты на каждом шаге по времени)
безразмерных характеристик турбулентного пото-
ка вдоль безразмерной координаты y представ-
лены на рис. 4–10. На этих рисунках приведе-
ны результаты вычислений для случая Re=50000
и Tu=0.004. На рис. 4 представлена зависимость
осредненной продольной компоненты скорости Uc

вдоль y, при x={7.7; 9.2; 10.25; 11.5; 12.8; 15.3;
17.8; 20.3; 23.2}. При анализе численных результа-

тов наблюдаем, что разработанная модель хорошо
описывает изменение средней скорости поперек
турбулентного течения для различных x. Видны
характерные черты поведения потока вокруг пре-
грады с наличием зон возвратного течения c отри-
цательными значениями осредненной продольной
компоненты скорости Uc при y < 1. Результаты
расчета осредненной нормальной компоненты ско-
рости Vc вдоль y, при x={7.7; 9.2; 10.25; 11.5; 12.8;
15.3; 17.8; 20.3; 23.2} показаны на рис. 5. Они пол-
ностью согласуются с данными для Uc (рис. 4) и
подтверждают существование зоны рециркуляции
за преградой.

Абсолютное значение длины присоединения
равно xR = xR − xs − 0.25=13.9, где xR− точка
присоединения оторвавшегося после преграды те-
чения, xR соответствует максимальному продоль-
ному размеру большой области рециркуляции и
выполняется условие cf (xR) = 0. Среднее расстоя-
ние отрыва во фронт преграде составляет xf = 1.5
и размер вторичной зоны отрыва непосредственно
за преградой xss = 2.

На рис. 6–8 представлено изменение компонент
полных нормальных пульсаций скорости Uii в пло-
скости xy. Обобщая результаты вычислений тур-
булентных напряжений, можно сделать следую-
щие выводы. На “входе”(x=0) в вычислительную
область уже существуют относительно большие
значения турбулентной энергии (пиковые величи-
ны расположены вблизи стенки). За преградой
(x > xd) наблюдается значительное возрастание
турбулентной энергии внутри оторвавшегося сдви-
гового слоя вдоль x-координаты, особенно ее пико-
вых значений, что характеризует развитие вихре-
вых структур.

Распределение линий тока среднего течения в
плоскости xy показано на рис. 9. Hаблюдаются
один большой рециркуляционный вихрь и угловые
вихри перед и за преградой. Центр углового вихря
перед преградой имеет координаты x=xs − 0.27;
y=0.22 и вращение происходит по часовой стрел-
ке. В свою очередь, центр углового вихря за пре-
градой имеет координаты x=xd + 0.63; y=0.35 и
вращение реализуется против часовой стрелки.

Коэффициент поверхностного трения cf(x)
вычисляется по методике работы [18]. Для
Re=50000 на рис. 10 показано распределение
на стенке коэффициента поверхностного трения
cf(x)/cf0, где cf0=2u2

∗
=0.003; u∗=0.039; при x=0.

На участке 10.2 < x < 12 наблюдается, что
cf(x) > 0. Это является характерной чертой су-
ществования углового вихря. В главной зоне ре-
циркуляции на участке 12 < x < xR видим, что
cf(x) < 0. В точке присоединения основного тече-
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Рис. 4. Tурбулентное пристенное течение с преградой и профили компоненты средней скорости Uc

при x={7.7; 9.2; 10.25; 11.5; 12.8; 15.3; 17.8; 20.3; 23.2}, расчет для Re=50000

Рис. 5. Tурбулентное пристенное течение с преградой и профили компоненты средней скорости Vc

при x={7.7; 9.2; 10.25; 11.5; 12.8; 15.3; 17.8; 20.3; 23.2}, расчет для Re=50000

Рис. 6. Tурбулентное пристенное течение с преградой и профили компоненты пульсационной скорости U11

при x={7.7; 9.2; 10.25; 11.5; 12.8; 15.3; 17.8; 20.3; 23.2}, расчет для Re=50000

ния xR осредненный коэффициент поверхностного
трения равен нулю. На основании выше сказанно-
го можно сделать вывод о том, что направление
вращения углового вихря за преградой и направ-
ление вращения в зоне рециркуляции противопо-

ложны. Распределение cf наглядно показывает ха-
рактерные черты течения перед, над преградой и
за ней, особенно в зоне смешения основного отрыв-
ного турбулентного потока с рециркуляционными
течениями. Результаты вычислений показали, что
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Рис. 7. Tурбулентное пристенное течение с преградой и профили компоненты пульсационной скорости U22

при x={7.7; 9.2; 10.25; 11.5; 12.8; 15.3; 17.8; 20.3; 23.2}, расчет для Re=50000

Рис. 8. Tурбулентное пристенное течение с преградой и профили компоненты пульсационной скорости U33,
при x={7.7; 9.2; 10.25; 11.5; 12.8; 15.3; 17.8; 20.3; 23.2}, расчет для Re=50000

Рис. 9. Tурбулентное пристенное течение с преградой и линии тока; расчет для Re=50000

в верхних углах преграды коэффициент поверхно-
стного трения cf , осредненный по z−координате,
имеет очень малую абсолютную величину и соот-
ветствует принятой пристенной модели, характе-
ризуя граничные условия в точках отрыва турбу-
лентного потока на горизонтальных стенках:

∂ũ

∂y
= 0; ṽ = 0;

∂w̃

∂y
= 0,

что согласуется с критерием отрыва ламинарного
течения

∂u

∂y
= 0; v = 0.

В процессе расчетов установлено, что вклад под-
сеточной кинетической энергии в полную турбу-
лентную энергию составляет около 10–12 процен-
тов.

Проведен тестовый расчет для случая Re=50000
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Рис. 10. Зависимость рассчетного коэффициента
поверхностного трения от x для Re=50000

и Tu=0, причем на входе в вычислитель-
ную область турбулентные пульсации полагались
устремленными к нулю при y > δ. Тем самым про-
веряется чувствительность разработанной числен-
ной модели к изменениям во входных граничных
условиях для пульсаций скорости и подтвеждае-
тся адекватность моделирования поля скорости с
учетом характеристик турбулентности. Например,
рост параметра турбулизации внешнего потока Tu
ведет к увеличению абсолютного значения длины
присоединения xR. Так, для Tu=0 величина xR

равна 13.5, а для Tu=0.004 имеем xR=13.9. Отме-
тим, что результаты нашего расчета для Re=50000
хорошо согласуются с вычислениями работы [9]
для аналогичного случая при Re=10500. Осре-
днение характеристик произведено по направле-
нию Oz и периоду Toc, используя данные на ка-
ждом шаге по времени. Представление получен-
ных численных результатов в таком виде объя-
сняется тем, что главной целью настоящей работы
является cоздание численного алгоритма решения
задачи о турбулентном течении с поперечной пре-
градой на пластине (при первоначальном турбу-
лентном пограничном слое несжимаемой жидко-
сти с внешним турбулизированным течением) на
основе гибридного LES/RANS-подхода. Более по-
дробные характеристики нестационарного режима
течения (мгновенные и фазово осредненные вели-
чины) будут представлены в следующей статье.

ВЫВОДЫ

B данном исследовании на основе гибридного
LES/RANS-подхода развита численная трехмер-
ная модель турбулентного течения несжимаемой

жидкости с поперечной преградой на стенке (при
первоначальном турбулентном пограничном слое с
нулевым продольным градиентом давления и вне-
шним турбулизированным течением) в большой
вычислительной области. В данной модели все па-
раметры и уравнения имеют безразмерный вид.
Численная модель содержит три основных пара-
метра: 1) число Рейнольдса преграды Re; 2) чис-
ло Рейнольдса турбулентного пограничного слоя
Reδ ; 3) параметр турбулизации внешнего течения
Tu. Динамическая подсеточная модель имеет ра-
счетный коэффициент CV .

Разработан новый численный алгоритм сов-
местного решения нестационарных трехмерных
фильтрованных уравнений Навье-Стокса и урав-
нений Рейнольдса на основе неявной конечно-
разностной схемы (со вторым порядком точности
по времени и по пространственным координатам),
двуцикличным методом расщепления в сочетании
с динамической подсеточной моделью и пристен-
ной моделью для LES.

Впервые в рамках гибридного LES/RANS-
подхода (применяя численно-аналитическую ре-
конструкцию поля фильтрованной мгновенной
скорости для всех трех компонент во входном
граничном условии с учетом турбулизации вне-
шнего потока) для отрывного турбулентного те-
чения несжимаемой жидкости с поперечной пре-
градой на стенке для ряда параметров (Re=50000,
Reδ=24722; δ=0.495; u∗=0.039; Tu={0; 0.004}) по-
лучены численные значения: компонент осреднен-
ной скорости, нормальных турбулентных напря-
жений, расределений линий тока, коэффициента
поверхностного трения длины присоединения для
зоны рециркуляции и размеров вторичных угло-
вых вихрей перед преградой и за ней.

В рамках LES-технологии вклад подсеточной
кинетической турбулентной энергии в полную тур-
булентную энергию составляет около 10–12 про-
центов.

Представленный гибридный LES/RANS-подход
правомерно использовать для расчетов на пер-
сональном компьютере в диапазоне 20000 < Re
<1010. Это существенно расширяет возможности
исследования отрывных турбулентных течений в
сравнении с ранее использованным другими авто-
рами классическим LES для 6000 < Re < 10000.
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