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Получено строгое решение задачи установившегося биофильтрования при утилизации легкоразлагаемых веществ
(доочистка сточных вод) фиксированным биоценозом с нелимитированной скоростью роста. Реализованы три под-
хода, отражающие особенности формирования динамического равновесного состояния биомассы с учетом гидроди-
намического фактора, физических свойств биопленок. На многочисленных примерах оцениваются разнообразные
последствия длительного поступления на биореактор-фильтр с зернистой загрузкой субстрата различной концен-
трации.

Отримано точний розв’язок задачi усталеного бiофiльтрування при доочищеннi органiчних забруднень фiксованим
бiоценозом з нелiмiтованою швидкiстю росту. Реалiзовано три пiдходи, якi вiдбивають особливостi формування ди-
намiчного рiвноважного стану бiомаси з врахуванням гiдродинамiчного фактору, фiзичних властивостей биоплiвок.
На численних прикладах оцiнюються рiзноманiтнi наслiдки вiд тривалої подачi на бiореактор-фiльтр iз зернистим
завантаженням субстрата рiзної концентрацiї.

An exact solution has been obtained of the steady-state biofiltration task when secondary wastewater purification was
occurred by fixed biomass at unlimited growth rate. Three approaches to the task have been sequentially realized which
took into consideration characteristic properties of forming dynamic equilibrium biomass state, hydraulic factor, biofilm
physical features. Important consequences due to long-duration substrate feed at bioreactor with grain filter medium have
been estimated at numerous examples when its concentration widely varied.

ВВЕДЕНИЕ

Сточные воды даже после первичной очистки
содержат в весьма значительных количествах лег-
коразлагаемые органические соединения и биоген-
ные элементы, а поэтому могут служить подхо-
дящей питательной средой для биоты и, в пер-
вую очередь, для микроорганизмов. При пропу-
ске таких насыщенных кислородом вод через по-
ристую структуру создаются благоприятные усло-
вия для быстрого роста населяющих ее живых ор-
ганизмов. В процессе фильтрования на структур-
ных элементах (зернах) образуются биопленки, со-
стоящие из микроорганизмов и продуктов их жи-
знедеятельности (метаболитов). Они прочно за-
креплены на поверхностях зерен и в совокупно-
сти могут рассматриваться как вторичный биоло-
гический континуум, обладающий специфически-
ми физико-химическими, а вместе с тем уже и би-
ологическими свойствами. Именно множество би-
опленок в загрузках биореакторов-фильтров не-
посредственно обеспечивает удаление из воды ор-
ганического и биогенного загрязнения, используя
углерод- и азотсодержащие вещества в качестве
источника энергии и строительного материала для
биосинтеза. Однако и при избытке питания, энер-

гии развитие биоценоза сдерживается стесненно-
стью условий его существования, силовым воздей-
ствием потока. По мере накопления биомассы и
роста толщины биопленки ее прочность уменьша-
ется, а при работе фильтра с постоянным расходом
также увеличивается скорость жидкости. Поэтому
со временем отрыв фиксированной биомассы уси-
ливается, что отражают многочисленные модели
этого явления [1–3]. В итоге бо̀льшая часть ра-
створенных веществ при прохождении через зер-
нистую загрузку расходуется на сохранение коли-
чества деятельной микробиальной массы на опре-
деленном уровне. Вместе с тем, выделенные из
биопленок растворимые продукты метаболизма,
а также оторвавшиеся от них разными способа-
ми [4–6] фрагменты обуславливают уже вторичное
(биологическое) загрязнение, которое пока не ста-
ло предметом моделирования. Таким образом, при
поддержании постоянной скорости фильтрования
со временем реализуется его практически устано-
вившийся режим, который играет определяющую
роль в работе затопленных фильтров с закреплен-
ным на зернах биоценозом. При длительной по-
даче на фильтровальное сооружение вод со ста-
бильными составом и содержанием загрязнения в
конце концов формируется устойчивое биологиче-
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ское сообщество, включающее и ассоциацию иммо-
билизованных микроорганизмов, как важнейшую
его компоненту [7]. Правомочность использования
стационарных моделей биопленки и биофильтро-
вания показана в работах [8–10].

Жизнедеяльность микроорганизмов в пористых
загрузках часто протекает в далеких от опти-
мальных условиях, что в значительной степени
тормозит их развитие и, как следствие, снижает
производительность фильтров. Среди многих при-
чин, объясняющих относительно невысокую эф-
фективность биофильтрования, следует выделить
ограниченность питательных и энергетических ре-
сурсов в доочищаемых водах. Большой практиче-
ский интерес представляет также очистка вод с
высоким содержанием растворенных загрязнений
(субстрата), кислорода и в отсутствие токсичных
веществ, когда лимитирование роста биомассы, по
крайней мере вследствие отмеченных факторов,
не происходит. С формальной точки зрения такая
ситуация намного проще, аналитические методы
здесь являются особенно продуктивными и поэто-
му, естественно, она изучена наиболее глубоко [11,
12].

При постановке математических задач био-
фильтрования с целью его углубленного теорети-
ческого анализа, разработки инженерной методи-
ки расчета физико-химических характеристик, те-
хнологических, конструктивных параметров при-
ходится прибегать к ряду упрощений сложней-
шего многофакторного явления физической, хи-
мической и биологической природы, каким есть
удаление растворенных веществ из сточных вод.
Фактически используется система допущений, что
оправдывается накопленным большим опытом эк-
сплуатации фильтровальных сооружений, резуль-
татами ранее проводившихся экспериментальных
и теоретических исследований. Так, принимается,
что:
– загрузка образована одинаковыми зернами ради-
усом L0, на которых закреплены биопленки, име-
ющие форму шарового слоя толщиной Lf ;
– исходная концентрация единственного субстрата
не меняется на протяжение всего фильтроцикла;
– скорость потребления субстрата биомассой ма-
ксимальная (реакция биоокисления имеет нуле-
вой порядок), а биопленки являются однородными
с постоянными по своей глубине пористостью и
плотностью;
- массоперенос в биопленках обеспечивается диф-
фузионным механизмом, а в объеме загрузки –
конвективным; массообмен между ними лими-
тируется проницаемостью пограничной жидкой
пленки;

– имеет место установившееся биофильтрование,
при котором скорости физико-химических и би-
ологических процессов, распределение субстрата
и биомассы на макроуровне (по высоте загрузки)
и субстрата на микроуровне (по толщине биопле-
нок) со временем не меняются;
– отслеживаются изменения на обоих уровнях со-
держания субстрата и тесно связанной с ним би-
омассы; все остальные субстраты и кислород, ко-
торые обеспечивают биосинтез, утилизацию выде-
ленного субстрата и жизнедеятельность биоты в
фильтре содержатся в воде в большом количестве
и не лимитируют вышеупомянутые процессы.

1. ТЕОРЕТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ
ДЕЙСТВИЯ БИОПЛЕНКИ

Исходная математическая модель биологи-
ческой очистки сточных вод в биореакторах-
фильтрах описывает комплекс физико-
химических процессов, протекающих в двух
взаимодействующих разномасштабных средах
(жидкость в свободном поровом пространстве,
система биопленок). Поэтому она является, по
существу, двухуровневой и состоит из двух взаи-
мосвязанных блоков. Ключевую роль играет блок
биопленки, характеризующий массоперенос и
деструкцию органического загрязнения в биоло-
гической среде. Вне зависимости от характера
процесса фильтрования и динамики биомассы его
основу составляет стационарное уравнение диф-
фузии и потребления субстрата в отдельно взятой
биопленке при нелимитированной скорости роста
биомассы, которая имеет следующий вид:

D
∂2S

∂x2
=
µm

Y
B = λ. (1)

Здесь D – эффективный коэффициент диффузии
субстрата в биопленке, м2/час; S – массовая кон-
центрация субстрата, гХПК/м3; µm – удельная ма-
ксимальная скорость прироста биомассы, час−1;
B – концентрация биомассы, гХПК/м3; Y – эконо-
мический коэффициент трансформации субстрата
в биомассу, гХПК/ гХПК. Поступление субстра-
та в биопленку через примыкающую к ней извне
жидкую пленку контролируется проводимостью
последней. Соответствующее краевое условие на
границе между ними будет [13 – 15]

x = Lf , D
∂S

∂x
+ γ(S − Sw) = 0, (2)

где Lf – толщина биопленки, м; γ – коэффици-
ент переноса субстрата в жидкой пленке, м/час;
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Sw – концентрация субстрата в объеме загрузки,
гХПК/м3. Внутренней границей для микропотока
субстрата может служить или поверхность зерна
(x = 0), или промежуточный раздел между учас-
тками активной и инертной биомассы (x = L∗)
[16]. Первый снабжается субстратом, а второй его
лишен. При большой концентрации биомассы и до-
очистке сточных вод вторая ситуация является бо-
лее типичной. Таким образом, задается пара усло-
вий

x = L∗,
∂S

∂x
= 0, S = 0. (3)

Одно из них необходимо для определения заранее
неизвестной координаты L∗. Если же биопленка
является целиком активной благодаря проникно-
вению субстрата на всю ее глубину, то для кор-
ректной формулировки блока модели достаточно
только первого из условий (3). В результате реше-
ния задачи (1)–(3) получено известное выражение
для профиля концентрации по толщине биопленки
S(x):

S(x) = Sw −
λ

γ
(Lf − L∗)+

+
λ

D

[

x2 − L2

f

2
− L∗(x− Lf )

]

. (4)

Для нахождения L∗ привлекается второе условие
(3), так что

L∗ = Lf +
D

γ
−

√

D2

γ2
+

2DSw

λ(Lf )
. (5)

В дальнейшем будут использоваться только без-
размерные переменные и параметры, которые вво-
дятся таким образом: S̄ = S/S0 , S̄w = Sw/S0, x̄ =
x/L0, λ̄ = λL2

0
/(DS0), γ̄ = γL0/D, L̄f,∗ = Lf,∗/L0,

S0 – исходная концентрация субстрата, гХПК/м3;
L0 – внутренний масштаб длины. Тогда, после не-
сложных преобразований в формулах (4), (5), по-
лучено

S̄(x̄) = S̄w −
λ̄

γ̄
(L̄f − L̄∗)+

+λ̄

(

x̄2 − L̄2

f

2
− L̄∗x̄− L̄∗L̄f

)

, (6)

L̄∗ = L̄f +
1

γ̄
−

√

1

γ̄2
+

2S̄w

λ̄(L̄f )
. (7)

Коэффициент λ̄ выражается через толщину L̄f та-
ким образом:

λ̄ = ψ1ng

[

(1 + L̄f)3 − 1
]

, (8)

где ψ1 = µmρBL
2

0
/(Y DS0), ρB – плотность биомас-

сы, гХПК/м3; ng – удельный объем зерен (ng =
1−n0), n0 – пористость чистой загрузки. Биоплен-
ка будет полностью активной, если L̄∗ ≤ 0, так что
согласно (5)

S̄w ≥ λ̄(L̄f )

(

L̄2

f

2
+
L̄f

γ̄

)

. (9)

Величина S̄w пока неизвестна и будет определена
в ходе решения полной задачи биофильтрования.
Исходя из (2), (6), устанавливается относительный
поток īf субстрата к произвольной биопленке:

īf =
L0

DS0

if = γ̄(S̄w − S̄f ), (10)

который с учетом выражения для относительной
концентрации субстрата на внешней границе био-
пленки

S̄f = S̄(L̄f ) = S̄w −
λ̄

γ̄
(L̄f − L̄∗) (11)

составляет в случае только активной биомассы –

īf = λ̄(L̄f ) · L̄f , (12)

а при наличии также инертной –

īf = λ̄(L̄f ) · (L̄f − L̄∗). (13)

2. ТЕОРЕТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ
БИОФИЛЬТРОВАНИЯ

На основе выражений (10)–(13) определяется
функция утилизации субстрата в загрузке I(z),
с помощью которой при моделировании биофиль-
трования осуществляется переход с микроуровня
(биопленка) на макроуровень (загрузка) с внешни-
ми координатой z и масштабом длины Lm (высота
загрузки). Если загрузка сложена из одинаковых
зерен радиусом L0, то их количество в единице
объема пористой среды Nf будет

Nf =
3ng

4πL3

0

.

Тогда при площади боковой поверхности зерна ωf

искомая функция будет иметь вид

I = Nfωf if , (14)

а в безразмерной форме, принимая во внимание
(12), (13) для полностью и частично активной би-
опленки соответственно:

Ī =
L2

0

DS0

I = 3ngλ̄L̄f(1 + L̄f )2, (15)
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Ī =
L2

0

DS0

I =

= 3ng(1 + L̄f )2





√

(

λ̄

γ̄

)2

+ 2λ̄S̄w −
λ̄

γ̄



 . (16)

Пусть биомасса находится в состоянии динами-
ческого равновесия, так что уравнение ее баланса
приобретает вид [17, 18]

Y I = kdB, (17)

где kd – эффективный коэффициент скорости по-
тери фиксированной биомассы. Данный коэффи-
циент имеет исключительно важное значение при
моделировании динамики биомассы в фильтрах,
так как обобщенно характеризует ряд процессов
(дыхание, отрыв, выедание), ограничивающих ее
рост и, в конце концов, стабилизирующих вели-
чину B. Строго говоря, коэффициент k является
переменным и тесно связан с толщиной биоплен-
ки, скоростью воды в порах u. Однако надежные
эмпирические зависимости kd от Lf автору неи-
звестны, поэтому закономерные изменения kd учи-
тываются только в третьем подходе.

3. ПЕРВЫЙ ПОДХОД

Этот подход правомочен в тех редких случаях,
когда коэффициенты µm, kd оказываются близ-
кими по величине. Тогда даже во входном сече-
нии загрузки, где складываются наиболее благо-
приятные для биоты условия, поровое пространс-
тво способно вместить всю накопившуюся в тече-
ние длительного времени микробиальную массу.
В практическом отношении первый подход имеет
незначительную ценность, тем не менее его можно
рассматривать как базовый, поскольку ряд полу-
ченных при этом формул используется в ходе ре-
ализации двух других подходов. Итак, балансовое
уравнение (17) при постоянном kd с учетом выра-
жения

B = ρBng

[

(1 + L̄f )3 − 1
]

(18)

преобразуется следующим образом:

Ī = ψ2λ̄(L̄f) = ψ1ψ2ng

[

(1 + L̄f )3 − 1
]

, (19)

где ψ2 = kd/µm. При неполном проникновении
субстрата в биопленки приравниваются выраже-
ния (16) и (19), что дает связь между L̄f и S̄w в
форме уравнения

(1 + L̄f )2





√

2S̄w

λ̄
+

1

γ̄2
−

1

γ̄



 =
ψ2

3ng
. (20)

Если же биопленка (биомасса) является целиком
активной, то из равенства уравнений (15) и (19)
следует уравнение только относительно толщины
L̄f

3ngL̄f (1 + L̄f )2 = ψ2. (21)

Найденная из (21) величина L̄f – минимально во-
зможная в рассматриваемых условиях, поскольку
при меньших ее значениях в отсутствие инертной
биомассы невозможно обеспечить равенство (17).
Вследствие малости L̄f ее минимальное значение
L̄min примерно будет

L̄min ≈
ψ2

3ng
.

Субстрат срабатывается, главным образом, на
верхнем участке загрузки, где биопленки состоят
из активной и инертной биомассы. Поэтому кон-
центрация S̄w здесь, согласно (20), зависит от L̄f

таким образом:

S̄w(L̄f ) =
ψ1ψ2

6

(1 + L̄f)3 − 1

(1 + L̄f )2
×

×

[

ψ2

3(1 + L̄f)2
+

2

γ̄

]

. (22)

Кроме уравнения (17), блок биофильтрова-
ния также включает уравнение массопереноса
субстрата в пределах загрузки, которое вслед-
ствие несущественности диффузионного механи-
зма, стационарности процесса имеет простой вид

V0

dSw

dz
= −I. (23)

Координата z меняется от 0 во входном сечении
до Lm в выходном, так что при заданной исходной
концентрации субстрата S0 имеет место условие

z = 0, Sw = S0. (24)

Применительно к верхней части фильтра (ни-
сходящее фильтрование), содержащей наряду с
активной и инертную биомассу, уравнение (23)
трансформируется

dS̄w

dz̄
=
dS̄w

dL̄f

dL̄f

dz̄
= −ψ2ψ3λ̄, (25)

где z̄ = z/Lm, ψ3 = DLm/(V0L
2

0
). После

дифференцирования (22) с целью определения
dS̄w/(dL̄f) уравнение массопереноса принимает
окончательный вид

P (L̄f)

6ngψ3

dL̄f

dz̄
= 1 − (1 + L̄f )3 (26)
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и должно решаться при условии

z̄ = 0, L̄f = L̄f0 . (27)

Здесь

P (L̄f) =
2

γ̄
+

4

γ̄(1 + L̄f )3
−

ψ2

3ng(1 + L̄f )2
+

+
4ψ2

3ng(1 + L̄f )5
.

Толщину биопленки на входе в загрузку L̄f0 следу-
ет определять из уравнения (22), предварительно
положив в нем S̄w равным 0. Таким образом, для
искомой L̄f0 получено уравнение

(1 + L̄f0)
2

(1 + L̄f0)3 − 1
−

ψ1ψ
2

2

18ng(1 + L̄f0)2
−
ψ1ψ2

3γ̄
= 0. (28)

Интегрирование (26) при (27) с учетом (28) дает
распределение относительно толщины биопленки
по высоте в форме

z̄ =
1

6ngψ3

L̄f0
∫

L̄f

P (ξ)dξ

(1 + ξ)3 − 1
. (29)

Толщины биопленки и слоя инертной биомассы
уменьшаются с увеличением z̄, причем L̄∗ быстрее,
чем L̄f , и существует некоторая глубина z̄min, на
которой L̄∗ обращается в 0, а L̄f становится равной
L̄min. Значение L̄min вычисляется из уравнения
(21). При z̄ > z̄min равенство (17) может соблю-
даться только, если L̄f = L̄min и, следовательно,
в рамках данной модели

Ī = Īmin = ψ1ψ2ng

[

(1 + L̄min)3 − 1
]

. (30)

Тогда уравнение массопереноса (23) приобретает
вид

dS̄w

dz̄
= −ψ3Īmin (31)

и решается при условии

z̄ = z̄min, S̄w = S̄wm. (32)

Значения z̄min, S̄wm устанавливаются при извест-
ной L̄min из (22), (29), полагая при этом в них
L̄f = L̄min. В итоге сработка субстрата в нижней
части загрузки (z̄ > z̄min) опишется линейной за-
висимостью

S̄w = S̄wm − ψ3Īmin(z̄ − z̄min). (33)

Из (33) легко найти относительную глубину z̄0,
на которой субстрат будет полностью использован
микроорганизмами (Sw = 0):

z̄0 = z̄min +
S̄wm

ψ3Īmin
. (34)

Ниже уровня z̄0 субстрат, а значит, и активная би-
омасса отсутствуют.

Биопленки в пористых средах обычно оказыва-
ют весьма существенное сопротивление течению
жидкости [19 – 21], так что потери напора в
биореакторе-фильтре могут быть значительными.
Рассчитываются они на основе уравнения движе-
ния

V0 = −k
∂h

∂z
(35)

при граничном условии

z = Lm, h = Hd, (36)

заданной эмпирической зависимости коэффициен-
та фильтрации k от концентрации B

k = k0 · f(B), (37)

где h – напор, Hd – напор на выходе из фильтра,
k0 – коэффициент фильтрации чистой загрузки.
Интегрирование уравнения (35) при условии (36)
и (37) дает для относительных потерь напора в
загрузке общее представление

∆h̄ =
∆h

Hu −Hd
=

1
∫

0

dz̄

f(B̄(L̄f (z̄)))
. (38)

Для конкретных расчетов его необходимо транс-
формировать, переходя к новой переменной инте-
грирования (L̄f ) и учитывая ее изменение по высо-
те. Принимая во внимание вытекающее из (26)
выражение

dz̄

dL̄f
=

P (L̄f )

6ngψ3

[

1 − (1 + L̄f )3
] , (39)

а также фактическое существование в загрузке
трех участков, а именно верхнего с L̄f (z̄) (при
0 ≤ z̄ ≤ z̄min), среднего с L̄f = L̄min (при z̄min <
z̄ ≤ z̄0), и нижнего с L̄f = 0 (при z̄o < z̄ ≤ 1), ра-
счетная формула при реализации первого подхода
приобретает вид

∆h̄ =
1

6ngψ3

L̄f0
∫

L̄min

P (L̄f)dL̄f
[

(1 + L̄f )3 − 1
]

· f(B̄(L̄min))
+

+
z̄0 − z̄min

f(B̄(L̄min))
+ 1 − z̄0. (40)

Наконец, конкретизируется форма зависимости
(37) и в соответствии с [2, 22] выбирается степен-
ная форма

k = k0

(

1 −
B

n0ρB

)m1

(41)
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или в относительных величинах с учетом (18)

k̄ =
k

k0

= f(B̄(L̄f )) =

=

[

1 +
ng

n0

−
ng

n0

(1 + L̄f )3
]m1

. (42)

Подстановка выражения (42) в (40) и дает оконча-
тельный вид расчетной формулы для потерь ∆h̄.

4. ВТОРОЙ ПОДХОД

Обычно коэффициент µm существенно прево-
сходит kd, что создает предпосылки для накопле-
ния большого количества биомассы. Тогда значе-
ния L̄f0 , формально вычисленные из уравнения
(28), оказываются нефизичными (соответствую-
щие им объемы биомассы превосходят исходный
объем порового пространства). В действительно-
сти, прогрессирующие снижение прочности расту-
щих биопленок и увеличение скорости течения
обуславливают быстрое нарастание потерь закре-
пленной биомассы и, как показывает накопленный
опыт эксплуатации биореакторов-фильтров, суще-
ствует некоторый предельный уровень Bmax, ко-
торый концентрация B превысить не в состоянии.
Вообще же Bmax зависит от физических свойств
биопленки, скорости, а находить ее при отсутствии
надежной информации о связи между kd и Lf це-
лесообразно экспериментальным путем. И здесь
оправдано по аналогии с гряземкостью загрузки
при осветлении суспензии фильтрованием [23, 24]
ввести биоемкость aBn0, где эмпирический коэф-
фициент aB заметно меньше единицы и показыва-
ет, какую долю чистого порового пространства мо-
жет в конце концов занять биомасса. Таким обра-
зом, концентрация биомассы должна удовлетво-
рять условию

B

ρB
≤ aBn0,

а ее предельное значение тогда будет

Bmax = ρBaBn0. (43)

Согласно уравнению (18), значению B̄max отве-
чает предельная толщина L̄max, которую следует
вычислять по формуле

L̄max =

(

aB
n0

ng
+ 1

)1/3

− 1. (44)

При высокой исходной концентрации субстрата
Lmax можно трактовать как эквивалентную то-
лщину биопленки.

Участок загрузки, где L̄f = L̄max, в зависимости
от величины S0 может или охватывать лишь верх-
нюю ее часть, или распространиться вниз вплоть
до выходного сечения. Для него ввиду неизменно-
сти Lf характерно постоянство величины

Ī = Īmax = ψ1ψ2ng

[

(1 + L̄max)3 − 1
]

. (45)

Уравнение же массопереноса (31), в котором не-
обходимо Īmin заменить на Īmax, теперь решается
при условии (24) в безразмерной форме

z̄ = 0, S̄w = 1. (46)

Тогда концентрация S̄w снижается с глубиной ли-
нейным образом, а именно,

S̄w = 1 − ψ3Īmax z̄. (47)

При таком подходе уже нет практической необ-
ходимости в определении толщины слоя инертной
биомассы, который, кстати, при высокой концен-
трации S0 может вообще отсутствовать. Для ана-
лиза структуры биопленок следует использовать
формулу (7). Однако модель биопленки требуется,
чтобы установить минимальное значение S̄m кон-
центрации S̄w на участке загрузки с предельной
биомассой. Для этого привлекается формула (22),
в которой L̄f полагается равной L̄max. Соответ-
ствующая S̄m глубина z̄m в соответствии (39) бу-
дет

z̄m =
1 − S̄m

ψ3Īmax
. (48)

Ниже глубины z̄m распределение толщины L̄f по
вертикали на базе модели биопленки описывается
зависимостью

z̄ = z̄m +
1

6ngψ3

L̄max
∫

L̄f

P (ξ)dξ

(1 + ξ)3 − 1
. (49)

При этом содержание субстрата в воде в промежу-
тке z̄m ≤ z̄ ≤ z̄min будет снижаться от S̄m до S̄wm

в соответствии с (22). Наконец, следует значение
L̄min находить из уравнения (21), а S̄w(z̄) вплоть
до глубины z̄0 – по формуле (33).

Формула для расчета относительных потерь на-
пора в загрузке при применении данного подхода
вытекает из общего представления (38) и с уче-
том особенностей поведения функции L̄f (z̄), ко-
торая принимает постоянные значения на первом
(0 ≤ z̄ ≤ z̄m), третьем (z̄min ≤ z̄ ≤ z̄0) участках и
0 – на четвертом (z̄0 < z̄ ≤ 1), будет

∆h̄ =
z̄m

f(L̄max)
+
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+
1

6ngψ3

L̄max
∫

L̄min

P (L̄f)dL̄f
[

(1 + L̄f )3 − 1
]

· f(L̄f )
+ (50)

+
z̄0 − z̄min

f(L̄min)
+ 1 − z̄0.

Для расчетов примеров P (L̄f) и f(L̄f ) принима-
ются согласно (29) и (42). Формула (50) упрощае-
тся, если последний из указанных выше участков
отсутствует. В частности, при z̄0 ≥ 1 из (50) выпа-
дает 1 − z̄0, а в третьем слагаемом следует поло-
жить z̄0 = 1. При z̄min ≥ 1 будет

∆h̄ =
z̄m

f(L̄max)
+

+
1

6ngψ3

L̄max
∫

L̄fe

P (L̄f)dL̄f
[

(1 + L̄f )3 − 1
]

· f(L̄f )
,

где L̄fe вычисляется из зависимости (49) при z̄ =
1. Наконец, если z̄m ≥ 1, то в выражении (50)
сохраняется только первое слагаемое, причем z̄m

здесь равно 1.

5. ТРЕТИЙ ПОДХОД

Нарастание биомассы в биореакторах-фильтрах
жестко ограничивается ее самоокислением (дыха-
нием) для обеспечения жизненных функций
энергией, выеданием простейшими животными,
отрывом фрагментов биопленок за счет силового
воздействия потока жидкости. Третий подход по-
зволяет определять изменение характеристик би-
офильтрования и биопленки по высоте при любых
значениях коэффициента µm благодаря детально-
му учету в исходной математической модели всех
трех вышеперечисленных процессов. Следователь-
но, отпадает необходимость в экспериментальном
определении и использовании в расчетах параме-
тров Bmax, Lmax. Итак, предлагается рассматри-
вать, по сути, интегральный коэффициент скоро-
сти отрыва фиксированной биомассы kd, как сле-
дующую сумму [25 – 27]:

kd = kdec + kpr + kdet.

Здесь все коэффициеты (kdec характеризует дыха-
ние, kpr – выедание, kdet – отрыв) измеряются в
час−1, но только kdet тесно связан с размерами би-
опленки и со скоростью течения. Поэтому оправ-
данно считать коэффициенты kdec, kpr постоян-
ными. В то же время, коэффициент kdet являе-
тся значимой функцией от толщины Lf и средней

скорости воды в порах u. А так как скорость u
выражается через Lf :

u =
ρBV0

ρBn0 −B(Lf )
, (51)

то в общем случае можно считать, что

kd(Lf ) = kdec + kpr + kdet(L̄f ). (52)

Очевидно, что по мере приближения величи-
ны B к значению ρBn0 толщина L̄f устремится к
условному предельному значению L̄lim, при кото-
ром суммарный объем биопленок сравнивается с
объемом исходного порового пространства. Кста-
ти, оно вычисляется по формуле

L̄lim =

(

n0

ng
+ 1

)1/3

− 1. (53)

Тогда u, согласно (51), неограниченно растет, так
что имеются физические предпосылки для подо-
бного же увеличения коэфициентов kdet, kd. Таким
образом, функция kdet(Lf ) контролирует факти-
ческие содержание биомассы и размеры биопленок
и при моделировании должна обеспечить измене-
ние концентрации B и толщины Lf в реальных
диапазонах. Поэтому большое значение приобре-
тает выбор этой функции. Существующие моде-
ли отрыва закрепленной биомассы, как показал их
анализ, не позволяют подобрать такую kdet(Lf ) и
вместе с ней kd(Lf ), которые бы достоверно отра-
зили характер этого процесса с приближением Lf

к Llim . Поэтому ниже будут выполнены лишь фа-
ктически некоторые оценочные расчеты, опираясь
на гипотетическую модель отрыва, вид которой
подсказан наиболее подходящими для таких це-
лей известными моделями. Для построения расче-
тных зависимостей функция kd(Lf ) представляе-
тся в виде [28]

kd = kd0 · ϕ(L̄f ), (54)

где
ϕ(L̄f ) = k̄dec + k̄pr + k̄0

detθ(Lf ),

k̄dec = kdec/kd0, k̄pr = kpr/kd0,

k̄0

det = k0

dec/kd0, kd0 = kdec + kpr + k0

det.

Тогда выражение для Ī принимает вид

Ī = ψ1ψ2ngϕ(L̄f )
[

(1 + L̄f )3 − 1
]

, (55)

причем в представлении для ψ2 следует kd заме-
нить на kd0.

Теперь, чтобы не дублировать громоздкие фор-
мализмы при реализации третьего подхода с kd =

В. Л. Поляков 75



ISSN 1561 -9087 Прикладна гiдромеханiка. 2011. Том 13, N 2. С. 69 – 81

= kd(L̄f ), предлагается воспользоваться зависимо-
стями, выведенными для случая kd = const (пер-
вый подход), заменив в них ψ2 на ψ20 · ϕ(L̄f ),
где ψ20 = kd0/µm. Таким образом, относительную
толщину биопленки на входе в загрузку следует
определять из уравнения (28), в котором вместо ψ2

берется ψ20ϕ(L̄f0). Распределение же L̄f0 по высо-
те загрузки находится с помощью уравнения (29),
в котором

P (ξ) =
2

γ̄
+

4

γ̄(1 + L̄f )3
−

ψ20ϕ(L̄f )

3ng(1 + L̄f )2
+

+
4ψ20ϕ(L̄f )

3ng(1 + L̄f )5
+
ψ20

[

4 − (1 + L̄f )3
]

3ng(1 + L̄f )5
dϕ

dL̄f
. (56)

Минимальная относительная толщина биопленки
вычисляется из аналога уравнения (21)

3ngL̄min(1 + L̄min)2 − ψ20ϕ(L̄min) = 0. (57)

Процедура расчета изменения концентрации S̄w

на нижнем участке загрузки остается такой же,
как и при первом подходе, но с учетом замены
ψ2 на ψ20ϕ(L̄min). Следовательно, последователь-
но вычисляются z̄min по зависимости (29) при
L̄f = L̄min, Īmin – по (30), S̄wm – по (22), и на-
конец искомая S̄w(z̄) в пределах от z̄min до z̄0 –
по формуле (33). При этом глубина z̄0, на которой
исчерпывается субстрат, определяется по формуле
(34). Наконец, потери ∆h̄ предлагается находить
по формуле (40), где P (L̄f) имеет вид (56).

Применение двух основных подходов к моде-
лированию биофильтрования из описанных выше
трех в характерных для него условиях иллюстри-
руется множеством примеров. Предметом расче-
тов стали относительные характеристики биоплен-
ки (толщины ее и слоя инертной биомассы), био-
фильтрования (концентрация субстрата, функция
его потребления, потери напора в объеме загруз-
ки). Значения исходных параметров были выбра-
ны после анализа обширной литературы, содержа-
щей результаты математического моделирования
и экспериментальных исследований действия би-
опленок в пористых средах, например [29 – 32],
и большинство из них зафиксированы, а имен-
но, µm = 0.2час−1, ρB = 105гХПК/м3, Y = 0.5,
D = 2 · 10−6м2/час, L0 = 10−3м, γ = 25м/час,
Lm = 1м, V0 = 5м/час. Остальные параметры в
отдельных примерах варьировались в весьма ши-
роких пределах. Так, исходная концентрация суб-
страта изменялась от 25 до 100 гХПК/м3, aB –
от 0.3 до 0.7. Коэффициент k̄d при использова-
нии второго подхода имел единственное значение
(0.0075 час−1), а в сумме третьего подхода прини-
мался в виде специальной функции от L̄f .

Рис. 1. Изменение относительной толщины биопленки
по высоте загрузки:

1 – S0 = 25; 2 – S0 = 50;
3 – S0 = 75; 4 – S0 = 100; - - - - по формуле (19)

В первую очередь были выполнены расчеты то-
лщин, концентраций, потерь при принятии ги-
потезы о существовании в пористой среде пре-
дельного уровня заполнения ее свободного про-
странства биомассой (второй подход). Многочи-
сленные вычисления проводились преимуществен-
но при обычном для параметра грязеемкости зна-
чении aB = 0.5. Исходная концентрация S0 меня-
лась дискретно (25, 50, 75, 100). На рис. 1 приве-
дены данные по относительной толщине биоплен-
ки, полученные для нижней части загрузки с по-
мощью формулы (49). Для ее же верхней части
(0 ≤ z̄ ≤ z̄min) значение Īmax определено по фор-
муле (44) и равно 0.1006. При бо̀льших значениях
биопленки имеют одинаковую, максимальную то-
лщину по всей высоте загрузки. Резкое же умень-
шение L̄f отмечается при меньших S0, причем ве-
личина S0 существенно отражается на глубине z̄m,
которая при S0, равной 25 и 50, имела значение
0.359 и 0.774 соответственно. Указанное снижение
толщины L̄f происходит в слое [z̄m, z̄min], ниже ко-
торого она остается, согласно (21), постоянной и
равной 0.02 вплоть до глубины z̄0, где субстрат
заканчивается. Если же не требовать соблюдения
равенства (17) и продолжать расчеты при z̄ > z̄min

по формуле (49), то величина L̄f на выходе из за-
грузки, как показано на рис. 1 штриховыми лини-
ями, станет исчезающе малой при S0 = 25, или же
будет значимо малой (0.003) при S0 = 50.
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Рис. 2. Изменение относительной толщины слоя
инертной биомассы по высоте загрузки:

1 – S0 = 25; 2 – S0 = 50; 3 – S0 = 75

Изменения в структуре биопленок в связи с ра-
зным их положением в загрузке иллюстрируются
рис. 2. При наименьшем в примерах исходном со-
держании субстрата (S0 = 25) уже на входе в за-
грузку биопленки содержат инертную биомассу,
причем ее количество растет с глубиной вплоть до
отметки z̄m, а затем быстро убывает до 0 на глу-
бине z̄min (кривая 1). При S0 = 50 в верхней части
загрузки (до глубины 0.221) вся биомасса является
активной, а ниже ситуация повторяется – рост L̄∗

до максимального значения 0.083 при z̄m = 0.774 и
падение до 0 при z̄min = 0.869. Еще большая исхо-
дная концентрация (S0 = 75) ведет к тому, что все
биопленки до глубины z̄m = 0.636 будут полно-
стью обеспечены субстратом. Количество же инер-
тной биомассы, начиная с этой глубины, будет ра-
сти до выходного сечения. Наконец, при S0 = 100
вся биомасса в загрузке оказывается активной и
значит, везде L̄∗ = 0.

Кривые распределения концентрации Sw по
высоте загрузки, рассчитанные при тех же исхо-
дных данных и представленные на рис. 3, имеют,
главным образом, линейный характер, а основной
расчетной формулой стала (47). При S0, равной
25, 50, линейный участок кривых S̄w(z̄) заканчи-
вается на глубине z̄m, где значения S̄w составили
0.138 и 0.067. Удаление остатка субстрата прои-
сходило в слое [z̄m, z̄0], причем уменьшение S̄w с
глубины z̄m до глубины z̄min определялось по фор-
мулам (22), (49), а между глубинами z̄min и z̄o –

Рис. 3. Изменение относительной концентрации
субстрата по высоте загрузки:

1 – S0 = 100; 2 – S0 = 75;
3 – S0 = 50; 4 – S0 = 25; - - - - по форм. (22), (49)

по формуле (33) (кривые 3, 4). Штрихом показаны
участки линий S̄w−z̄ на промежутках [z̄min, z̄0] без
учета постоянства L̄f , Ī, что, как видно из рис. 3,
почти не отражается на общей картине снижения
S̄w с глубиной и его выходном значении. В случа-
ях S0, равной 75 и 100, ввиду постоянства L̄f и Ī
функция S̄w(z̄) была линейной на всем интервале
значений z̄. При этом относительное выходное со-
держание субстрата оказалось большим (0.2 и 0.4
соответственно).

Последующие рисунки иллюстрируют поведе-
ние таких важных с точки зрения водоочистки
и функционирования фильтра характеристик как
относительные выходная концентрация субстра-
та S̄we = S̄w(1) и полные потери напора при
изменении его исходной концентрации S0 от 0 до
100 гХПК/м3. В расчетах S̄we последовательно ва-
рьировались модельные параметры aB (рис. 4) и
kd (рис. 5). Малость максимальной емкости для
биомассы (aB = 0.3) обусловила появление суб-
страта на выходе из загрузки уже при S0 > 35
(кривая 1 на рис. 4). Если же aB равен 0.5 и 0.7,
то фильтр не в состоянии обеспечить удаление все-
го субстрата из загрязненных им вод только при
S0 > 60 и S0 > 80 соответственно. Дальнейший
рост S0 в рассмотренных примерах ведет к уско-
ренному нарастанию S̄we, а значит к резкому ухуд-
шению качества фильтрата. Аналогичную форму
имеют и кривые S̄we(S0) при разных значениях kd
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Рис. 4. Графики зависимости S̄we(S0):
1 – aB = 0.3; 2 – aB = 0.5; 3 – aB = 0.7

Рис. 5. Графики зависимости S̄we(S0):
1 – kd = 0.005; 2 – kd = 0.0075; 3 – kd = 0.01час−1

(рис. 5). Увеличение kd означает, что субстрат при
одной и той же биоемкости (aB = 0.5) и равно-
весном состоянии биомассы будет срабатываться
быстрее. Примерные минимальные значения S0,
из-за превышения которых концентрация S̄w ста-
новится значимой, составили 35 при k̄d = 0.005;
53.5 – при k̄d = 0.0075; 73.5 – при k̄d = 0.01. В це-
лом рис. 4, 5 свидетельствуют о высокой чувстви-
тельности результатов водоочистки к коэффици-

Рис. 6. Графики зависимости ∆h̄(S0):
1 – kd = 0.005; 2 – kd = 0.0075; 3 – kd = 0.01час−1

ентам aB , k̄d.
Наконец, по формуле (50) при тех же значениях

aB, k̄d, интервале для S0 и m1 = 3 [33] рассчи-
тывались потери напора. Соответствующие кри-
вые ∆h̄(S0) изображены на рис. 6 и демонстриру-
ют значительный рост величины ∆h̄ как с увели-
чением S0, так и с уменьшением k̄d. Действитель-
но, усиленная убыль биомассы, способствуя улу-
чшению фильтрационных условий, обуславливает
ощутимое сокращение потерь напора в загрузке.

Ключевую роль во втором подходе играет па-
раметр биоемкости aB, который можно находить
разными способами. Надежным является непо-
средственное измерение максимальной концентра-
ции биомассы Bmax и затем вычисление aB с по-
мощью (43). Следует заметить, что коэффициент
aB не есть обобщенная константа, поскольку с уве-
личением скорости u он должен уменьшаться. Бо-
лее физически обоснованным представляется его
установление в ходе расчетов динамики биомассы
с углубленным учетом закономерностей ее отрыва.
И здесь необходимо иметь детальную информа-
цию о связи коэффициента kd со скоростью u и
концентрацией B так, чтобы в конечном итоге уда-
лось построить зависимость kd = kd(L̄f ). Для при-
меров, согласно [2, 22], выбрана степенная форма
зависимости kdet от текущей пористости n:

kdet = n(L̄f )−m2 . (58)

Исходя из (58) и опорного значения kd(0.05) =
0.0075час−1 при kdec + kpr = 0.0035час−1 оконча-
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тельно принято

kdet(L̄f ) = 0.004 · 0.305m2

[

1 − ng(1 + Lf)3
]

−m2

.

Значения остальных модельных параметров (µm,
ρB , n0, Y , Ds, L0, γ, Lm, V0) остались прежни-
ми. Результаты расчетов толщины L̄f и концен-
трации S̄w при m2 = 2, 3, S0 = 25, 100, да-
ны на рис. 7, 8. Их быстрое уменьшение с глу-
биной объясняется высокой интенсивностью ком-
плексного процесса переработки субстрата микро-
организмами, которая контролируется величиной
kd. Поэтому субстрат устраняется главным обра-
зом в верхней части загрузки, где kd имеет боль-
шие значения. При этом он частично разлагае-
тся, а частично трансформируется в микробиаль-
ную массу. Одновременно существенная часть би-
омассы, соразмерная с ее приростом, отрывается и
обуславливает уже вторичное (биологическое) за-
грязнение, которое требует отдельного серьезно-
го рассмотрения. В рамках принятой модели би-
офильтрования величина L̄f стабилизируется на
глубине z̄ = z̄min и остается постоянной до глу-
бины z̄o, ниже которой нет условий для жизнеде-
ятельности микроорганизмов вследствие исчерпа-
ния субстрата. В частности, при S0 = 100, m2 = 2
получены значения z̄min = 0.383, L̄min = 0.0168,
z0 = 0.393. Кстати, выраженная неравномерность
в распределении биомассы по высоте загрузки обу-
славливает значительные потери напора в ней. В
последнем примере их относительная величина да-
же при m1 = 2 превышает 4.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Легкоразлагаемые органические вещества (суб-
страт) эффективно удаляются при доочистке сто-
чных вод путем фильтрования через зернистую
загрузку (биофильтрование). С течением време-
ни в ней образуется система биопленок (биомас-
са), которые прочно закреплены на зернах пори-
стой среды. Непосредственно утилизация субстра-
та происходит внутри биопленок и обеспечивается
его переносом за счет молекулярной диффузии.
Рост биомассы в конце концов оказывается сбалан-
сированным с ее убылью вследствие процессов са-
моокисления, отрыва и выедания простейшими. В
первом приближении оправдано считать, что ско-
рость роста биомассы не лимитируется содержани-
ем субстрата. Принятие подобного допущения по-
зволяет выполнять углубленные теоретические ис-
следования биофильтрования, которое обнаружи-
вает высокую чувствительность к параметрам, ха-
рактеризующим динамику биомассы. Указанные

Рис. 7. Изменение относительной толщины биопленки
по высоте загрузки:

1, 2 – S0 = 100, 3 – S0 = 25;
1, 3 – m2 = 2, 2 – m2 = 3

Рис. 8. Изменение относительной концентрации
субстрата по высоте загрузки:
1, 2 – S0 = 100, 3 – S0 = 25;
1 – m2 = 3, 2, 3 – m2 = 2

параметры могут изменяться в широких преде-
лах, что предопределило реализацию трех подхо-
дов к формальному описанию комплексного про-
цесса биологической очистки воды. Наиболее пер-
спективными в практическом отношении являю-
тся второй и третий подходы, отражающие осо-
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бенности накопления и осветлительного действия
большого количества биомассы. В частности, пре-
дложены на основе известных моделей ее отрыва
формализация данного процесса и способ ее уче-
та при определении характеристик биофильтрова-
ния. В целом данные многочисленных расчетов
на базе второго и третьего подходов носят ил-
люстративный характер ввиду большого количе-
ства модельных параметров и их высокой вари-
абельности. Тем не менее, они свидетельствуют о
полезности разработанного расчетного инструмен-
та при изучении закономерностей биофильтрова-
ния, обосновании рациональных технологических
и конструктивных параметров, оценке точности
приближенных решений более сложных задач. Ре-
зультаты теоретического анализа указывают на
возможность формирования в ходе биофильтро-
вания сильного вторичного загрязнения. В связи
с этим представляется целесообразной организа-
ция специальных экспериментов с целью надежно-
го нахождения коэффициента скорости отрыва би-
оценоза в зависимости от скорости течения жид-
кости, концентрации биомассы (толщины биопле-
нок). В отсутствии же достоверной информации
о влиянии потока жидкости на биомассу предпо-
чтительнее второй подход, при котором оправда-
но применение усредненных (эффективных) зна-
чений параметров и, в частности, параметра био-
емкости, определяемого эмпирическим путем.
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