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Розробленим у роботi методом побудовано функцiю Грiна тривимiрного конвективного рiвняння Гельмгольца для
нескiнченного прямого каналу довiльної (але незмiнної по його довжинi) форми й площi поперечного перерiзу
з акустично жорсткими i акустично м’якими стiнками, а також зi стiнками змiшаного типу. Вона допускає
представлення у формi ряду за акустичними модами каналу. У побудованiй функцiї Грiна в явному виглядi
вiдображено ефекти рiвномiрної осередненої течiї в каналi. Вони стають вагомiшими зi збiльшенням числа Маха
течiї, зумовлюючи, зокрема, появу i подальше наростання асиметрiї функцiї вiдносно поперечного перерiзу, в
якому розташоване акустичне джерело. У випадку ж вiдсутностi течiї функцiя Грiна зберiгає симетрiю вiдносно
вказаного перерiзу. На основi запропонованого методу одержано функцiї Грiна тривимiрного конвективного
рiвняння Гельмгольца для нескiнченних прямих каналiв з круговим i прямокутним поперечним перерiзом i рiзними
типами стiнок.

КЛЮЧОВI СЛОВА: течiя в каналi, функцiя Грiна, число Маха, конвективне хвильове рiвняння, акустичнi моди

Разработанным в работе методом построена функция Грина трехмерного конвективного уравнения Гельмгольца
для бесконечного прямого канала произвольной (но неизменной по его длине) формы и площади поперечного
сечения с акустически жесткими и акустически мягкими стенками, а также со стенками смешанного типа. Она
допускает представление в форме ряда по акустическим модам канала. В построенной функции Грина в явном
виде отражены эффекты равномерного осредненного течения в канале. Они становятся более существенными с
увеличением числа Маха течения, приводя, в частности, к появлению и дальнейшему нарастанию асимметрии
функции относительно поперечного сечения, в котором находится акустический источник. В случае же отсутствия
течения полученная функция Грина сохраняет симметрию относительно этого сечения. На основании упомянутого
метода получены функции Грина трехмерного конвективного уравнения Гельмгольца для бесконечных прямых
каналов с круговым и прямоугольным поперечным сечением и различными типами стенок.

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: течение в канале, функция Грина, число Маха, конвективное волновое уравнение, акусти-
ческие моды

This paper deals with developing of method for obtaining the Green’s function of a three-dimensional convective
Helmholtz equation for an infinite straight channel of arbitrary (but constant along its length) cross-sectional shape
and area, having either acoustically rigid or acoustically soft walls, or the walls of a mixed type. This function admits
a representation by the series of the channel acoustic modes. In the obtained Green’s function, the effects of a uniform
mean flow in the channel are explicitly reflected. They become more significant with the increase of the flow Mach
number causing, in particular, the appearance and further growth of the function asymmetry about the cross-section
where the acoustic source is located. In the case of flow absence, the obtained Green’s function is symmetric about this
cross-section. On the based of the above mentioned method, the Green’s functions of a three-dimensional convective
Helmholtz equation are obtained for the infinite straight channels of circular and rectangular cross-section and various
wall types.

KEY WORDS: flow in the channel, the Green’s function, the Mach number, the convective wave equation, acoustic modes

ВСТУП

Вивчення закономiрностей генерацiї та пошире-
ння звуку в каналах актуальне для архiтектури,
медицини, нафтогазової промисловостi, комуналь-
ного господарства, автомобiле- й лiтакобудування,
тощо [1 – 5]. Незалежно вiд геометрiї каналiв i типу
акустичних джерел, звуковi поля у них у принципi
можна описати за допомогою методу функцiй Грi-
на. Варто зауважити, що його застосовувати до-
цiльно лише за умови iснування принципової мо-
жливостi побудови вiдповiдної функцiї Грiна. Така

можливiсть, окрiм професiйної квалiфiкацiї й ми-
стецтва дослiдника, визначається рядом об’єктив-
них факторiв. До них слiд вiднести геометрiю до-
слiджуваного каналу та форму його поперечного
перерiзу, фiзичнi властивостi стiнок i умови закрi-
плення, фiзичнi властивостi зовнiшнього й внутрi-
шнього середовищ, акустичнi умови на кiнцях ка-
налу, наявнiсть або вiдсутнiсть течiї в ньому тощо.

Як засвiдчує аналiз наукової лiтератури, з-
помiж цилiндричних конструкцiй, геометрiя й фi-
зичнi властивостi яких у цiлому визначаються рiз-
ними комбiнацiями зазначених факторiв, донедав-
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Рис. 1. Геометрiя задачi (нескiнченний прямий
канал довiльного поперечного перерiзу)

на найбiльш дослiдженими були нескiнченнi пря-
мi жорсткостiннi канали кругового чи прямоку-
тного поперечного перерiзу (див., наприклад, [1,
2, 6 – 18]). Для них побудованi вiдповiднi функцiї
Грiна хвильового рiвняння й рiвняння Гельмголь-
ца. З їхньою допомогою на основi теореми Грiна,
одержанi вирази для рiзних характеристик згене-
рованих акустичних полiв. Однак усi цi результа-
ти зазвичай обмежувалися випадком вiдсутностi
течiї в каналi. Якщо ж наявнiсть течiї i бралася
до уваги, то її вплив у вiдповiдних функцiях Грi-
на та/або кiнцевих результатах проявлявся лише
у неявному виглядi [1, 2, 6 –8,10, 12 –18]. У явному
виглядi (тобто у формi явних математичних зале-
жностей характеристик акустичних полiв вiд па-
раметрiв течiї) цi ефекти були вiдображенi лише
у вiдповiдних масштабних законах та кiлькiсних
оцiнках.

Зазначений недолiк було частково виправлено у
нещодавнiх роботах [19 –23]. У результатi цих до-
слiджень побудованi функцiї Грiна тривимiрного
хвильового рiвняння для прямих каналiв довiль-
ного поперечного перерiзу з рiзноманiтними типа-
ми стiнок та внутрiшньою рiвномiрною осередне-
ною течiєю [19 –22], а також функцiї Грiна триви-
мiрного рiвняння Гельмгольца для прямого жорс-
ткостiнного каналу кругового й прямокутного по-
перечного перерiзу iз внутрiшньою течiєю [19,23].
Окрiм iншого, в одержаних функцiях уже в явно-
му виглядi вiдображенi ефекти, спричиненi течi-
єю.

Дане дослiдження присвячене подальшому роз-
витку й узагальненню результатiв робiт [19 –23]
для тривимiрного конвективного рiвняння Гельм-
гольца, яке описує звукове поле в нескiнченному
прямому каналi довiльної, але незмiнної по його
довжинi форми та площi поперечного перерiзу з
акустично жорсткими (акустично м’якими) стiн-
ками, або ж зi стiнками змiшаного типу. Одержанi
при цьому результати демонструють явну залеж-
нiсть вiд параметрiв течiї в каналi, а у разi кон-
кретизацiї форми його поперечного перерiзу (кру-

гової чи прямокутної) спiвпадають з вiдповiдними
результатами, викладеними в [19, 23].

Стаття складається iз вступу, трьох роздiлiв,
висновкiв, списку лiтератури i двох додаткiв. У
першому роздiлi сформульовано задачу. Другий
роздiл присвячено побудовi функцiї Грiна триви-
мiрного конвективного рiвняння Гельмгольца для
каналу довiльної, але незмiнної по його довжи-
нi форми з рiзними типами стiнок. У третьому
роздiлi розглянуто канали найтиповiших кругово-
го i прямокутного поперечних перерiзiв. Для них
розробленим у другому роздiлi методом побудо-
вано функцiї Грiна тривимiрного конвективного
рiвняння Гельмгольца. Наприкiнцi сформульова-
но висновки, наведено списки цитованої лiтерату-
ри i прийнятих позначень (додаток А). Додаток
Б присвячено виведенню в операторному виглядi
та представленню в довiльнiй ортогональнiй кри-
волiнiйнiй системi координат тривимiрного конве-
ктивного рiвняння Гельмгольца.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧI

На рис. 1 зображено нерухомий нескiнченний
прямий канал довiльної незмiнної по довжинi фор-
ми та сталої площi поперечного перерiзу. Його
стiнки (у будь-якiй комбiнацiї) можуть бути аку-
стично жорсткими чи акустично м’якими. Тут ма-
ються на увазi такi форма поперечного перерiзу
каналу i тип його стiнок, для яких можна знайти
аналiтично або чисельно його акустичнi моди.

У каналi задано рiвномiрну осереднену по йо-
го поперечному перерiзу течiю рiдини1 зi швидкi-
стю U в напрямку твiрної його стiнки2. У каналi
довiльним чином розташованi нерухомi акустичнi
джерела, якi й генерують у ньому акустичне поле.
Одночастотна компонента останнього описується
тривимiрним конвективним рiвнянням Гельмголь-
ца (див. рiвняння (40) додатку Б):

∇2p̆a + k2
0 p̆a + i2k0M

∂p̆a

∂x3
− M2 ∂2p̆a

∂x2
3

= γ̆,

(x1, x2) ∈ A, |x3| < ∞.

(1)

У цьому спiввiдношеннi p̆a – частотний образ
Фур’є акустичного тиску pa; k0 =ω/c0 – акусти-
чне хвильове число; i=

√
−1 – уявна одиниця;

1Тут не вводиться в’язкiсть рiдини, оскiльки вважає-
ться, що згенерований звук поширюється в iдеальному сти-
сливому середовищi [1, 2, 10 – 23]. При цьому густина рiди-
ни вводиться лише через наперед задану швидкiсть звуку
в незбуреному середовищi.

2Ми розглядаємо такi швидкостi руху рiдини, при яких
коливання стiнок каналу в разi їх iснування залишаються
малими, щоб зберегти лiнiйнiсть задачi.
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M =U/c0 – число Маха течiї в каналi; γ̆ – часто-
тний образ Фур’є функцiї γ, яка описує сумарний
розподiл наявних акустичних джерел; ω – циклi-
чна частота; c0 – швидкiсть звуку в незбуренiй рi-
динi; x1, x2, x3 – вибранi на рис. 1 ортогональнi
(у загальному випадку криволiнiйнi) координати
з вiссю x3 уздовж течiї; A – поперечний перерiз
каналу (з площею |A|); ∇2 – оператор Лапласа,
який у системi координат (x1, x2, x3) записується
наступним чином (див. спiввiдношення (38) дода-
тку Б):

∇2 =
1

h1h2

[

∂

∂x1

(

h2

h1

∂

∂x1

)

+

+
∂

∂x2

(

h1

h2

∂

∂x2

)

+ h1h2
∂2

∂x2
3

]

.

(2)

Тут hi (i=1, 2, 3) — коефiцiєнти Ляме [9,22,24,25]:

hi =

√

(

∂x

∂xi

)2

+

(

∂y

∂xi

)2

+

(

∂z

∂xi

)2

;

h1 = h1(x1, x2), h2 = h2(x1, x2), h3 = 1;

(3)

x, y, z – прямокутнi декартовi координати, вибранi
таким чином, що їхнiй початок лежить у тому ж
поперечному перерiзi каналу, що й початок систе-
ми координат (x1, x2, x3), а вiсь z спiвнаправлена
з вiссю x3 [22].

Окрiм того, згiдно з умовою задачi,

∂U

∂t
= 0,

∂U

∂xi

= 0,
∂A

∂x3
= 0, |A| = const.

Завдання полягає у побудовi функцiї Грiна рiв-
няння (1) для розглянутого каналу.

2. ФУНКЦIЯ ГРIНА

2.1. Рiвняння та умови, яким задовольняє
функцiя Грiна

Шукана функцiя Грiна G̃ задовольняє рiвнян-
ня3 (див. формулу (41) додатку Б):

∇2G̃ + k2
0G̃ + i2k0M

∂G̃

∂x3
− M2 ∂2G̃

∂x2
3

=

= − 1

2π
δ(~r − ~r0),

(4)

3У науковiй лiтературi можна зустрiти рiзнi константи
у правих частинах рiвнянь для вiдповiдних функцiй Грi-
на (наприклад, ±1, ±2π, ±4π, ±1/(2π)). Це зумовлене, го-
ловним чином, формами запису вибраних авторами пере-
творень Фур’є, проте не має принципового значення для
кiнцевого результату: вiдповiднi функцiї Грiна вiдрiзняти-
муться мiж собою лише сталими множниками, а розв’язки
задач, одержанi за їхньою допомогою, спiвпадатимуть.

(x1, x2) ∈ A, |x3| < ∞,

(x10, x20) ∈ A, |x30| < ∞,

в якому (див. спiввiдношення (38) додатку Б) че-
рез

δ(~r − ~r0) =
1

h1h2
δ(x1 − x10) δ(x2 − x20) δ(x3 − x30)

позначено тривимiрну просторову, а через
δ(xi−xi0), i=1, 2, 3 -– одновимiрнi просторовi
дельта-функцiї Дiрака. Окрiм того, ~r=xi~ei i
~r0 =xi0~ei – радiус-вектори точки поля i акусти-
чного джерела вiдповiдно; ~ei – орти координатних
осей xi; оператор ∇2 дається виразом (2). Тут i на-
далi передбачається пiдсумовування по iндексах,
якi повторюються.

Спiввiдношення (4) описує акустичний тиск у
довiльнiй точцi каналу (x1, x2, x3), згенерований
на частотi ω точковим акустичним джерелом, роз-
ташованим у точцi (x10, x20, x30), див. рис. 1.

Граничнi умови для функцiї G̃ сформулюємо на-
ступним чином:

• рiвнiсть нулевi нормальної компоненти аку-
стичної швидкостi для акустично жорсткої
стiнки каналу S:

∂G̃

∂~n

∣

∣

∣

∣

S

= 0, (5)

• рiвнiсть нулевi акустичного тиску на S для
акустично м’якої стiнки:

G̃
∣

∣

S
= 0, (6)

• для стiнки з мiшаними властивостями (части-
на поверхнi S1 стiнки акустично жорстка, а її
решта S2 =S\S1 акустично м’яка)

∂G̃

∂~n

∣

∣

∣

∣

S1

= 0, G̃
∣

∣

S2

= 0, S1 + S2 = S. (7)

Тут ~n – зовнiшня нормаль до стiнки S, а по-
верхнi S1 та S2 можуть складатися з кiлькох
однозв’язних областей.

Окрiм цього, постулюємо вiдсутнiсть джерел
звуку на нескiнченностi, а також виконання прин-
ципу взаємностi [9 – 18,22]:

G̃(~r, ~r0; ω) = G̃(~r0, ~r; ω). (8)

У разi кругової форми поперечного перерiзу кана-
лу (див. пiдроздiл 3.1) слiд додати ще умови перi-
одичностi по азимутальнiй координатi та симетрiї
шуканої функцiї Грiна вiдносно осьового перерiзу
каналу, в якому розташоване акустичне джерело.
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2.2. Побудова функцiї Грiна та її аналiз

Перш нiж переходити до розв’язування сформу-
льованої у попередньому пiдроздiлi задачi, звернi-
мо увагу на те, що вона є частотним образом Фур’є
задачi для функцiї Грiна G вiдповiдного конве-
ктивного хвильового рiвняння, розв’язаної в робо-
тi [22]. Вiдтак, у принципi шукану функцiю Грiна
G̃ формально можна одержати з функцiї G, засто-
сувавши до неї вiдповiдне пряме часове перетворе-
ння Фур’є. Однак такий формальний пiдхiд може
призвести до того, що певнi важливi фiзичнi осо-
бливостi процесу генерацiї та поширення звуку в
дослiджуваному каналi залишаться поза увагою.
Таким чином, доцiльнiшим видається безпосере-
днє розв’язання задачi (4) – (8).

Виходячи зi сказаного, розв’язок зазначеної гра-
ничної задачi шукатимемо у виглядi ряду за аку-
стичними модами каналу Ψnm, якi, згiдно з поста-
новкою задачi, можуть бути знайденi аналiтично
або чисельно:

G̃(x1, x2, x3, x10, x20, x30; ω) =

=
∑

n

∑

m

G̃nm(x3, x10, x20, x30; ω)×

×Ψnm(x1, x2).

(9)

Таке представлення функцiї G̃ задовольняє (в за-
лежностi вiд типу стiнок каналу) одну з граничних
умов (5) – (7), а його невiдомi коефiцiєнти G̃nm –
одновимiрне конвективне рiвняння Гельмгольца:

(

1−M2

)

∂2G̃nm

∂x2
3

+k2
fnmG̃nm+i2k0M×

×∂G̃nm

∂x3
=− 1

2π

Ψnm(x10, x20)

‖Ψnm‖2
δ(x3−x30),

(10)

kfnm =
√

k2
0 − k2

nm, (x10, x20) ∈ A,

|x3| < ∞, |x30| < ∞.

Рiвняння (10) одержується з рiвняння (4) пiсля
пiдстановки туди ряду (9) з подальшим скалярним
множенням на моди Ψnm при врахуваннi ортого-
нальностi останнiх:

∫∫

A

Ψnm(x1, x2)Ψsq(x1, x2)dA =

=







‖Ψnm‖2, (s, q) = (n, m),

0, (s, q) 6= (n, m);

(11)

‖Ψnm‖2 =

∫ ∫

A

Ψ2
nm(x1, x2)dA,

dA = h1h2dx1dx2

i спiввiдношення

∇2
(x1,x2)

Ψnm(x1, x2) = −k2
nmΨnm(x1, x2), (12)

яке функцiї Ψnm мають задовольняти.
У виразах (9) – (12) оператор Лапласа у коорди-

натах x1, x2 (див. вираз (39) додатку Б) має такий
вигляд:

∇2
(x1,x2)

=
1

h1h2

[

∂

∂x1

(

h2

h1

∂

∂x1

)

+
∂

∂x2

(

h1

h2

∂

∂x2

)]

.

Також тут knm – модальнi хвильовi числа у по-
перечному перерiзi каналу; kfnm – модальнi осьо-
вi хвильовi числа; ‖Ψnm‖2 – квадрати норм мод
Ψnm. Кiлькiсть мод Ψnm i межi сум у представ-
леннi (9) залежать вiд форми поперечного перерi-
зу каналу й типу його стiнок. У наступному роздi-
лi буде наведено вирази для акустичних мод Ψnm,
хвильових чисел knm, квадратiв норм мод ‖Ψnm‖2,
а також вiдповiднi межi змiни iндексiв n та m для
деяких конкретних конфiгурацiй каналiв.

Розв’язок одновимiрного конвективного рiвнян-
ня Гельмгольца (10) можна одержати з розв’язку
його класичного одновимiрного аналогу, перехiд
до якого можна здiйснити, виконавши математи-
чнi операцiї, використанi в роботi [19]. Для цього
перепишемо невiдомi функцiї G̃nm у виглядi

G̃nm(x3, x10, x20, x30; ω) =

=
λl

c0
e−iλ2Mk0(x3−x30)×

×Ĝnm(X3, x10, x20, X30; Ω),

(13)

пiсля чого пiдставимо вираз (13) у спiввiдношен-
ня (10). Ця процедура приводить до рiвняння вiд-
носно функцiй Ĝnm:

∂2Ĝnm

∂X2
3

+K2
fnmĜnm =

= − 1

2π

c0l

λ

Ψnm(x10, x20)

‖Ψnm‖2
δ

(

l

λ
(X3−X30)

)

(14)

в областi

|X3| < ∞, |X30| < ∞.

Рiвняння (14) є класичним одновимiрним рiвнян-
ням Гельмгольца, в якому введенi:

6 А. О. Борисюк
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безрозмiрнi осьовi координати

X3 =
λx3

l
, X30 =

λx30

l
;

безрозмiрна частота

Ω = λ
ωl

c0
= λk0l;

безрозмiрний параметр

λ =
1√

1 − M2
;

безрозмiрнi модальнi осьовi хвильовi числа

Kfnm =
√

Ω2 − k2
nml2 =

√

λ2k2
0 − k2

nm l;

масштаб довжини l, який можна вибирати до-
вiльним чином [22].

З урахуванням умови випромiнювання на не-
скiнченнiсть, яку повинна задовольняти функцiя
G̃ (а, як наслiдок спiввiдношень (9), (13), i коефi-
цiєнти Ĝnm), розв’язок рiвняння (14) для нескiн-
ченної областi набуває такого вигляду [19]:

Ĝnm =
ic0

4πKfnm

Ψnm(x10, x20)

‖Ψnm‖2
×

×eiKfnm |X3−X30|.

(15)

Його можна переписати в еквiвалентнiй формi

Ĝnm =
ic0

4πKfnm

Ψnm(x10, x20)

‖Ψnm‖2
×

×
[

H(X30 − X3) e−iKfnm(X3−X30)+

+H(X3 − X30) eiKfnm(X3−X30)

]

,

де через

H(x) =

x
∫

−∞

δ(η)dη =







0, x < 0,

1, x ≥ 0

позначено функцiю Хевiсайда [9, 10, 12 –23].
Тодi з виразiв (13) для функцiй G̃nm i (15)

для коефiцiєнтiв Ĝnm одержуємо розв’язок рiвня-
ння (10):

G̃nm =
iλ

4π
√

λ2k2
0 − k2

nm

Ψnm(x10, x20)

‖Ψnm‖2
×

×ei

(

λ
√

λ2k2

0
−k2

nm|x3−x30|−λ2Mk0(x3−x30)
)

.

(16)

Пiдстановка спiввiдношення (16) у ряд (9) дає
остаточний вираз для шуканої функцiї Грiна G̃
тривимiрного конвективного рiвняння Гельмголь-
ца (1):

G̃ =
iλ

4π
e−iλ2Mk0(x3−x30)×

×
∑

n

∑

m

Ψnm(x10, x20)

‖Ψnm‖2
Ψnm(x1, x2)×

×eiλ
√

λ2k2

0
−k2

nm|x3−x30|

√

λ2k2
0 − k2

nm

.

(17)

Зазначимо, що межi змiни координат точки поля
(x1, x2, x3) й акустичного джерела (x10, x20, x30) у
функцiї G̃ наведенi пiсля рiвняння (4).

Аналiз спiввiдношення (17) показує, що побудо-
вана функцiя Грiна G̃ записується у виглядi ря-
ду за акустичними модами Ψnm зображеного на
рис. 1 каналу. Вона також задовольняє принцип
взаємностi (8), умову випромiнювання на нескiн-
ченнiсть, а також, залежно вiд типу стiнок кана-
лу, одну з граничних умов (5) – (7). Окрiм цьо-
го, залежнiсть виразу в правiй частинi форму-
ли (17) вiд чисел M i λ у явному виглядi вiдобра-
жає вплив рiвномiрної осередненої течiї в каналi
на функцiю G̃. Очевидно, що вiн посилюється зi
зростанням числа Маха M , викликаючи, зокрема,
появу й подальше збiльшення асиметрiї функцiї G̃
вiдносно поперечного перерiзу каналу x3 = x30,
в якому розташоване точкове акустичне джерело
(див. рис. 1). Натомiсть, зменшення числа M при-
зводить до послаблення впливу течiї на функцiю
G̃ i зменшення асиметрiї останньої. При вiдсутно-
стi течiї в каналi (M =0, λ=1) функцiя (17) стає
симетричною вiдносно перерiзу x3 =x30:

G̃

∣

∣

∣

∣

M=0

=
i

4π

∑

n

∑

m

Ψnm(x10, x20)

‖Ψnm‖2
×

×Ψnm(x1, x2)
eikfnm|x3−x30|

kfnm

.

Ще раз зауважимо, що функцiя Грiна (17) i сам
метод її побудови пiдходять лише для прямих ка-
налiв з такими формами поперечного перерiзу й
типами стiнок, для яких можна знайти (аналiти-
чно або чисельно) їхнi акустичнi моди Ψnm. Нада-
лi розглянемо прямi канали, всерединi яких заданi
розподiл акустичних джерел i течiя, iдеальнi стiн-
ки вiдповiдають мiркуванням, викладеним у пiд-
роздiлi 2.1, а поперечний перерiз має одну з най-
типовiших форм – кругову чи прямокутну. На цих

А. О. Борисюк 7
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Рис. 2. Нескiнченний прямий канал кругового
поперечного перерiзу

прикладах продемонструємо можливостi застосу-
вання розробленого методу побудови функцiї Грi-
на тривимiрного конвективного рiвняння Гельм-
гольца.

3. ЧАСТИННI ВИПАДКИ

3.1. Канал кругового поперечного перерiзу

Якщо поперечний перерiз розглянутого у попе-
реднiх роздiлах каналу – круговий з радiусом a
(рис. 2), то за систему координат (x1, x2, x3) для
нього логiчно обрати цилiндричну систему коор-
динат (r, ϕ, z):

x1 ≡ r, x2 ≡ ϕ, x3 ≡ z.

При цьому вiсь x3 слiд направити уздовж осi ка-
налу в напрямку течiї так, щоб вона спiвпадала з
вiссю z прямокутної декартової системи координат
x, y, z. На додачу мають спiвпадати початки ко-
ординатних систем (x, y, z) i (x1, x2, x3)=(r, ϕ, z).
Виходячи з цього, зв’язок мiж координатами x, y,
z i x1, x2, x3 довiльної точки каналу буде таким:

x = r cosϕ ≡ x1 cos x2,

y = r sin ϕ ≡ x1 sin x2,

z = x3,

причому коефiцiєнти Ляме (3) матимуть вигляд

h1 = 1, h2 = r, h3 = 1.

Вiдповiдно, рiвняння (4) для функцiї Грiна G̃
перепишеться наступним чином:

∇2G̃ + k2
0G̃ + i2k0M

∂G̃

∂z
− M2 ∂2G̃

∂z2
=

= − 1

2πr
δ(r − r0) δ(ϕ − ϕ0) δ(z − z0),

∇2 =
1

r

∂

∂r

(

r
∂

∂r

)

+
1

r2

∂2

∂ϕ2
+

∂2

∂z2
,

0 ≤ r, r0 ≤ a, 0 ≤ ϕ, ϕ0 ≤ 2π,

|z| < ∞, |z0| < ∞,

де r0 =x10, ϕ0 =x20, z0 =x30 – координати акусти-
чного джерела.

Умови (5) – (8), в яких n замiнимо на r, а S – на
r=a, слiд доповнити умовами перiодичностi функ-
цiї G̃ по азимутальнiй координатi ϕ:

G̃
∣

∣

ϕ=ϕ∗+2sπ
= G̃

∣

∣

ϕ=ϕ∗

, s = ±1,±2, . . . , (18)

та її симетрiї вiдносно осьового перерiзу каналу
ϕ=ϕ0, в якому розташоване зазначене джерело:

G̃
∣

∣

ϕ=ϕ0+∆ϕ
= G̃

∣

∣

ϕ=ϕ0−∆ϕ
, ∆ϕ > 0. (19)

Сама ж функцiя Грiна G̃ рiвняння (1) для да-
ного каналу, одержана зi спiввiдношення (17), ма-
тиме такий вигляд:

G̃(r, ϕ, z, r0, ϕ0, z0; ω) =
iλ

4π
e−iλ2Mk0(z−z0)×

×
2

∑

j=1

∑

n

∑

m

Ψ
(j)
nm(r0, ϕ0)

‖Ψ(j)
nm‖2

Ψ(j)
nm(r, ϕ)×

×eiλ
√

λ2k2

0
−k2

nm|z−z0|

√

λ2k2
0 − k2

nm

.

(20)

Поява у виразi (20) додаткової суми пояснюється
тим, що акустичнi моди каналу кругового попе-
речного перерiзу Ψnm можна роздiлити на набори
парних Ψ

(1)
nm i непарних Ψ

(2)
nm по азимутальнiй ко-

ординатi ϕ мод, для яких усi математичнi виклад-
ки робляться окремо:

Ψnm = {Ψ(1)
nm, Ψ(2)

nm}.

Щоб мати можливiсть застосовувати цю фун-
кцiю для знаходження на основi теореми Грi-
на [1, 9 –23] рiзних характеристик акустичних по-
лiв у каналi кругового поперечного перерiзу, спiв-
вiдношення (20) треба доповнити виразами для
акустичних мод каналу Ψnm, квадратiв їхнiх норм
‖Ψnm‖2 i модальних хвильових чисел knm. Окрiм
того, слiд також вказати кiлькiсть як самих мод
Ψnm, так i чисел knm. Усi цi данi можна одержа-
ти з рiвняння (12) пiсля конкретизацiї граничних
умов на стiнках каналу. Розглянемо деякi з них.

8 А. О. Борисюк
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3.1.1. Канал кругового поперечного перерiзу з
акустично жорсткими стiнками

Нехай зображений на рис. 2 канал має акусти-
чно жорсткi стiнки. У такiй ситуацiї його акусти-
чнi моди Ψnm i вiдповiднi радiальнi модальнi хви-
льовi числа knm мають задовольняти записане в
координатах r, ϕ рiвняння (12):

∇2
(r,ϕ)Ψnm(r, ϕ) = −k2

nmΨnm(r, ϕ),

∇2
(r,ϕ) =

1

r

∂

∂r

(

r
∂

∂r

)

+
1

r2

∂2

∂ϕ2
,

граничну умову (5):

∂Ψnm

∂r

∣

∣

r=a
= 0,

а також умови перiодичностi (18) та симетрiї (19).
Таким чином, Ψnm i knm матимуть наступний

вигляд:

Ψnm = {Ψ(1)
nm, Ψ(2)

nm},

P si(1)
nm(r, ϕ) = Jn(knmr) cos(nϕ),

Ψ(2)
nm(r, ϕ) = Jn(knmr) sin(nϕ),

(21)

knm =
ζnm

a
; n = 0, 1, 2, . . . ; m = 1, 2, . . .

Тут Jn – цилiндричнi функцiї Бесселя першого ро-
ду порядку n, ζnm – коренi рiвняння

J ′
n(ζnm) = 0,

а Ψ
(2)
0m ≡ 0.

Функцiї Ψnm ортогональнi у поперечному пере-
рiзi каналу (див. формулу (11)):

a
∫

0

2π
∫

0

Ψ(j)
nm(r, ϕ)Ψ(l)

sq (r, ϕ) rdrdϕ =

=







‖Ψ(j)
nm‖2, (s, q, l) = (n, m, j),

0, (s, q, l) 6= (n, m, j).

При цьому квадрати їхнiх норм задаються такими

спiввiдношеннями:

‖Ψ(1)
nm‖2 =

=



















πa2J2
0 (k0ma), n=0,

πa2

2
J2

n(knma)

[

1− n2

k2
nma2

]

, n≥1,

‖Ψ(2)
nm‖2 =







0, n = 0,

‖Ψ(1)
nm‖2, n ≥ 1.

(22)

Пiдстановка виразiв (21) i (22) у спiввiдношен-
ня (20) дає функцiю Грiна тривимiрного конве-
ктивного рiвняння Гельмгольца (1) для розгляну-
того у даному пiдроздiлi каналу. Вона збiгається
з вiдповiдною функцiєю Грiна, одержаною в робо-
тi [19].

3.1.2. Канал кругового поперечного перерiзу з
акустично м’якими стiнками

Якщо стiнки зображеного на рис. 2 каналу аку-
стично м’якi, то його акустичнi моди Ψnm, квадра-
ти їхнiх норм ‖Ψnm‖2 i модальнi хвильовi числа
knm вiдрiзнятимуться вiд наведених у попередньо-
му пiдроздiлi лише значеннями параметрiв ζnm –
вони тепер будуть коренями рiвняння

Jn(ζnm) = 0,

яке випливає з граничної умови (6) для мод Ψnm:

Ψnm

∣

∣

r=a
= 0.

Кiлькiсть мод Ψnm i чисел knm буде такою ж, як
i для каналу з жорсткими стiнками. Отже i функ-
цiя Грiна рiвняння (1) вiдрiзнятиметься вiд попе-
редньої лише значеннями ζnm.

3.2. Канал прямокутного поперечного перерiзу

Якщо канал має прямокутний поперечний пере-
рiз висоти й ширини lx i ly (рис. 3), то система ко-
ординат (x1, x2, x3) стає прямокутною декартовою.
Окрiм цього, вона має спiвпадати з координатною
системою (x, y, z), причому її осi слiд направити
так, як показано на рис. 3. Тодi з’вязок мiж коор-
динатами x, y, z i x1, x2, x3 для довiльної точки
каналу буде тривiальним:

x = x1, y = x2, z = x3,

А. О. Борисюк 9
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Рис. 3. Нескiнченний прямий канал прямокутного
поперечного перерiзу

а всi коефiцiєнти Ляме (3) дорiвнюватимуть оди-
ницi:

h1 = h2 = h3 = 1.

У цьому випадку рiвняння (4) для функцiї Грiна
G̃ набуває вигляду

∇2G̃ + k2
0G̃ + i2k0M

∂G̃

∂z
− M2 ∂2G̃

∂z2
=

= − 1

2π
δ(x − x0) δ(y − y0) δ(z − z0),

∇2 =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
,

0 ≤ x, x0 ≤ lx, 0 ≤ y, y0 ≤ ly ,

|z| < ∞, |z0| < ∞,

а сама функцiя G̃:

G̃ =
iλ

4π
e−iλ2Mk0(z−z0)×

×
∑

n

∑

m

Ψnm(x0, y0)

‖Ψnm‖2
Ψnm(x, y)×

×eiλ
√

λ2k2

0
−k2

nm|z−z0|

√

λ2k2
0 − k2

nm

.

(23)

Тут x0 =x10, y0 =x20, z0 =x30 – координати точко-
вого акустичного джерела.

Щоб мати можливiсть використовувати фун-
кцiю Грiна (23) для визначення шуканих характе-
ристик акустичних полiв у зображеному на рис. 3
каналi, до цього спiввiдношення необхiдно дода-
ти вирази для акустичних мод каналу Ψnm, ква-
дратiв їхнiх норм ‖Ψnm‖2 i модальних хвильових
чисел knm, а також вказати межi сум у правiй ча-
стинi виразу (23). Усе це можна одержати з рiв-
няння (12) пiсля вiдповiдного вибору типу стiнок
каналу.

3.2.1. Канал прямокутного поперечного перерi-
зу з акустично жорсткими стiнками

Нехай зображений на рис. 3 канал має акусти-
чно жорсткi стiнки. Тодi його акустичнi моди Ψnm

й вiдповiднi модальнi хвильовi числа knm задо-
вольняють записане в координатах x, y рiвнян-
ня (12):

∇2
(x,y)Ψnm(x, y) = −k2

nmΨnm(x, y), (24)

∇2
(x,y) =

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
,

граничну умову (5):

∂Ψnm

∂x

∣

∣

∣

∣

x=0,lx

= 0,
∂Ψnm

∂y

∣

∣

∣

∣

y=0,ly

= 0,

i мають наступний вигляд:

Ψnm(x, y) = cos(kxnx) cos(kymy),

knm=
√

k2
xn+k2

ym, kxn =
nπ

lx
,

kym =
mπ

ly
, n, m=0, 1, 2, . . .

(25)

Тут kxn i kym – модальнi хвильовi числа у напрям-
ках x та y вiдповiдно.

Квадрати норм функцiй Ψnm даються спiввiд-
ношеннями

‖Ψnm‖2 =

lx
∫

0

ly
∫

0

Ψ2
nm(x, y) dxdy =

=



























































lxly, n = 0, m = 0;

lxly
2

, n = 0, m ≥ 1;

lxly
2

, n ≥ 1, m = 0;

lxly
4

, n ≥ 1, m ≥ 1.

(26)

Пiдстановка формул (25) i (26) у спiввiдношен-
ня (23) дає вираз для функцiї Грiна G̃ триви-
мiрного конвективного рiвняння Гельмгольца (1)
для вибраного каналу, який збiгається з виразом
для вiдповiдної функцiї Грiна, одержаним у робо-
тах [20, 21].

10 А. О. Борисюк
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3.2.2. Канал прямокутного поперечного перерi-
зу з акустично м’якими стiнками

Розглянемо випадок, коли стiнки прямокутно-
го каналу – акустично м’якi. Його акустичнi моди
Ψnm i модальнi хвильовi числа knm задовольняють
рiвняння (24) i граничну умову (6):

Ψnm

∣

∣

x=0,lx
= 0, Ψnm

∣

∣

y=0,ly
= 0,

i даються наступними виразами:

Ψnm(x, y) = sin(kxnx) sin(kymy),

knm =
√

k2
xn+k2

ym, kxn =
nπ

lx
,

kym =
mπ

ly
, n, m=1, 2, . . .

(27)

Пiдстановка виразу (27) разом з квадратами норм
мод

‖Ψnm‖2 =
lxly
4

у спiввiдношення (23) дозволяє одержати функцiю
Грiна G̃ рiвняння (1) для розглянутого каналу. Вiн
збiгається з виразом для вiдповiдної функцiї Грi-
на, одержаним у [23].

3.2.3. Канал прямокутного поперечного перерi-
зу зi стiнками змiшаного типу

Одна стiнка каналу акустично жорстка, а

три – акустично м’якi

Нехай стiнка при x=0 зображеного на рис. 3 ка-
налу – акустично жорстка, а три iншi – акустично
м’якi. У такiй ситуацiї гранична умова (7) для йо-
го мод Ψnm перепишеться наступним чином:

∂Ψnm

∂x

∣

∣

∣

∣

x=0

= 0,

Ψnm

∣

∣

x=lx
= 0, Ψnm

∣

∣

y=0,ly
= 0.

(28)

Рiвняння ж для функцiй Ψnm i вiдповiдних
модальних хвильових чисел knm, як i ранiше, ма-
тиме вигляд (24). Його розв’язком, який задоволь-
няє умови (28), будуть такi функцiї Ψnm i числа
knm:

Ψnm(x, y) = cos(kxnx) sin(kymy),

knm =
√

k2
xn+k2

ym, kxn =
(2n+1)π

2lx
,

kym=
mπ

ly
, n=0, 1, 2, . . . , m=1, 2, . . . ,

(29)

а квадрати норм функцiй Ψnm даватимуться спiв-
вiдношенням

‖Ψnm‖2 =
lxly
4

. (30)

Пiдстановка виразiв (29) i (30) у спiввiдношен-
ня (23) дає функцiю Грiна G̃ рiвняння Гельмголь-
ца (1) для розглянутого тут каналу. Вона спiвпа-
дає з вiдповiдною функцiєю Грiна, одержаною в
роботi [23].

Двi стiнки каналу акустично жорсткi, а двi

— акустично м’якi

Розглянемо ситуацiю, коли стiнки зображеного
на рис. 3 каналу при x=0 та x= lx – жорсткi, а
стiнки при y=0 та y= ly – акустично м’якi. У цьо-
му випадку гранична умова (7) для акустичних
мод Ψnm каналу має вигляд

∂Ψnm

∂x

∣

∣

∣

∣

x=0,lx

= 0, Ψnm

∣

∣

∣

∣

y=0,ly

= 0. (31)

На додаток моди Ψnm й вiдповiднi хвильовi числа
knm мають задовольняти рiвняння (24).

Розв’язком задачi (24), (31) будуть такi функцiї
Ψnm i числа knm:

Ψnm(x, y) = cos(kxnx) sin(kymy),

knm=
√

k2
xn+k2

ym, kxn=
nπ

lx
, kym =

mπ

ly
,

n = 0, 1, 2, . . . , m = 1, 2, . . . ,

(32)

а квадрати норм функцiй Ψnm даються виразами

‖Ψnm‖2 =



















lxly
2

, n = 0, m ≥ 1,

lxly
4

, n ≥ 1, m ≥ 1.

(33)

Вираз для функцiї Грiна G̃ рiвняння (1) для да-
ного каналу одержується пiсля пiдстановки в ньо-
го виразiв (32) i (33) у спiввiдношення (23). Вiн
збiгається з виразом для вiдповiдної функцiї Грi-
на, одержаним у [23].

Три стiнки каналу акустично жорсткi, а

одна — акустично м’яка

Наостанок розглянемо прямокутний канал з
однiєю акустично м’якою i трьома акустично
жорсткими стiнками. Вважатимемо, що акустично
м’якою буде стiнка при y=0. Тодi акустичнi моди

А. О. Борисюк 11
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Ψnm i хвильовi числа knm, як i ранiше, мають за-
довольняти рiвняння (24), а гранична умова (7)
для функцiй Ψnm матиме вигляд:

∂Ψnm

∂x

∣

∣

∣

∣

x=0,lx

= 0, Ψnm

∣

∣

∣

∣

y=0

= 0,
∂Ψnm

∂y

∣

∣

∣

∣

y=ly

= 0.

Це справедливо для таких функцiй Ψnm i чисел
knm:

Ψnm(x, y) = cos(kxnx) cos(kymy),

knm =
√

k2
xn + k2

ym, kxn =
nπ

lx
,

kym =
(2m + 1)π

2ly
, n, m = 0, 1, 2, . . .

(34)

Квадрати норм функцiй Ψnm даються виразами

‖Ψnm‖2 =































































lxly
2

, n = 0, m = 0,

lxly
2

, n = 0, m ≥ 1,

lxly
4

, n ≥ 1, m = 0,

lxly
4

, n ≥ 1, m ≥ 1.

(35)

Пiдстановка спiввiдношень (34) i (35) у ряд (23)
дозволяє одержати вираз для функцiї Грiна G̃ рiв-
няння (1) розглянутого тут каналу. Вiн збiгається
з виразом для функцiї Грiна, одержаним у робо-
тi [23].
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ками, а також зi стiнками змiшаного типу.
Одержана функцiя представляється рядом за
акустичними модами каналу.
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дi вiдображено вплив рiвномiрної осередненої
течiї в каналi. Цi ефекти стають вагомiши-
ми зi збiльшенням числа Маха течiї, зумов-
люючи, зокрема, появу й подальше наростан-
ня асиметрiї функцiї G̃ вiдносно поперечного

перерiзу каналу x3 =x30, в якому розташова-
не акустичне джерело. У випадку вiдсутностi
течiї в каналi функцiя G̃ стає симетричною
вiдносно перерiзу x3 =x30.

3. На основi зазначеного методу одержано та-
кож функцiї Грiна тривимiрного конвектив-
ного рiвняння Гельмгольца для нескiнченних
прямих каналiв кругової та прямокутної форм
поперечного перерiзу iз вказаними вище типа-
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ДОДАТОК А. УМОВНI ПОЗНАЧЕННЯ

l – характерний геометричний розмiр
поперечного перерiзу каналу;

a – радiус кругового поперечного перерi-
зу каналу;

lx, ly – розмiри прямокутного поперечного
перерiзу каналу;

U – осереднена осьова швидкiсть рiвно-
мiрної течiї в каналi;

c0 – швидкiсть звуку в незбуренiй рiдинi;
M – число Маха течiї в каналi;
λ – безрозмiрний параметр, який зале-

жить вiд числа M ;
x1, x2, x3 – довiльнi ортогональнi (у загальному

випадку, криволiнiйнi) координати;
x, y, z – прямокутнi декартовi координати;
r, ϕ, z – цилiндричнi координати;
~r – радiус-вектор точки поля;
~r0 – радiус-вектор акустичного джерела;

t – час;
t0 – пов’язаний з акустичним джерелом

час;
X3, X30 – безрозмiрнi осьовi координати;
δ(·) – дельта-функцiя Дiрака;
pa – акустичний тиск;
p̆a – частотний образ Фур’є акустичного

тиску;
γ – функцiя, яка описує сумарний розпо-

дiл акустичних джерел у каналi;
γ̆ – частотний образ Фур’є функцiї γ;
Ψnm – акустичнi моди каналу довiльного та

прямокутного поперечного перерiзiв;
Ψ

(j)
nm – акустичнi моди каналу кругового по-

перечного перерiзу;
knm – модальнi хвильовi числа у попере-

чному перерiзi каналу;
kfnm – модальнi осьовi хвильовi числа;
Kfnm – безрозмiрнi модальнi осьовi хвильовi

числа;
ω – циклiчна частота;
Ω – безрозмiрна циклiчна частота;
kxn, kym – модальнi хвильовi числа у напрямках

x i y вiдповiдно;
G̃ – функцiя Грiна;
hi – коефiцiєнти Ляме (i = 1, 2, 3).

ДОДАТОК Б. ТРИВИМIРНЕ КОНВЕКТИВ-
НЕ РIВНЯННЯ ГЕЛЬМГОЛЬЦА

Акустичне поле, згенероване довiльним чином
розташованими акустичними джерелами в зобра-
женому на рис. 1 каналi при наявностi в ньому
рiвномiрної осередненої по поперечному перерiзу
течiї рiдини зi швидкiстю U =const в напрямку
твiрної його стiнки, описується тривимiрним кон-
вективним хвильовим рiвнянням [22]:

1

c2
0

d2pa

dt2
−∇2pa = γ. (36)

Якщо iснує лише одиничне точкове iмпульсне дже-
рело, яке знаходиться в точцi з радiус-вектором ~r0

i дiє в момент часу t0, то замiсть спiввiдношен-
ня (36) маємо:

1

c2
0

d2pa

dt2
−∇2pa = δ(~r − ~r0) δ(t − t0). (37)

У рiвняннях (36) i (37) c0 – швидкiсть звуку в
незбуренiй рiдинi; pa – акустичний тиск; t – час;
γ – функцiя, яка задає сумарний розподiл джерел;
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δ(~r−~r0) i δ(t−t0) – тривимiрна просторова i одно-
вимiрна часова дельта-функцiї Дiрака вiдповiдно;
~r – радiус-вектор точки поля.

Повна друга похiдна за часом d2/dt2, опера-
тор Лапласа ∇2 i функцiя δ(~r−~r0) у вибранiй
ортогональнiй криволiнiйнiй системi координат
(x1, x2, x3) записуються наступним чином [22]:

d2

dt2
=

∂2

∂t2
+ 2U

∂2

∂t∂x3
+ U2 ∂2

∂x2
3

,

∇2 =
1

h1h2
×

×
[

∂

∂x1

(

h2

h1

∂

∂x1

)

+
∂

∂x2

(

h1

h2

∂

∂x2

)

+

+h1h2
∂2

∂x2
3

]

= ∇2
(x1,x2)

+
∂2

∂x2
3

,

δ(~r − ~r0) =
1

h1h2
×

×δ(x1 − x10) δ(x2 − x20) δ(x3 − x30),

~r = xi~ei, ~r0 = xi0~ei.

(38)

Тут hi (i=1, 2, 3) – коефiцiєнти Ляме [9,22,24,25]:

hi =

√

(

∂x

∂xi

)2

+

(

∂y

∂xi

)2

+

(

∂z

∂xi

)2

,

h1 = h1(x1, x2), h2 = h2(x1, x2), h3 = 1;

∇2
(x1,x2)

– оператор Лапласа у координатах x1, x2:

∇2
(x1,x2)

=
1

h1h2
×

×
[

∂

∂x1

(

h2

h1

∂

∂x1

)

+
∂

∂x2

(

h1

h2

∂

∂x2

)]

;

(39)

~ei – орти координатних осей xi; x, y, z – прямо-
кутнi декартовi координати, вибранi так, що їхнiй

початок знаходиться у тому ж поперечному пе-
рерiзi каналу, що й початок системи (x1, x2, x3),
а вiсь z спiвнаправлена з вiссю x3, направленою
вздовж течiї (див. рис. 1). Тут передбачається пiд-
сумовування по iндексах, що повторюються.

Довiльна частотна компонента поля описується
рiвнянням

∇2p̆a + k2
0p̆a + i2k0M

∂p̆a

∂x3
− M2 ∂2p̆a

∂x2
3

= γ̆, (40)

одержаним з рiвняння (36) пiсля застосування ча-
сового перетворення Фур’є

f̆(~r, ω) =
1

2π

∞
∫

−∞

f(~r, t)eiωtdt,

f(~r, t) =

∞
∫

−∞

f̆(~r, ω)e−iωtdω.

Тут M =U/c0 – число Маха течiї в каналi: ω –
колова частота. Рiвняння (40) – тривимiрне кон-
вективне рiвняння Гельмгольца (наявнiсть у йо-
го назвi термiну “конвективне” пояснюється тим,
що воно мiстить залежнi вiд числа Маха додан-
ки [19]).

У разi наявностi в каналi лише точкового дже-
рела, замiсть спiввiдношення (40) маємо рiвняння

∇2p̃a + k2
0p̃a + i2k0M

∂p̃a

∂x3
− M2 ∂2p̃a

∂x2
3

=

= − 1

2π
δ(~r − ~r0),

(41)

яке є наслiдком застосування до рiвняння (37) iн-
шого часового перетворення Фур’є:

g̃(~r, ~r0; ω) =
1

2π

∞
∫

−∞

g(~r, t; ~r0, t0)e
iω(t−t0)d(t − t0),

g(~r, t; ~r0, t0) =

∞
∫

−∞

g̃(~r, ~r0; ω)e−iω(t−t0)dω.
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