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Отримано розв’язок задачi дифракцiї плоскої акустичної хвилi на скiнченному м’якому порожнистому конусi при
осьовому опромiненнi. Задачу розв’язано вiдносно потенцiалу швидкостi дифрагованого поля методом власних
функцiй пiдобластей з використанням процедури аналiтичної регуляризацiї. Невiдомi коефiцiєнти розкладу
отримано з розв’язку нескiнченної системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь другого роду, якi допускають розв’язок
iз заданою точнiстю. Дослiджено вплив параметрiв конуса на його дифракцiйнi характеристики. Отриманi числовi
результати порiвнюються з вiдомими даними для диска.

КЛЮЧОВI СЛОВА: акустична хвиля, скiнченний конус, дiаграма спрямованостi, перерiз розсiювання, аналiтична
регуляризацiя

Получено решение задачи дифракции плоской акустической волны на конечном мягком полом конусе при осевом
облучении. Задача решена относительно потенциала скорости дифрагированного поля методом собственных
функций подобластей с использованием процедуры аналитической регуляризации. Неизвестные коэффициенты
разложения получены из решения бесконечной системы линейных алгебраических уравнений второго рода,
допускающих решение с заданной точностью. Исследовано влияние параметров конуса на его дифракционные
характеристики. Полученные численные результаты сравниваются с известными данными для диска.

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: акустическая волна, конечный конус, диаграмма направленности, сечение рассеяния, ана-
литическая регуляризация

The paper deals with solving of a problem on diffraction a plane acoustic wave by a finite soft hollow cone in axial
irradiation. The problem is solved in terms of the velocity potential using the technique of matching of eigenmodes for
subdomains and analytical regularization procedure. The unknown expansion coefficients are determined from the infinite
system of linear algebraic equations of the second kind that allow the obtaining of a solution with a desired accuracy.
The effect of the finite cone parameters to its scattering characteristics is studied. The obtained numerical results are
compared with the known ones for a disk.

KEY WORDS: acoustic wave, finite cone, scattering pattern, scattering cross-section, analytical regularization procedure

ВСТУП

Неруйнiвне дiагностування i акустичний кон-
троль матерiалiв неможливо уявити без теорети-
чного моделювання взаємодiї хвиль з дефектами
канонiчної форми, для яких iснують коректнi ана-
лiтичнi чи напiваналiтичнi розв’язки вiдповiдних
дифракцiйних задач. Для надiйної iдентифiкацiї
дефектiв i включень важливо знати, як вплива-
ють фiзичнi властивостi їхнiх поверхонь на розсi-
яне поле. Проте задачi дифракцiї на скiнченному
iмпедансному конусi, якi дозволяють наближено
врахувати цi ефекти, не пiддаються розв’язанню
математично строгими методами. Зауважимо, що
дослiдження дифракцiї хвиль на напiвнескiнчен-
них iмпедансних конусах було виконано в [1].

У статтi [2] у якостi тестової математичної мо-
делi був розглянутий скiнченний жорсткий конус,
для якого розв’язано задачу дифракцiї плоскої

акустичної хвилi при осьовому опромiненнi. У да-
нiй роботi буде розв’язано задачу дифракцiї по-
ля плоскої хвилi на м’якому скiнченному конусi.
Це в сукупностi з даними, отриманими в [2], до-
зволить оцiнити вплив на дифраговане поле гра-
ничних значень iмпедансу. Окрiм того, розв’язки
задач дифракцiї на м’якому i жорсткому конусах
можуть використовуватись для моделювання ко-
нусiв з поглинаючим покриттям [3].

Задачi дифракцiї акустичних хвиль на скiнчен-
них м’якому i жорсткому конусах дослiджувались
у [4 – 7]. Так, у статтi [4] застосовувався метод гео-
метричної теорiї дифракцiї. У [5] задачу дифракцiї
акустичних хвиль на порожнистому конусi було
розв’язано методом Вiнера – Хопфа у поєднаннi з
методом iнтегральних перетворень Конторович –
Лєбедєва. Метод пiдобластей [6] використовував-
ся в роботi [7] для дослiдження задачi випромi-
нювання iз сферичного сегменту м’якого конуса.
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Рис. 1. Геометрiя задачi

У монографiї [8] для розв’язання задач дифракцiї
на конусах було запропоновано метод аналiтичної
регуляризацiї. У цiй роботi його буде використано
для опису дослiдження дифракцiї плоскої звукової
хвилi на скiнченному м’якому конусi.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧI

Iдеально м’який порожнистий скiнченний конус
(рис. 1) задамо у сферичнiй системi координат
(r, θ, ϕ):

Q : {r ∈ (0, c); θ = γ; ϕ = [0, 2π)}.

Вважаємо, що вiн розташований у необмеженому
просторi, заповненому акустичним середовищем,
i опромiнюється плоскою монохроматичною хви-
лею, яка поширюється вздовж додатного напряму
осi z (θ=0◦). Гармонiчний часовий множник e−iωt

надалi опускаємо.
Взаємодiя згаданої хвилi з конусом Q призво-

дить до встановлення незалежного вiд кутової ко-
ординати ϕ розподiлу звукового тиску, який мо-
жна знайти, розв’язавши осесиметричну змiша-
ну крайову задачу для рiвняння Гельмгольца вiд-
носно потенцiалу швидкостi дифрагованого поля
U(r, θ):

∆U(r, θ) + k2U(r, θ) = 0.

Тут k=ω/c0 – хвильове число; ω – кругова часто-
та; c0 – швидкiсть поширення звукової хвилi; ∆ –
оператор Лапласа:

∆ =
∂2

∂r2
+

2

r

∂

∂r
+

1

r2 sin θ

∂

∂θ

(

sin θ
∂

∂θ

)

.

Потенцiал U(r, θ) задовольняє граничну умову

[

U(r, θ) + U (i)(r, θ)
]

∣

∣

∣

∣

r,θ∈Q

= 0,

умову випромiнювання Зомерфельда, а також
умову обмеженостi енергiї поля у довiльному скiн-
ченному об’ємi V , яка зводиться до виконання
умови Мейкснера на краю та вершинi конуса. Тут
U (i)(r, θ)=eikr cos θ – потенцiал швидкостi плоскої
хвилi одиничної амплiтуди:

U (i)(r, θ) =
1√
sr

∞
∑

n=1

A(0)
n Pzn−1/2(cos θ)Izn

(sr),

де s=−ik; zn =n−1/2; A
(0)
n =

√
2π(−1)n−1zn;

Pη−1/2(·) – функцiя Лежандра; Iη(·) – модифiко-
вана функцiя Бесселя.

2. ЗВЕДЕННЯ ЗАДАЧI ДО НЕСКIНЧЕННОЇ
СИСТЕМИ ЛIНIЙНИХ АЛГЕБРАЇЧНИХ
РIВНЯНЬ

Подамо повне поле так:

U (t)(r, θ) =











U (i)(r, θ) + U(r, θ), r, θ ∈ D3;

U(r, θ), r, θ ∈ D1, D2,

де

R3 : {r ∈ (0,∞), θ ∈ [0, π], ϕ ∈ [0, 2π)},

а пiдобластi Di визначаються спiввiдношеннями

D1 : {r ∈ (0, c); θ ∈ [0, γ)},

D2 : {r ∈ (0, c); θ ∈ (γ, π]},

D3 : {r ∈ (c,∞); θ ∈ [0, π]}.
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Запишемо загальний вигляд потенцiалу швидкостi дифрагованого поля:

U(r, θ) =















































1√
sr

∞
∑

p=1

y(1)
p Pνp−1/2(cos θ)

Iνp
(sr)

Iνp
(sc)

, r, θ ∈ D1;

1√
sr

∞
∑

k=1

y
(2)
k Pµk−1/2(− cos θ)

Iµk
(sr)

Iµk
(sc)

, r, θ ∈ D2;

1√
sr

∞
∑

n=1

x̄nPzn−1/2(cos θ)
Kzn

(sr)

Kzn
(sc)

, r, θ ∈ D3.

(1)

Тут y
(1)
p , y(2)

k , x̄n – невiдомi коефiцiєнти розкладу; Kη(·) – функцiя Макдональда; νp, µk – додатнi
коренi трансцендентних рiвнянь

Pη−1/2(cos γ)
∣

∣

η=νp
= 0, Pη−1/2(− cos γ)

∣

∣

η=µk
= 0.

Невiдомi коефiцiєнти розкладу (1) шукаємо у класi послiдовностей, що забезпечує рiвномiрну збi-
жнiсть рядiв, першi похiднi яких допускають особливостi типу ρ−1/2, де ρ – вiдстань до краю конуса в
локальнiй системi координат.

При знаходженнi невiдомих коефiцiєнтiв розкладу в рiвняннях (1) слiд використати умови спряже-
ння повного потенцiалу i його нормальної похiдної на сферi r=c, θ∈ [0, π], яка мiстить край конуса.
Результуючi суматорнi рiвняння задачi з урахуванням особливостi градiєнта потенцiалу при r→ c±0 i
θ→γ±0 набудуть форми

lim
N→∞

N
∑

n=1

x̄nPzn−1/2(cos θ) + lim
N→∞

N
∑

n=1

A(0)
n Pzn−1/2(cos θ)Izn

(sc) =

=



























lim
P→∞

P
∑

p=1

y(1)
p Pνp−1/2(cos θ), θ ∈ [0, γ);

lim
K→∞

K
∑

k=1

y
(2)
k Pµk−1/2(− cos θ), θ ∈ (γ, π];

(2)

lim
N→∞

N
∑

n=1

x̄nPzn−1/2(cos θ)
K′

zn
(sc)

Kzn
(sc)

+ lim
N→∞

N
∑

n=1

A(0)
n Pzn−1/2(cos θ)I′zn

(sc) =

=



























lim
P→∞

P
∑

p=1

y(1)
p Pνp−1/2(cos θ)

I′νp
(sc)

Iνp
(sc)

, θ ∈ [0, γ);

lim
K→∞

K
∑

k=1

y
(2)
k Pµk−1/2(− cos θ)

I′µk
(sc)

Iµk
(sc)

, θ ∈ (γ, π].

(3)

Тут граничний перехiд проведено так, щоб забезпечити виконання умови Мейкснера на краю конуса;
N=P+K ; штрих означає похiдну за аргументом f ′(sc)=∂f/∂(sc).

Для зведення рiвнянь (2), (3) до нескiнченної системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь (НСЛАР) ви-
користаємо формули перерозкладу функцiй Лежандра:

Pzn−1/2(cos θ) = q(zn, γ)























lim
P→∞

P
∑

p=1

νpα
+(νp, γ)

ν2
p − z2

n

Pνp−1/2(cos θ), θ ∈ [0, γ) ,

lim
K→∞

K
∑

k=1

µkα
−(µk, γ)

µ2
k − z2

n

Pµk−1/2(− cos θ), θ ∈ (γ, π],

(4)

у яких q(zn, γ)=Pzn−1/2(cos γ); α±(η, γ) = −2
[

∂Pν−1/2(± cos γ)/∂ν
]−1

ν=η
; η=νp при верхньому знаку i

η=µk – при нижньому.
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Справедлива теорема, яка може бути сформу-
льована так: “Для усiх 0<γ<π ряди (4) збiгаю-
ться до функцiї Pzn−1/2(cos θ)/q(zn , γ) рiвномiрно
по куту θ в областях θ ∈ [0, γ) i θ ∈ (γ, π] вiдповiд-
но”. Її доведення аналогiчне викладеному в робо-
тi [2].

Використовуючи спiввiдношення (4) i виклю-

чаючи невiдомi y
(1)
p , y

(2)
k , системи суматорних

рiвнянь (2), (3) приводимо до НСЛАР порядку
N=P+K:

N
∑

n=1

xn

scW [Kzn
Iνp

]sc

[ν2
p − z2

n]Kzn
(sc)Iνp

(sc)
=

=

N
∑

n=1

Ā(0)
n

scW [Izn
Iνp

]sc

[ν2
p − z2

n]Izn
(sc)Iνp

(sc)
,

p = 1, 2, . . . , P ;

(5a)

N
∑

n=1

xn
scW [Kzn

Iµk
]sc

[µ2
k − z2

n]Kzn
(sc)Iµk

(sc)
=

=

N
∑

n=1

Ā(0)
n

scW [Izn
Iµk

]sc

[µ2
k − z2

n]Izn
(sc)Iµk

(sc)
,

k = 1, 2, . . . , K,

(5b)

де xn =q(zn, γ)x̄n; W [fg]x =f(x)g′(x)−f ′(x)g(x);
Ā

(0)
n =−q(zn, γ)A

(0)
n Izn

(sc).
Iз множин iндексiв {νp}∞p=1 i {µk}∞k=1 утворимо

зростаючу послiдовнiсть

{ξq}∞q=1 = {νp}∞p=1 ∪ {µk}∞k=1. (6)

Далi перейдемо в системi (5) до границi, коли
N, P,K→∞ (N=P+K), розмiстивши її рiвнян-
ня у вiдповiдностi до послiдовностi (6). Отриману
НСЛАР запишемо у матричному виглядi:

A11X = F. (7)

Тут X={xn}∞n=1; A11 – нескiнченний матричний
оператор,

A11 :

{

aqn =
scW [Kzn

Iξq
]sc

[ξ2q − z2
n]Kzn

(sc)Iξq
(sc)

}∞

q,n=1

; (8)

F ={fq}∞q=1 – вiдомий вектор,

fq =

∞
∑

n=1

Ā(0)
n

scW [Izn
Iξq

]sc

[ξ2q − z2
n]Izn

(sc)Iξq
(sc)

.

3. РЕГУЛЯРИЗАЦIЯ НСЛАР

Головнi члени асимптотик оператора (8) при
ξq, zn�|sc|, |sc|→0 мають вигляд матричного опе-
ратора типу згортки [8, 10]:

A :

{

aqn =
1

ξq − zn

}∞

q,n=1

. (9)

Для знаходження оберненого оператора A−1 вво-
димо до розгляду функцiю

M(ν, γ) =
cosπν

πPν−1/2(cos γ)Pν−1/2(− cos γ)
. (10)

Тут M(ν, γ) – парна мероморфна функцiя, яка є
регулярною у смузi Π : {|Re ν |<1/2}, а за її ме-
жами має простi дiйснi нулi i полюси у точках ±zk,
±ξq (k, q=1,∞); M(ν, γ)=O(ν) при |ν |→∞.

Функцiя (10) допускає факторизацiю у виглядi

M(ν, γ) = M+(ν, γ)M−(ν, γ),

де M±(ν, γ) – функцiї, регулярнi у пiвплощинах
Re ν>−1/2 i Re ν<−1/2; M+(ν, γ)=M−(−ν, γ);
M±(ν, γ)=O(ν1/2) при ν→∞ в областях регуляр-
ностi.

Використовуючи метод нескiнченних добуткiв,
функцiю M+(ν, γ) подаємо так:

M+(ν, γ)=B0

{

Γ(ν+1/2)eχν×

×
∞
∏

n=1

(

1+
ν

νn

)

e−ν/νn

∞
∏

n=1

(

1+
ν

µn

)

e−ν/µn

}−1

,

B0 = [P−1/2(cos γ)P−1/2(− cos γ)]−1/2,

χ =
γ

π
ln
γ

π
+
π − γ

π
ln
π − γ

π
−

−ψ(3/4) − S(γ) − S(π − γ),

S(γ) =

∞
∑

n=1

{

γ

π(n − 1/4)
− 1

νn

}

,

S(π − γ) =

∞
∑

n=1

{

π − γ

π(n− 1/4)
− 1

µn

}

.

Тут ψ(·) – логарифмiчна похiдна гамма-функцiї.
Оператор, обернений до (9), записуємо у вигля-

дi [8]

A−1 :
{

τkq

}∞

k,q=1
,

τkq =
1

{M−1
− (ξq , γ)}′M ′

−(zk, γ)(zk − ξq)
.

(11)
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а б

Рис. 2. Залежнiсть дiаграм спрямованостi дифрагованого поля при γ=20◦ вiд параметра kc:
а – kc≤10; б – kc>10

а б

Рис. 3. Залежнiсть дiаграм спрямованостi дифрагованого поля при γ=160◦ вiд параметра kc:
а – kc≤10; б – kc>10

Тут штрих означає похiдну за першим аргументом
M ′

−(ν, γ)=d/dν [M−(ν, γ)], взяту в точках ν=ξq i
ν=zk. Матричнi елементи оператора (11) знахо-
димо, використовуючи формули

M ′
−(zk, γ) = − 1

[Pzk−1/2(cos γ)]2M+(zk)
,

{M−1
− (ξq , γ)}′ =

πM+(ξq)

cosπξq
×

×























Pν−1/2(− cos γ)
∂Pν−1/2(cos γ)

∂ν

∣

∣

∣

∣

ν=ξq∈{νk}∞

k=1

,

Pν−1/2(cos γ)
∂Pν−1/2(− cos γ)

∂ν

∣

∣

∣

∣

ν=ξq∈{µk}∞

k=1

.

Видiлимо з НСЛАР (7) матричний оператор (9)
i, використовуючи обернений оператор (11), отри-

маємо НСЛАР другого роду:

X = A−1[A− A11]X + A−1F. (12)

Єдиний розв’язок НСЛАР (12) iснує в просторi

b(σ) : {||xn||=sup
n

|xnn
σ|, lim

n→∞
xnn

σ =0}

при 0 ≤ σ<3/2, що забезпечує виконання умов
Мейкснера на краю [8].

4. АНАЛIЗ РЕЗУЛЬТАТIВ

Усi характеристики розсiяного поля розрахову-
вались на основi розв’язку скiнченної системи рiв-
нянь, отриманої з НСЛАР (12) методом редукцiї
з додатковим використанням спiввiдношення (1).
Порядок редукцiї вибирався з умови N= |kc|+q,
q=(4 . . .10). Аналiзувались дiаграми спрямовано-
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Рис. 4. Дiаграми спрямованостi для м’якого диска:
1 – нашi розрахунки при γ =90.01◦; 2 – “точна” теорiя [11]

Рис. 5. Сiмейство перерiзiв розсiювання σs(kc)
для рiзних кутiв розхилу конуса

Рис. 6. Перерiзи розсiювання для м’якого диска:
1 – нашi розрахунки при γ =90.01◦; 2 – “точна” теорiя [11]

стi дифрагованого поля, розрахованi за формулою

D(θ)= lim
r→∞

|rU(r, θ)e−ikr|,

де U(r, θ) – потенцiал швидкостi дифрагованого
поля (1) в областi D3.

На рис. 2 показано вплив хвильової довжини
твiрної конуса kc на дiаграми спрямованостi вузь-
кого конуса (γ=20◦) при опромiненнi його пло-
скою звуковою хвилею з боку вершини. При kc≤3
дифраговане поле слабо залежить вiд хвильово-
го параметра i практично рiвномiрно розподiлене
по куту θ. Зi зростанням kc головна пелюстка дiа-
грам спрямованостi формується у напрямку θ=0◦.
Таким чином, основне випромiнювання дифраго-
ваного поля зосереджується у напрямку падiння
плоскої хвилi, тодi як зворотне випромiнювання
(θ=180◦) з ростом kc практично спадає до нуля.
Збiльшення kc призводить до формування “глухої”
областi при θ>60◦, де модуль потенцiалу швид-
костi дифрагованого поля близький до нуля (див.
рис. 2, б).

На рис. 3 iлюструються аналогiчнi залежностi
для дiаграм спрямованостi при опромiненнi ко-
нуса з боку основи (γ=160◦). При kc=3 дiагра-
ма спрямованостi для скiнченного вузького конуса
при осьовому опромiненнi плоскою хвилею з бо-
ку основи мало вiдрiзняється вiд дiаграми кону-
са, опромiненого вiд вершини (див. залежностi на
рис. 2, а i 3, а). Зi зростанням параметра kc спосте-
рiгається значний рiвень випромiнювання у зворо-
тньому напрямку θ=180◦, однак вiн не перевищує
максимальний рiвень випромiнювання дифрагова-
ного поля в напрямку поширення падаючої хвилi.
При зростаннi параметра kc понад 10 знову фор-
мується область, “глуха” до проникнення дифра-
гованого поля при 40◦<θ<120◦ (див. рис. 3, б).
Аналогiчну тенденцiю можна спостерiгати i для
дiаграм спрямованостi скiнченних конусiв з шир-
шими кутами розхилу.

Верифiкацiю отриманих результатiв проiлю-
стровано на рис. 4, де отриманi нами результати
(крива 1) порiвнюються з кривою 2, отриманою не-
залежним методом з використанням розкладу по-
ля в ряд за сфероїдальними функцiями [11]. Як
видно з графiка, обидвi залежностi спiвпадають
практично в усьому кутовому дiапазонi. Це мо-
же служити пiдтвердженням достовiрностi отри-
маних результатiв.

На рис. 5 наведенi залежностi перерiзiв розсiю-
вання σs =σs(kc), визначених за формулою

σs

2πc2
= − π

(sc)2

∞
∑

n=1

|x̄n|2
(2n− 1)|Kzn

(sc)|2
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а б

Рис. 7. Залежностi D(θ) вiд кута розхилу конуса γ при рiзних значеннях kc:
неперервна – м’який конус, штрихова – жорсткий конус;

а – θ=0◦, б – θ=180◦

для рiзних кутiв розхилу конуса. Як видно з пове-
дiнки цих кривих, значення σs(kc) зi збiльшенням
кута розхилу γ i kc>5 прямують до сталої величи-
ни. Як i слiд було очiкувати, значний рiвень роз-
сiювання спостерiгається для широких конусiв з
γ→π/2.

На рис. 6 показано залежнiсть σs(kc) для диска,
отриману нами (крива 1), i результат, запозиче-
ний з [11] (крива 2). Очевидно, що обидвi кривi
практично спiвпадають в усьому дiапазонi змiни
параметра kc. Вiдзначимо, що у випадку релеїв-
ського розсiювання перший i другий методи дають
σs(0)=0.8048 i σs(0)=0.8106 вiдповiдно.

На рис. 7 наведено залежностi модуля потен-
цiалу швидкостi поля, дифрагованого на м’якому
скiнченному конусi, вiд кута γ для рiзних значень
хвильового параметра kc. Рис. 7, а вiдповiдає θ=0◦

(розсiювання “вперед” – у напрямку поширення
падаючої хвилi), а рис. 7, б – θ=180◦ (”зворотне”
розсiювання). Для порiвняння на цьому ж графi-
ку наведенi вiдповiднi характеристики для жорс-
ткого конуса [2]. Отриманi залежностi дозволяють
за даними одночастотного зондування визначити
один з двох геометричних параметрiв конуса (γ
або c), коли другий з них вiдомий. Детально цю
процедуру було розглянуто у статтi [2].

ВИСНОВКИ

У результатi спiльного застосування методу роз-
кладу потенцiалу швидкостi в ряди за власними
функцiями пiдобластей, методiв спряження полiв
i аналiтичної регуляризацiї задачу дифракцiї по-
ля плоскої звукової хвилi на скiнченному абсолю-
тно м’якому порожнистому конусi при його осьо-
вому опромiненнi зведено до НСЛАР другого ро-

ду, розв’язок якої забезпечує виконання усiх необ-
хiдних умов i може бути знайдений методом реду-
кцiї з заданою точнiстю.

Отримано числовий розв’язок НСЛАР i дослi-
джено характеристики розсiювання скiнченного
м’якого конуса в широкому дiапазонi змiни геоме-
тричних параметрiв i частоти. Достовiрнiсть отри-
маних результатiв пiдтверджено порiвнянням дiа-
грам спрямованостi i перерiзiв розсiювання кону-
сiв (при γ→π/2) i дискiв, отриманих незалежними
методами.

Наведено порiвняння залежностей D(θ = 0◦) i
D(θ = 0◦) для м’якого i жорсткого конусiв як фун-
кцiй кута розхилу γ для рiзних значень параметра
kc. За аналогiєю зi статтею [2], встановлено мо-
жливiсть однозначного визначення геометричних
параметрiв конуса (твiрної c i кута розхилу γ) за
даними одночастотного зондування, коли вiдомий
один iз цих параметрiв. Зауважимо, що для визна-
чення довжини конуса достатньо даних по розсi-
юванню вперед або назад. У той самий час, для
визначення кута розхилу за вiдомої довжини c не-
обхiдно знати обидва результати при додатковiй
умовi на частоту зондування kc≥3.
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