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Исследована взаимосвязь двух типов волноводов с “жидким” дном. Показано, что дискретная часть спектра
волновода Пекериса в предельном случае совпадает со спектром волновода, в котором свойства дна моделируются
“жидким” слоем на твердом основании. Проанализированы результаты численных расчетов при варьировании

параметров системы.

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: слоистый волновод, волновод Пекериса, проницаемое дно, волновое число, коэффициент
потерь

Дослiджено взаємозв’язок двох типiв хвилеводiв з “рiдким” дном. Показано, що дискретна частина спектру
хвилеводу Пекерiса у граничному випадку спiвпадає зi спектром хвилеводу, в якому властивостi дна моделюються
за допомогою “рiдкого” шару на твердiй основi. Проаналiзовано результати чисельних розрахункiв при варiюваннi
параметрiв системи.

КЛЮЧОВI СЛОВА: шаруватий хвилевiд, хвилевiд Пекерiса, проникне дно, хвильове число, коефiцiєнт втрат

The paper deals with studying of dependence between two types of waveguides with a “liquid” bottom. In the limiting
case, the discrete part of the spectrum of the Pekeris waveguide is shown to coincide with the spectrum of a waveguide in
which properties of the bottom are simulated as a “liquid” layer on a rigid foundation. The numerical results at varying

system parameters are analyzed.
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ВВЕДЕНИЕ

При отыскании звукового поля подводного исто-
чника в слоистой среде выбор подхода, исполь-
зуемого для формального описания акустиче-
ских свойств системы, зависит от степени влия-
ния дна на формирование звукового поля в та-
ком волноводе, поскольку глубины слоев дна мо-
гут варьироваться в достаточно широких преде-
лах [1 – 3]. В несколько меньшей степени изменяе-
тся скорость звука в донных отложениях. Следу-
ет отметить, что донные слои представляют со-
бой сложные смеси частиц с промежутками ме-
жду ними, заполненными водой. Следователь-
но, согласно теории Био, в них могут распро-
страняться три волны – две продольные и по-
перечная. Первая продольная волна связана с
распространением звука по скелету структуры.
Она имеет сравнительно большую скорость ра-
спространения и малое затухание. Вторая про-
дольная волна связана с распространением зву-
ка по воде, заполняющей скелет. Для нее хара-
ктерны малая скорость и относительно большое
затухание. В жидком дне поперечная волна по-
чти не распространяется. Исходя из этого, в гид-

роакустических приложениях при описании вол-
новода со слоистой структурой, в которой дон-
ные слои представляют собой “жидкий” грунт,
традиционно используется физическая модель,
учитывающая только продольную волну первого
вида.

Весьма важной величиной для оценки амплиту-
ды волн в такой системе является коэффициент
затухания в грунте. Большое количество результа-
тов измерений этой величины для различных ти-
пов грунтов приведено в работе [1]. Отсюда сле-
дует, что затухание в песчаном грунте существен-
но больше, чем в иле или глине. Наличие коэф-
фициента затухания в донном грунте позволяет
для описания процесса распространения звуковых
волн в слоистой среде использовать как модель
дна типа однородного “жидкого” полупространс-
тва, так и в виде достаточно глубокого слоя на
твердом основании. Представляет интерес прове-
дение сравнительного анализа характеристик зву-
кового поля для плоскослоистой модели волновода
для этих двух случаев с целью изучения влияния
на звуковое поле свойств “жидкого” дна и геоме-
трии нижней границы (для волновода на абсолют-
но твердом основании).
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1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим плоскослоистую модель гидроаку-
стического волновода на абсолютно-жестком осно-
вании (рис. 1). При таком подходе учитываются
как структура донных осадков по плотности ρk,
так и неоднородность профиля скорости звука
ck(z) в плоских слоях.

Расположим начало цилиндрической системы
координат на поверхности волновода над источни-
ком звука с координатами (0, z0), причем ось Oz
направим от поверхности ко дну. Рассматривае-
мый гидроакустический волновод имеет радиаль-
ную симметрию и ограничен свободной поверх-
ностью и “жидким” дном на абсолютно жестком
основании.

Звуковое поле, определяемое амплитудой потен-
циала скорости Φ(r, z), удовлетворяет неодноро-
дному уравнению Гельмгольца

∆Φ +
ω2

c2(z)
Φ = −δ(z − z0)δ(r)

2πr

со следующими граничными условиями:

Φ|z=0 = 0;
∂Φ

∂z

∣

∣

∣

∣

z=hN

= 0.

Кроме того, на границах раздела слоев z=hk

выполняются условия непрерывности звукового
поля:

lim
z→hk−

ρkΦ = lim
z→hk+

ρk+1Φ,

lim
z→hk−

∂Φ

∂z
= lim

z→hk+

∂Φ

∂z
,

k = 1, 2, . . . , N − 1.

Общее решение Φ(r, z) краевой задачи, удовле-
творяющее граничным условиям и условию излу-
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Рис. 1. Модель слоистой среды
на абсолютно жестком основании

чения, строится в виде суммы нормальных мод:

Φ =

∞
∑

n=0

Anφn(z)H
(1)
0 (ξnr). (1)

Здесь {ξn}∞n=0 и {φn(z)}∞n=0 (φn(z)≡φk,n(z),
z∈ [hk−1; hk]) – собственные числа и собственные
функции следующей краевой задачи:

φ′′

k +

(

ω2

k2(z)
− ξ2

)

φk = 0, z ∈ [hk−1; hk],

limz→hk−
ρkφk(z) = limz→hk+ ρk+1φk+1(z),

limz→hk−
φ′

k(z) = limz→hk+ φ′

k+1(z),

k = 1, 2, . . . , N − 1,

φ1(0) = 0, φ′

N (hN) = 0;

(2)

An – произвольные постоянные.
Строго говоря, краевая задача (2) не является

задачей типа Штурма – Лиувилля, так как, кро-
ме условий Штурма на границах волновода, при
(k=1, 2, . . . , N−1) должны выполняться условия
непрерывности звукового поля. Тем не менее, в [6]
доказано соотношение ортогональности собствен-
ных функций {φn(z)} с весом ρ(z) в пространстве
интегрируемых с квадратом функций L2[0; hN ]:

hN
∫

0

ρ(z)φn(z)φm(z)dz = δn,m

hN
∫

0

ρ(z)φ2
n(z)dz,

где δn,m – символ Кронекера.
Предполагается возможность аппроксимации

неоднородного профиля скорости звука ck(z) кри-
выми, позволяющими получить точное реше-
ние вертикального волнового уравнения (2). При
этом общее решение уравнения (2) на отрезке
z∈ [hk−1; hk] представляется как

ψk = C1,kψ1,k(z) + C2,kψ2,k(z).

Здесь ψ1,k(z), ψ2,k(z) – линейно-независимые ре-
шения уравнения (2); C1,k и C2,k – неопределен-
ные коэффициенты. Используя данное представ-
ление, получаем из условий (2) следующую одно-
родную систему линейных алгебраических уравне-
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ний относительно C1,k и C2,k (k=1, 2, . . . , N):

ψ1,1(0)C1,1 + ψ2,1(0)C2,1 = 0,

ρ1ψ1,1(h1)C1,1 + ρ1ψ2,1(h1)C2,1−

−ρ2ψ1,2(h1)C1,2 − ρ2ψ2,2(h1)C2,2 = 0,

ψ′

1,1(h1)C1,1 + ψ′

2,1(h1)C2,1−

−ψ′

1,2(h1)C1,2 − ψ′

2,2(h1)C2,2 = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ρkψ1,k(hk)C1,k + ρkψ2,k(hk)C2,k−

−ρk+1ψ1,k+1(hk)C1,k+1−

−ρk+1ψ2,k+1(hk)C2,k+1 = 0,

ψ′

1,k(hk)C1,k + ψ′

2,k(hk)C2,k−

−ψ′

1,k+1(hk)C1,k+1 − ψ′

2,k+1(hk)C2,k+1 = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ψ′

1,N(hN)C1,N + ψ′

2,N(hN)C2,N = 0.

(3)

Рассмотрим некоторые случаи зависимости
k2(z)=ω2/c2(z) от координаты z, при которых
существуют аналитические решения уравнения
Гельмгольца:

• при k2(z)=a+bz линейно независимые реше-
ния выражаются через функции Эйри:

ψ1,1 = Ai

(

ξ2 − a− bz
3
√
b2

)

,

ψ2,1 = Bi

(

ξ2 − a− bz
3
√
b2

)

;

• при k2(z)=k2
0(a

2−b2/z2) линейно независи-
мые решения выражаются через функции
Ханкеля:

ψ1,1 =
√
z H(1)

p (βz),

ψ2,1 =
√
z H(2)

p (βz),

где p=
√

k2
0b

2+1/4; β2 =k2
0a

2−ξ2 ;

• при k2(z)=k0e
az в результате замены

ν=k0/a e
az дифференциальное уравнение ре-

шается в цилиндрических функциях H
(1)
q (ν)

и H
(2)
q (ν), где q=(k0 sin θ)/a, где θ – угол

падения;

• при k(z)=k0(p
2+(1−p2+q)e−az−qe−2az (би-

экспоненциальный закон изменения) получа-
емые решения выражаются через функции
Уиттекера Mk,µ и Wk,µ [2].

В каждом из этих случаев равенство нулю опреде-
лителя однородной алгебраической системы, полу-
ченной из системы (3), дает дисперсионное урав-
нение для определения собственных чисел {ξn}:

∆(ξ) = 0.

После подстановки выражения (1) в неодноро-
дное уравнение Гельмгольца с учетом ортогональ-
ности собственных функций {φn(z)}∞n=0 в про-
странстве L2[0; hN ] значения произвольных посто-
янных An определяются следующим образом:

An =
i

4

ρ(z0)φn(z0)
∫ hN

0

ρ(z)φ2
n(z)dz

. (4)

В результате выражение для амплитуды потенци-
ала скорости Φ(r, z) приобретает вид

Φ(r, z) =
i

4
ρ(z0)

∞
∑

n=0

φn(z0)φn(z)
∫ hN

0

ρ(z)φ2
n(z)dz

H
(1)
0 (ξnr).

В качестве примера рассмотрим модель гидро-
акустического волновода, который представляет
собой однородный слой воды глубины h1 с плот-
ностью ρ1 и постоянным профилем скорости зву-
ка c1, внутри которого расположен точечный ис-
точник. Второй слой – “жидкий” грунт глубины
(h−h1) с плотностью ρ2 и постоянным профилем
скорости звука c2, лежащий на твердом основании.

Из приведенных выкладок следует, что решение
краевой задачи приводит к следующему дисперси-
онному уравнению для определения собственных
чисел {ξn}:

tg

(

√

k2
1 − ξ2nh1

)

tg

(

√

k2
2 − ξ2n(h− h1)

)

=

= b2,1

√

k2
1 − ξ2n
k2
2 − ξ2n

.

Здесь b2,1=ρ2/ρ1; k2
1 =ω2/c21; k2

2 =ω2/c22(1−iγ)2 ;
γ – коэффициент затухания в “жидком” грунте.

Положив
√

ξ2n−k2
1h1 = iα, запишем дисперсион-

ное уравнение в виде

tgα th

(√
l2 − α2(h− h1)

h1

)

=
−b2,1α√
l2 − α2

,
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где l2 =k2
1h

2
1(1−n2); n=c1/c2(1−iγ) – коэффици-

ент преломления. При наличии в грунте потерь
γ 6=0, все корни этого уравнения комплексны. В
этом случае в водном слое будут распространяться
только затухающие нормальные волны.

Использовав известное разложение th z при
больших |z| [4]:

th z = 1 − 2e−2z + 3e−4z − 2e−6z + . . . , (5)

для h→∞ придем к характеристическому уравне-
нию для двухслойного волновода, в котором вто-
рой слой является жидким однородным полупро-
странством [3]:

tg

(

√

k2
1 − ξ2h1

)

=
−b2,1

√

k2
1 − ξ2

√

ξ2 − k2
2

.

Таким образом, в предельном случае бесконечной
глубины осадочной подложки слоя спектр краевой
задачи модели слоистого волновода на абсолютно
жестком основании совпадает с дискретной ча-
стью спектра краевой задачи для волновода Пеке-
риса, состоящего из водного слоя (скорость звука
c1), лежащего на жидком полупространстве (ско-
рость звука c2>c1).

Акустическое поле точечного гармонического
источника с частотой ω и координатами (0, z0) в
волноводе Пекериса выражается контурным инте-
гралом

Φ(r, z) =
1

4π

∫

C

G(z, z0, ξ
2)H

(1)
0 (ξr)ξdξ,

где G(z, z0, ξ
2) – функция Грина следующей крае-

вой задачи:

G′′

1 +

(

ω2

c21(z)
− ξ2

)

G1 = −δ(z − z0), 0 ≤ z ≤ h1,

G′′

2 + (k2
2 − ξ2)G2 = 0, z > h1,

G1(0) = 0, ρ1G1(h1) = ρ2G2(h1),

G′

1(h1) = G′

2(h1).

Здесь δ(z) – дельта-функция Дирака;
k2=ω/c2(1−iγ); γ – коэффициент затухания.

Разбив полупространство [0;∞) на две части,
определим функцию Грина на двух слоях [0; h1] и
(h1;∞). В жидком однородном полупространстве
с постоянным профилем скорости звука c2 функ-
ция Грина G2 имеет вид

G2 = L exp

(

−i
√

k2
2 − ξ2z

)

,

где L – константа, определяемая из условий непре-
рывности звукового поля на границе слоев z=h1

для волновода Пекериса.
В случае двухслойной модели волновода на

абсолютно жестком основании, где второй слой
представляет собой “жидкий” грунт глубины
(h−h1) с постоянным профилем скорости звука c2,
решение краевой задачи (2) на отрезке z∈ [h1; h]
представляется так:

ψ2 = C1,2 sin

(

√

k2
2 − ξ2z

)

+C2,2 cos

(

√

k2
2 − ξ2z

)

,

где C1,2 и C2,2 – неопределенные коэффициенты.
Использование граничного условия на дне дает

ψ′

2 =

[

C1,2 cos

(

√

k2
2 − ξ2h

)

−

−C2,2 sin

(

√

k2
2 − ξ2h

)]

√

k2
2 − ξ2 = 0,

откуда после алгебраических преобразований сле-
дует

C1,2 = C2,2tg

(

√

k2
2 − ξ2z

)

,

ψ2 = C2,2

[

cos(
√

k2
2 − ξ2z)+

+i th

(

√

ξ2 − k2
2z

)

sin(
√

k2
2 − ξ2z)

]

.

Если γ 6=0 при h→∞, то с учетом асимптотиче-
ской формулы (5) получаем

C2,2

[

cos(
√

k2
2 − ξ2z) − i sin

(

√

k2
2 − ξ2z

)]

→

→ L exp

(

−i
√

k2
2 − ξ2z

)

.

Неопределенный коэффициент C2,2 находим из
системы линейных алгебраических уравнений (3),
которая получена из условий непрерывности зву-
кового поля на границе слоев z=h1 для модели
волновода на абсолютно жестком основании. Лег-
ко понять, что в предельном случае совпадают
также и нормальные моды обоих волноводов.

Таким образом, поскольку волны в “жидком”
дне затухают с глубиной, то для описания процес-
са распространения звуковых волн в слоистой сре-
де можно использовать модель дна, представлен-
ного как однородноым “жидким” полупространс-
твом, так и достаточно глубоким слоем на твердом
основании.
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Таблица. Собственные значения для двух моделей волновода

m ξ0m(h = 60 м) ξ0m(h = 65 м) ξ0m(h = 70 м) ξm
1 0.837758 0.835944 + 0.000091i 0.835944 + 0.000091i 0.835944 + 0.000091i
2 0.830455 + 0.000387i 0.830477 + 0.000364i 0.830478 + 0.000365i 0.830478 + 0.000365i
3 0.821222 + 0.000887i 0.821281 + 0.000828i 0.821283 + 0.000831i 0.821283 + 0.000831i
4 0.808074 + 0.001640i 0.808218 + 0.001500i 0.808221 + 0.001507i 0.808221 + 0.001507i
5 0.790716 + 0.002676i 0.791068 + 0.002417i 0.791067 + 0.002450i 0.791067 + 0.002450i
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Рис. 2. Зависимость h1Im ξ0

от круговой частоты ω

Представляет интерес исследование основных
факторов дальнего распространения в гидроакус-
тических волноводах, наиболее существенно влия-
ющих на звуковое поле. Для этого суммарное по-
ле нормальных волн в водном слое, лежащем на
“жидком” грунте выберем в виде (1). При больших
значениях ξr, используя асимптотическое престав-
ление функции Ханкеля [5], звуковое поле можно
записать так:
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Здесь коэффициенты An в представлении потен-
циала скорости определяются из формулы (4).

Полагая ξ=Re ξ+iIm ξ, представим звуковой
потенциал для нулевой нормальной волны в фор-
ме
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,

позволяющей исследовать особенности поля нуле-
вой нормальной волны, вносящей основной вклад
в распространение звука в водном слое. Как изве-
стно, при отсутствии потерь в грунте закон спа-
дания потенциала с удалением от источника для
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Рис. 3. Зависимость h1Im ξ0

от коэффициента затухания γ

распространяющихся мод соответствует множите-
лю 1/

√
r. При наличии затухания (γ 6=0) появ-

ляется добавочный экспоненциальный множитель

e−Im ξ0r. Это приводит к более быстрому убыва-
нию Φ, определяемому (в расчете на расстояние,
равное глубине водного слоя) величиной h1Im ξ0.

2. ЧИСЛЕННЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Исследуем влияние геометрии нижней грани-
цы h для двухслойной модели волновода. Для
этого выберем однородный слой воды глубины
h1 =54 м с постоянным профилем скорости зву-
ка c1 =1500 м/с, внутри которого расположен то-
чечный источник с частотой f=200 Гц. Второй
слой представляет собой “жидкий” грунт глуби-
ны (h−h1) с постоянным профилем скорости звука
c2 =1600 м/с и затуханием γ=0.0916171, лежащий
на твердом основании. Пусть отношение плотно-
стей будет b2,1 =1.25.

Для сравнения рассмотрим гидроакустический
волновод Занга [8], состоящий из водного слоя, ле-
жащего на жидком полупространстве с теми же
параметрами. В таблице проведено количествен-
ное сопоставление результатов для горизонталь-
ных волновых чисел ξ, полученных для двухслой-
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Рис. 4. Изменение фазовой скорости
нулевой нормальной волны cф при различной
толщине “жидкого” грунта H (ω=100 рад/с)

ной модели волновода на абсолютно жестком осно-
вании при варьировании нижней границы волно-
вода h (ξ0m) и для модели волновода Занга (ξm). Из
представленных данных следует, что спектр крае-
вой задачи двухслойной модели волновода на абсо-
лютно жестком основании уже при h=70 м с точ-
ностью до шести знаков совпадает с дискретной
частью спектра для волновода, дно которого пред-
ставляет собой жидкое полупространство.

Для волновода на абсолютно жестком осно-
вании с параметрами ρ1 =2 г/см3, c1 =1494 м/с,
ρ2 =2 г/см3, c2 =1800 м/с, h1 =100 м, h=120 м,
γ=0.08 на рис. 2 показана частотная зависимость
величины h1Im ξ0 от ω. Из графика видно, что в
диапазоне ω от 80 до 150 рад/с величина h1Im ξ0
монотонно убывает.

Для данной модели волновода представляется
интересным провести исследование нулевого соб-
ственного значения в зависимости от коэффици-
ента затухания γ (ω=100 рад/с). На рис. 3 приве-
дены значения h1Im ξ0 для γ в пределах от 0.09 до
0.6. Отсюда можно сделать вывод о том, что тип
“жидкого” грунта модели волновода на абсолютно
жестком основании оказывает существенное влия-
ние на значение h1Im ξ0.

Изменение фазовой скорости нулевой нормаль-
ной волны

cф =
ω

|Re ξ0|
при различных толщинах “жидкого” грунта
Н=h−h1 в отсутствии потерь (cф =ω/|ξ0|) по-
казывает, что уже при H≥130 м наблюдается
выход на “полупространственную” асимптотику,
см. рис. 4. Кроме того, на рис. 5 приведены отно-
шения cф/c при изменении толщины “жидкого”
грунта. Из графика видно, что влияние этого слоя
на фазовую скорость весьма незначительно и cф/c
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Рис. 5. Изменение величины cф/c при различной
толщине “жидкого” грунта H (ω=100 рад/с)

приближается к единице – скорость нормальной
волны приближается к скорости звука в водной
среде.

Исследуем влияние γ на фазовую скорость нуле-
вой нормальной волны (рис. 6) и отношение cф/c
(рис. 7). Очевидно, что увеличение потерь в дон-
ном слое приводит к некоторому возрастанию этих
параметров. Заметим, однако, что в количествен-
ном отношении наблюдаемые изменения весьма
незначительны.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Результаты численного моделирования созда-
ют предпосылки для использования предложенно-
го метода для оценок структуры звуковых полей
на сложных трассах распространения без прове-
дения дорогостоящих гидроакустических экспери-
ментов.

Представленные формулы позволяют исследо-
вать звуковое поле в слоистом волноводе на аб-
солютно жестком основании с учетом затухания
в “жидком” грунте. С ростом глубины данная
модель вырождается в волновод Пекериса, хоро-
шо зарекомендовавший себя при аналитическом
описании характеристик звукового поля [1 – 3, 7].
Такой предельный переход подтверждает адеква-
тность исследуемой слоистой модели гидроакусти-
ческого волновода.

Известно, что дальнее поле для волновода Пе-
кериса определяется дискретной частью спектра.
Согласно полученным в нашем исследовании ре-
зультатам, собственные числа и функции для мо-
дели гидроакустического плоскослоистого волно-
вода на жестком основании начинают совпадать с
соответствующими величинами в волноводе Пеке-
риса даже при небольших значениях глубины слоя
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Рис. 6. Зависимость фазовой скорости
нулевой нормальной волны cф

от коэффициента затухания γ (ω=100 рад/с)

осадков. Это позволяет в дальнем поле для опи-
сания частичных областей [9] при моделировании
неровностей дна использовать более простую, по
сравнению с волноводом Пекериса, модель плоско-
слоистого волновода на жестком основании.

Изучение поля нулевой нормальной волны в во-
дном слое позволяет судить об акустических ха-
рактеристиках подводного грунта. Зная экспери-
ментальное распределения давления и его фазы по
глубине водного слоя, можно определить параме-
тры осадочных пород. Даны количественные оцен-
ки влияния толщины жидкого грунта и потерь в
нем на акустические характеристики поля, поро-
ждаемого низкочастотным звуковым источником.
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