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Розглянуто поширення плоскої гармонiчної хвилi поздовжнього зсуву у необмеженому середовищi з випадково
розподiленими волокнами при наявностi мiжфазних трiщин. Ефективнi (усередненi) динамiчнi параметри таких
композитiв обчислено за допомогою дисперсiйного спiввiдношення Фолдi. Дослiджено вплив форми волокон,
величин мiжфазних трiщин та напрямку поширення хвиль на їхнi ефективнi фазовi швидкостi й коефiцiєнти
згасання.
КЛЮЧОВI СЛОВА: матричний композит, волокна неканонiчної форми, мiжфазна трiщина, ефективнi параметри

SH-хвиль, метод T -матриць

Рассмотрено распространение плоской гармонической волны продольного сдвига в неограниченной среде, со-
держащей случайно распределенные волокна при наличии межфазных трещин. Эффективные (усредненные)
динамические характеристики таких композитов найдены с помощью дисперсионного соотношения Фолди. Ис-
следовано влияние формы волокон, величин межфазных трещин и направления распространения волн на их
эффективные фазовые скорости и коэффициенты затухания.

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: матричный композит, волокна неканонической формы, межфазная трещина, эффективные

параметры SH-волн, метод T -матриц

A plane time-harmonic SH-wave propagation in an unbounded medium containing the randomly distributed fibers
with interface cracks is investigated. The Foldy’s approximation is applied to estimate the effective (average) dynamic
parameters of such composites. The influence of the fiber shape, debonding (interface crack) sizes and direction of waves
propagation on their effective phase velocities and attenuation coefficients are analyzed.

KEY WORDS: matrix composite, a fiber of non-canonical cross section, interfacial fracture, effective parameters of

SH-waves, T-matrix method

ВСТУП

Частою причиною руйнування волокнистих
композитiв є вiдшарування їх наповнювачiв вiд
матрицi. Це явище потрiбно враховувати при роз-
робцi сучасних методiв неруйнiвного контролю та-
ких матерiалiв [1]. Додатковий iнтерес полягає у
розглядi волокон неканонiчної форми, використа-
ння яких часто покращує мiцнiстнi характеристи-
ки композитних матерiалiв [2].

Дослiдженню ефективних (усереднених) дина-
мiчних характеристик волокнистих композитiв з
мiжфазними вiдшаруваннями присвячено порiв-
няно невелику кiлькiсть публiкацiй. Зокрема, фа-
зовi швидкостi SH-хвиль та вiдповiднi коефiцiєн-
ти згасання у композитах з круговими волокнами
аналiзувались у [1]. У працях [3 – 9] визначались
ефективнi характеристики поздовжнiх i попере-
чних хвиль у пружних середовищах iз множинни-
ми волокнами, трiщинами й абсолютно жорсткими
тонкими включеннями за наявностi або вiдсутно-
стi мiжфазних дефектiв.

Дослiдження згаданих проблем доцiльно по-
чинати з розв’язання задач розсiяння пружних
хвиль вiдповiдними локальними (поодинокими)
неоднорiдностями. Вплив форми ромбоподiбного
включення iз заокругленими кутами на характе-
ристики розсiяння стацiонарних поздовжнiх i по-
перечних хвиль проаналiзовано в [10]. Розсiян-
ня SH-хвиль вiдшарованим круговим включенням
дослiджено у [11]. Дифракцiя поперечних хвиль
горизонтальної поляризацiї на частково вiдша-
рованих тунельних включеннях бiльш складних
форм вивчалась у [12].

Iснують рiзнi пiдходи до визначення ефектив-
них параметрiв матричних композитiв. Їхнiй огляд
i порiвняльний аналiз подано, наприклад, у [5, 6].
Чи не найпоширенiший з них базується на апро-
ксимацiйних спiввiдношеннях Фолдi [13]. Вiн при-
датний для композитiв з незначною концентрацi-
єю наповнювачiв, коли їхньою взаємодiєю можна
знехтувати. У данiй статтi за допомогою цього пiд-
ходу буде визначено й проаналiзовано усередненi
параметри композитних структур у випадку вiд-
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шарованих, випадково розташованих волокон з ви-
падковою або впорядкованою орiєнтацiєю за умов
антиплоскої деформацiї. Для розв’язання вiдпо-
вiдної задачi розсiяння хвиль локальною неоднорi-
днiстю використовується спецiальна модифiкацiя
методу T -матриць (методу нульового поля) [14,15].

1. РОЗСIЯННЯ SH-ХВИЛЬ ЛОКАЛЬНИМ
ВIДШАРОВАНИМ ВКЛЮЧЕННЯМ

Нехай у необмеженому iзотропному пружному
середовищi з модулем зсуву µ1 й густиною ρ1 мi-
ститься пружне цилiндричне включення, яке має
вiдповiднi параметри µ2, ρ2 i поперечний пере-
тин неканонiчної форми W2. На частинi S0 мiж-
фазної границi ∂W2 наявна трiщина, а на дi-
лянцi S1 =∂W2\S0 неоднорiднiсть iдеально кон-
тактує з матрицею. За умов антиплоского зсу-
ву й усталеного режиму коливань композиту пе-
ремiщення у матрицi u1(x) i вiдшарованому во-
локнi u2(x) задовольняють рiвняння Гельмгольца
(W1 =R2\W2) [16]

(∆ + k2
j )uj(x) = 0, x ∈Wj , j = 1, 2 (1)

й граничнi умови

u1(x) = u2(x), γ
∂u1(x)

∂n
=
∂u2(x)

∂n
,

γ =
µ1

µ2
, x ∈ S1 ;

∂uj(x)

∂n
= 0, j = 1, 2, x ∈ S0.

(2)

Тут x=(x1, x2) – декартовi координати з початком
всерединi неоднорiдностi; n – вектор зовнiшньої
одиничної нормалi до контуру ∂W2; k1 i k2 – хви-
льовi числа поперечних хвиль матрицi та включе-
ння вiдповiдно.

На включення набiгає плоска гармонiчна SH-
хвиля

uin(x)=u0 exp[−ik1(x1 cos θin+x2 sin θin)] =

= u0

∑

σ,m

εmb
in
σmRe ψ1σm(x),

(3)

ψjσm(x) = H
(1)
m (kjr)Cσm(θ), j = 1, 2;

binσm = (−i)mCσm(θin);

Cσm(θ) =

{

cosmθ, σ = 1, m = 0, 1, . . .

sinmθ, σ = 2, m = 1, 2; . . .

x1 = r cos θ, x2 = r sin θ, 0 ≤ θ ≤ 2π,

де H(1)
m (x) – функцiя Ханкеля першого роду по-

рядку m; u0 i θin – амплiтуда й кут падiння хвилi;
εm =2−δm0 (δm0 – символ Кронекера); (r, θ) – по-
лярнi координати; ω – частота.

Розсiяне поле us(x) задовольняє умову випромi-
нювання Зоммерфельда [17]

us(x) =
eik1r+iπ/4

√
8πk1r

f(ω, θ) +O(r−1), r → ∞,

us(x) = u1(x) − uin(x),
(4)

де f(ω, θ) – комплексна амплiтуда розсiяння SH-
хвиль.

Розв’язок задачi (1) – (4) шукаємо за допомогою
модифiкованого для даного випадку методу ну-
льового поля (методу T -матриць), який базується
на iнтегральних предстваленнях для перемiщень у
складових композиту [4, 12, 14, 15]:

∫

S

[

u1(x
′)
∂

∂n
G1(x

′,x) −G1(x
′,x)

∂

∂n
u1(x

′)

]

ds+

+uin(x) = 0, x ∈W2;

∫

S

[

u2(x
′)
∂

∂n
G2(x

′,x) −G2(x
′,x)

∂

∂n
u2(x

′)

]

ds =

= 0, x ∈W1;

∫

S

[

u1(x
′)
∂

∂n
G1(x

′,x) −G1(x
′,x)

∂

∂n
u1(x

′)

]

ds+

+uin(x) = u1(x), x ∈W1.
(5)

Тут S=∂W2; Gj(x
′,x) – фундаментальнi розв’яз-

ки рiвнянь (1), якi поданi у виглядi розкладiв за
системою хвильових функцiй (3):

Gj(x
′,x) =

i

4
H

(1)
0 (kj|x − x′|) =

=
i

4

2
∑

σ=1

∞
∑

m=0

ψjσm(x′)Reψjσm(x),

|x′| > |x|, j = 1, 2.

(6)

Урахувавши спiввiдношення (3), (6), а також ор-
тогональнiсть тригонометричних функцiї Cσm(θ),
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з формул (5) отримуємо

∫

S

[

u1
∂

∂n
ψ1σm−ψ1σm

∂

∂n
u1

]

ds = 4iu0b
in
σm,

∫

S

[

u2
∂

∂n
Re ψ2σm−(Re ψ2σm)

∂

∂n
u2

]

ds = 0,

i

4

∫

S

[

u1
∂

∂n
Re ψ1σm−(Re ψ1σm)

∂

∂n
u1

]

ds =

= fσm, m = 0,∞, σ = 1, 2,

us(x) =
∑

σ,m

fσmψ1 σm(x), |x| > r1,

(7)

де r1 – радiус кола, описаного навколо неоднорi-
дностi.

З огляду на характер поведiнки перемiщень i на-
пружень в околi вершин мiжфазної трiщини [18],
невiдомi функцiї ul i ∂ul/∂n, l=1, 2 на контурi
включення подамо у виглядi розкладiв

v(θ) =
∑

σ,m

ασmCσm(θ),

u2(θ) =
∑

σ,m

βσmCσm(θ),
θ ∈ S, (8)

v(θ) =















aZ(θ)
∂u1(θ)

∂n
, θ ∈ S1,

Z(θ)[u1(θ) − u2(θ)], θ ∈ S0;

Z(θ)=























2τ (θ)

√

(2π+θ0−θ)(θ−θ1 )√
2π+θ0−θ1

, θ ∈ S1,

(1+γ)−1τ−1(θ)

√
θ1−θ0

√

(θ−θ0)(θ1−θ)
, θ ∈ S0.

Тут v(θ) та u2(θ) – неперервнi функцiї на
∂W2; a – характерний розмiр розсiювача;
τ (θ)=a−1

√

(r′(θ))2+r2(θ); функцiя r(θ) описує
контур включення в полярнiй системi координат;
θ1−θ0 – кутовий розхил мiжфазної трiщини.
Пiдставляючи ряди (8) у рiвняння (7) i врахо-
вуючи граничнi умови (2), одержуємо систему
лiнiйних алгебраїчних рiвнянь безмежного по-
рядку вiдносно коефiцiєнтiв α=(ασm), β=(βσm)
розкладiв (8) i коефiцiєнтiв f =(fσm) розсiяного

поля у спiввiдношеннях (7):

Q1α +Q2β = 4iu0b,

ReQ3α + ReQ4β = 0,

4if + ReQ1α + ReQ2β = 0.

(9)

Тут b=(bσm), а елементами матриць Q1, Q2,
ReQ3, ReQ4 є контурнi iнтеграли

Q1
σm,σ′m′ =

∫

S0

Z−1(θ)Cσ′m′(θ)
∂ψ1

σm

∂n
ds−

−a−1

∫

S1

Z−1(θ)Cσ′m′ (θ)ψ1
σmds,

Q2
σm,σ′m′ =

∫

S

Cσ′m′ (θ)
∂

∂n
ψ1

σmds,

ReQ3
σm,σ′m′ = −γa−1

∫

S1

Z−1(θ)Cσ′m′ (θ)Re ψ2
σmds,

ReQ4
σm,σ′m′ =

∫

S

Cσ′m′ (θ)
∂

∂n
Re ψ2

σmds.

Систему рiвнянь (9) розв’язуємо методом реду-
кцiї. Шукану величину f можна подати також у
матричному виглядi:

f = −(ReQ1
ReQ2)





Q1 Q2

ReQ3
ReQ4





−1

×

×





u0b

0



 = u0Tb,

де T – матриця переходу [15]. Зi спiввiдно-
шень (4), (7) отримуємо амплiтуду розсiяного по-
ля:

f(ω, θ) = 4u0

2
∑

σ,σ′=1

∞
∑

m,m′=0

εmi
−m−m′×

×Tσm,σ′m′Cσ′m′ (θin)Cσm(θ),

(10)

де Tσm,σ′m′ – елементи T -матрицi.

2. ЕФЕКТИВНI ДИНАМIЧНI ВЛАСТИВОС-
ТI МАТРИЧНИХ КОМПОЗИТIВ

Нехай у пружному середовищi з масивом час-
тково вiдшарованих випадково розподiлених вза-
ємно паралельних волокон поширюється плоска
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SH-хвиля. Просторова орiєнтацiя волокон мо-
же бути випадковою або впорядкованою, форми
їхнього поперечного перерiзу й мiжфазних трiщин
вважаємо однаковими.

Реакцiя такого композитного тiла на динамiчнi
збурення характеризується дисперсiєю та згасан-
ням хвиль, спричиненими процесом їх розсiяння
локальними неоднорiдностями [1, 5]. Таке явище
можна описати за допомогою комплексного зале-
жного вiд частоти хвильового числа [1]

K(ω) =
ω

c(ω)
+ i α(ω), (11)

де c(ω), α(ω) – ефективна фазова швидкiсть попе-
речних хвиль i коефiцiєнт згасання вiдповiдно.

Залежнiсть хвильового числа K(ω) вiд фiзичних
i геометричних параметрiв композиту знаходимо
iз дисперсiйного спiввiдношення Фолдi [5, 13]:

K2(ω) = k2
1 +

ε

πa2
F. (12)

Тут πa2 – площа поперечного перерiзу волокна
(a – його характерний розмiр); ε – об’ємна кон-
центрацiя волокон.

Величина F визначається амплiтудою розсiяння
SH-хвилi (3) локальним включенням у напрямку
“вперед” (у випадку (10) це θ=θin). Для впорядко-
вано орiєнтованих волокон справедливе спiввiдно-
шення

F = f (ω, θin) = 4

2
∑

σ,σ′=1

∞
∑

m,m′=0

εmi
−m−m′×

×Tσm,σ′m′Cσ′m′ (θin)Cσm(θin).

(13)

Для випадково орiєнтованих волокон F визначає-
ться як усереднене значення амплiтуди розсiяння
при всiх можливих орiєнтацiях:

F =
1

2π

2π
∫

0

f(ω, θin)dθin = 4
∑

σ,m

Tσm,σm . (14)

Таким чином, знаючи T -матрицю задачi розсi-
яння плоскої хвилi (3) на поодинокому включен-
нi, зi спiввiдношень (11) – (14) визначаємо нормо-
ванi ефективнi фазову швидкiсть c̄(ω) та коефi-
цiєнт згасання ᾱ(ω) поперечних хвиль, що поши-
рюються в композитi iз частково вiдшарованими
волокнами:

c̄(ω) =
c(ω)

cs1
=

k1

Re [K(ω)]
,

ᾱ(ω) =
2πaα(ω)

ε
=

2πa

ε
Im [K(ω)].

(15)

Тут cs1 =ω/k1 – швидкiсть SH-хвиль у матрицi.
Зазначимо, що спiввiдношення (11) – (15), якi

базуються на дисперсiйному рiвняннi Фолдi, при-
датнi для композитiв з незначною концентрацiєю
наповнювачiв, коли можна знехтувати їхньою вза-
ємодiєю. Правомiрнiсть застосування такого пiд-
ходу для дослiдження матричних композитних
структур iз випадково розподiленими неоднорi-
дностями дослiджено в [5, 8].

3. ЧИСЛОВИЙ АНАЛIЗ ЕФЕКТИВНИХ ДИ-
НАМIЧНИХ ПАРАМЕТРIВ

Розглянемо матричний композит з волокнами,
контур поперечного перерiзу яких задано параме-
тричним рiвнянням

r(β) = a

√

1 + δ2 − 2δ cos(N + 1)β

1 − δ2N
,

θ(β) = arctg
sinβ + δ sinNβ

cosβ − δ cosNβ
,

0 ≤ β ≤ 2π.

Волокна можуть мати форму елiпса (N=1,
0≤δ<1), рiвностороннього трикутника (N=2,
δ=1/4) або квадрата (N=3, δ=1/9) iз заокру-
гленими кутами. Зазначимо, що площi їхнiх по-
перечних перерiзiв дорiвнюють площi круга ра-
дiуса a. Вважаємо також, що матерiал матри-
цi – епоксид (µ1 =1.28 ГПа, ρ1 =1250 кг/м3), а ма-
терiал частково вiдшарованих включень – скло
(µ2 =29.9 ГПа, ρ2 =2550 кг/м3). Об’ємна концен-
трацiя волокон становить ε=0.1.

На рис. 1 – 4 наведено частотнi залежностi нор-
мованих фазових швидкостей c̄ i коефiцiєнтiв по-
глинання ᾱ поперечних хвиль (15) у композитi
з довiльно орiєнтованими волокнами квадратної
(рис. 1, 2) i трикутної (рис. 3, 4) форм для рiз-
них величин мiжфазних трiщин. Iз графiкiв ви-
дно, що в дiапазонi хвильових розмiрiв 0<k1a<1.5
(низькi частоти) зi збiльшенням зони вiдшаруван-
ня коефiцiєнт згасання хвиль зростає, а в дiапазонi
1.5<k1a≤4 (резонанснi частоти) – спадає. Фазова
швидкiсть хвиль зменшується з ростом вiдшарува-
ння майже у всьому розглянутому частотному дiа-
пазонi. Аналогiчний характер поведiнки ефектив-
них динамiчних параметрiв у залежностi вiд вели-
чини мiжфазних вiдшарувань спостерiгається i у
випадку кругових волокон [1]. Окрiм цього, часто-
тнi залежностi швидкостей c̄ мають локальнi ма-
ксимуми й мiнiмуми, що свiдчить про iснування
вузьких смуг частот бездисперсiйного поширення
хвиль.
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Рис. 1. Дисперсiйнi кривi для швидкостей c̄

при випадково орiєнтованих квадратних волокнах
i рiзних величинах мiжфазних трiщин θ1
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Рис. 2. Спектральнi залежностi коефiцiєнта ᾱ

при випадково орiєнтованих квадратних волокнах
i рiзних величинах мiжфазних трiщин θ1

На рис. 5 – 8 зображено спектральнi залежностi
для ефективних параметрiв SH-хвиль у матрично-
му композитi з однаково орiєнтованими волокна-
ми квадратної (рис. 5, 6) i трикутної (рис. 7, 8)
форм при рiзних θin. Усi волокна вважаємо вiдша-
рованими вiд матрицi уздовж однiєї зi своїх сто-
рiн. Iз графiкiв видно, що для волокон трикутної
форми в дiапазонi хвильових розмiрiв 0<k1a≤4
максимальне згасання хвиль спостерiгається при
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Рис. 3. Дисперсiйнi кривi для швидкостей c̄

при випадково орiєнтованих трикутних волокнах
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Рис. 4. Частотнi залежностi коефiцiєнта ᾱ

при випадково орiєнтованих трикутних волокнах

поширеннi хвилi в напрямку, перпендикулярно-
му до мiжфазної трiщини. Для композитiв з во-
локнами квадратної форми на низьких частотах
(0<k1a≤0.7) коефiцiєнт ᾱ несуттєво залежить вiд
напрямку поширення хвилi, а в околах резонан-
сних частот (1<k1a<2.2 i 3<k1a≤4) найбiль-
ше згасання спостерiгається при θin =0. Для обох
форм наповнювачiв ефективнi швидкостi c̄ у ча-
стотному дiапазонi 0<k1a<2 виявились наймен-
шими при поширеннi у напрямку, нормальному до
мiжфазної трiщини.
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Рис. 5. Дисперсiйнi кривi для швидкостей c̄

при однаково орiєнтованих квадратних волокнах
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Рис. 6. Частотнi залежностi коефiцiєнта ᾱ

для композиту iз однаково орiєнтованими
квадратними волокнами

Аналiз наведених графiчних залежностей для
композитiв iз впорядковано орiєнтованими воло-
кнами в сукупностi з результатами дослiдження
[8] дозволяє зробити висновок, що матерiал такої
структури – ортотропний. Тому хвильове число
K(ω, θin) SH-хвиль в дiапазонi низьких частот мо-
жна наближено подати у виглядi

K2(ω, θin) =
k2
1

a2
1(ω) cos2 θin + a2

2(ω) sin2 θin
, (16)
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Рис. 7. Дисперсiйнi кривi для c̄ при однаково
орiєнтованих трикутних волокнах
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Рис. 8. Частотнi залежностi коефiцiєнта ᾱ

для композиту iз однаково орiєнтованими
трикутними волокнами при рiзних кутах

поширення хвилi

де a1(ω), a2(ω) – комплекснi частотно залежнi
числа, якi можна визначити з формули (12), по-
клавши, наприклад, θin =0 та θin =π/2. Маючи
їхнi величини, зi спiввiдношень (15), (16) набли-
жено визначаємо ефективнi параметри композиту
c̄ i ᾱ при iнших напрямках поширення SH-хвилi.
Максимальна вiдносна похибка мiж цими й то-
чними значеннями, отриманими на основi вира-
зiв (12), (13), не перевищувала 1 % при 0<k1a<1.
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ВИСНОВКИ

1. Методика визначення ефективних (усередне-
них) динамiчних характеристик матричних
композитiв з випадково розташованими вiд-
шарованими наповнювачами невпорядкованої
або впорядкованої орiєнтацiї за умов анти-
плоскої деформацiї базується на поєднаннi
апроксимацiйних дисперсiйних спiввiдношень
Фолдi й методу T -матриць (методу нульового
поля).

2. Показано, що для рiзних форм випадково
орiєнтованих волокон зi збiльшенням зони
вiдшарування коефiцiєнт згасання SH-хвиль
зростає в дiапазонi низьких i спадає в дiа-
пазонi резонансних частот. Фазова швидкiсть
хвиль зменшується з ростом вiдшарування
майже у всiй розглянутiй частотнiй смузi.

3. Встановлено iснування вузьких смуг частот
бездисперсiйного поширення SH-хвиль у ком-
позитах з випадково або однаково орiєнтова-
ними вiдшарованими наповнювачами.
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