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Й РIВНЯННЯ ГЕЛЬМГОЛЬЦА ДЛЯ НЕСКIНЧЕННОГО

ПРЯМОГО ЖОРСТКОСТIННОГО КАНАЛУ КРУГОВОГО
ПОПЕРЕЧНОГО ПЕРЕРIЗУ З ОСЕРЕДНЕНОЮ ТЕЧIЄЮ
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Побудованi функцiї Грiна тривимiрного хвильового рiвняння й тривимiрного рiвняння Гельмгольца для нескiнчен-
ного прямого жорсткостiнного каналу кругового поперечного перерiзу з осередненою течiєю. Цi функцiї записую-
ться у виглядi вiдповiдних рядiв за акустичними модами каналу i є перiодичними по азимутальнiй координатi та

симетричними вiдносно осьового перерiзу розташування точкового джерела. У функцiї Грiна хвильового рiвняння
кожен член ряду є сумою прямої й зворотньої хвиль, якi поширюються на вiдповiднiй модi каналу вниз i вгору
за течiєю вiд джерела. У побудованих функцiях Грiна в явному виглядi вiдображенi ефекти осередненої течiї, якi
стають вагомiшими зi зростанням числа Маха течiї. Зокрема, це зумовлює появу й подальше збiльшення асиметрiї
функцiй вiдносно поперечного перерiзу розташування точкового джерела. У випадку ж вiдсутностi осередненої течiї

побудованi функцiї Грiна симетричнi вiдносно поперечного перерiзу джерела i спiвпадають з вiдомими функцiями
Грiна для дослiджуваного каналу.

Построены функции Грина трехмерного волнового уравнения и трехмерного уравнения Гельмгольца для беско-
нечного прямого жесткостенного канала кругового поперечного сечения с осредненным течением. Эти функции

записываются в виде соответствующих рядов по акустическим модам канала. Они периодичны по азимутальной
координате и симметричны относительно осевого сечения расположения точечного источника. В функции Грина
волнового уравнения каждый член ряда является суммой прямой и обратной волн, распространяющихся на соо-
тветствующей моде канала вниз и вверх по течению от источника. В построенных функциях Грина в явном виде
отражены эффекты осредненного течения, которые становятся более существенными с увеличением числа Маха

течения. В частности, это приводит к появлению и дальнейшему увеличению асимметрии функций относительно
поперечного сечения, в котором расположен источник. В случае же отсутствия осредненного течения построенные
функции Грина симметричны относительно поперечного сечения источника и совпадают с известными функциями
Грина для исследуемого канала.

The Green’s functions of three-dimensional wave and Helmholtz equations for an infinite straight rigid-walled channel of
circular cross-section with a mean flow are constructed. These functions are written in terms of the corresponding series
of the channel acoustic modes. They are periodic in azimuthal coordinate and symmetric about the axial section of the
point source location. In the Green’s function of the wave equation, each term of the series is a sum of the direct and

reverse waves propagating on the corresponding channel mode downstream and upstream of the source. In the obtained
Green’s functions, the mean flow effects are directly reflected, that become more significant as the flow Mach number
increases., In particular, this leads to occurrence and further growth of the functions’ asymmetry about the cross-section
of the source location. In the case of absence ща mean flow, the obtained Green’s functions are symmetric about source
cross-section and coincide with known Green’s functions for the considered channel.

ВСТУП

Проблеми дослiдження акустичних полiв у ка-
налах рiзних геометрiй та розмiрiв актуальнi для
нафтогазової промисловостi, автомобiле- та лiта-
кобудування, архiтектури, медицини, комунально-
го господарства, тощо [1 – 7]. Усi вони, незалежно
вiд типу каналiв й акустичних джерел у них, у
принципi можуть бути розв’язанi за допомогою
одного й того ж пiдходу – методу функцiй Грiна.
Проте його застосування доцiльне лише за умови
iснування принципової можливостi побудови вiд-
повiдної функцiї Грiна. Ця можливiсть залежить
вiд багатьох факторiв – геометрiї дослiджуваного
каналу й форми його поперечного перерiзу, фiзи-
чних властивостей стiнок i умов закрiплення, вла-
стивостей оточуючого i внутрiшнього середовищ,

акустичних умов на кiнцях каналу, наявнiсть або
вiдсутнiсть течiї в ньому, i т. п.

Як показує аналiз наукової лiтератури, най-
бiльш дослiдженi нескiнченнi прямi жорсткостiннi
канали з прямокутним чи круговим поперечним
перерiзом (див., наприклад, [1 – 3,8 – 18] i вiдповiд-
нi посилання у них). Для них побудовано вiдпо-
вiднi функцiї Грiна хвильового рiвняння й рiвнян-
ня Гельмгольца, за допомогою яких одержано ви-
рази для рiзних характеристик акустичних полiв,
згенерованих вiдповiдними джерелами у каналах.
Проте всi цi результати, як правило, обмежуються
випадком вiдсутностi течiї в каналi. Якщо ж наяв-
нiсть течiї й береться до уваги, то її вплив у вiд-
повiдних функцiях Грiна та/або кiнцевих резуль-
татах проявляється лише у неявному виглядi. У
виглядi явних математичних залежностей дослi-
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Рисунок. Геометрiя задачi

джуваних характеристик акустичних полiв вiд па-
раметрiв течiї цi ефекти проявляються лише у вiд-
повiдних масштабних законах i рiзного роду кiль-
кiсних оцiнках [1 – 3,8 – 12,14 – 18].

У данiй роботi зроблено спробу частково усу-
нути цей недолiк. Тут побудованi функцiї Грi-
на хвильового рiвняння й рiвняння Гельмгольца
для нескiнченного прямого жорсткостiнного ка-
налу кругового поперечного перерiзу з осередне-
ною течiєю. Одержанi при цьому результати яв-
ним чином залежать вiд параметрiв течiї, а у разi
її вiдсутностi – спiвпадають з вiдомими результа-
тами [1, 8, 11, 12, 14 –18].

Стаття складається iз вступу, трьох роздiлiв,
висновкiв, списку лiтератури й двох додаткiв. У
роздiлi 1 формулюється задача. Далi будуються
функцiї Грiна хвильового рiвняння (роздiл 2) й
рiвняння Гельмгольца (роздiл 3) для дослiджува-
ного каналу з осередненою течiєю i проводиться їх
аналiз. Пiсля цього формулюються висновки, на-
водиться список цитованої лiтератури. У додатках
А i Б вiдповiдно даються список прийнятих по-
значень й детальне виведення загального спiввiд-
ношення мiж функцiями, якi використовуються у
роздiлi 3.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧI

Розглядається нескiнченний прямий нерухомий
жорсткостiнний канал кругового поперечного пе-
рерiзу з радiусом a, у якому з осередненою осьо-
вою швидкiстю U тече рiдина. Зауважимо, що тут
не вводятся нi в’язкiсть рiдини, нi її масова густи-
на. Оскiльки вважатимемо, що згенерований звук
поширюється в iдеальному стисливому середови-
щi [1 –3, 12 –20], то перша зi згаданих характери-
стик взагалi не вiдiграватиме нiякої ролi. Що ж
до густини, то вона увiйде до кiнцевого результату
лише у неявному виглядi – через наперед задану
швидкiсть звуку в незбуреному середовищi.

У каналi заданi довiльним чином розподiле-
нi акустичнi джерела рiзної природи, якi гене-
рують в ньому акустичне поле. Останнє описує-
ться тривимiрним хвильовим рiвнянням специфi-
чного типу, яке у науковiй лiтературi часто нази-
вають тривимiрним конвективним хвильовим рiв-
нянням [14 – 16,19, 20]:

1

c2
0

d2pa

dt2
−∇2pa = γ. (1)

Тут pa – акустичний тиск; c0 – швидкiсть звуку в
незбуренiй рiдинi; t – час; функцiя γ описує сумар-
ний розподiл акустичних джерел. Необхiдно побу-
дувати функцiю Грiна рiвняння (1) для дослiджу-
ваного каналу, а також функцiю Грiна його обра-
зу Фур’є у частотнiй областi, який за аналогiєю з
рiвнянням (1) часто називають тривимiрним кон-
вективним рiвнянням Гельмгольца [14 – 16,19, 20].

Наявнiсть термiну “конвективне” у назвi рiвня-
ння (1) зумовлена тим, що у нього входить повна
похiдна d/dt=∂/∂t+~U · ~∇, яка мiстить iндуковану
осередненою течiєю ненульову конвективну скла-
дову ~U · ~∇. Тут ~U – вектор швидкостi осередненої
течiї; ~∇ – оператор градiєнта; крапкою позначене
скалярне множення векторiв [14 – 16,19 –22]. У ра-
зi вiдсутностi осередненої течiї (~U =0) повна похi-
дна за часом спiвпадає з частинною – d/dt⇒∂/∂t,
а рiвняння (1) – з класичним тривимiрним хвильо-
вим рiвнянням

1

c2
0

∂2pa

∂t2
−∇2pa = γ.

2. ФУНКЦIЯ ГРIНА ТРИВИМIРНОГО КОН-
ВЕКТИВНОГО ХВИЛЬОВОГО РIВНЯННЯ

Функцiя Грiна G(~r, t; ~r0, t0) тривимiрного конве-
ктивного хвильового рiвняння (1) має задовольня-
ти рiвняння

1

c2
0

d2G

dt2
−∇2G = δ(~r − ~r0)δ(t − t0) (2)

(тут δ(~r−~r0) – просторова тривимiрна а δ(t− t0) –
часова одновимiрна дельта-функцiї Дiрака) i опи-
сує акустичний тиск у точцi поля ~r в момент часу
t, згенерований у каналi в момент часу t0 точко-
вим iмпульсним джерелом одиничної амплiтуди,
розташованим у точцi ~r0 (див. рисунок).

У цилiндричнiй системi координат (r, ϕ, z), яка
вводиться для розв’язування задачi, рiвняння (2)
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має такий вигляд:

1

c2
0

d2G

dt2
−

[

1

r

∂

∂r

(

r
∂G

∂r

)

+
1

r2

∂2G

∂ϕ2
+

∂2G

∂z2

]

=

=
1

r
δ(r − r0)δ(ϕ − ϕ0) δ(z − z0)δ(t − t0).

(3)

Тут друга повна похiдна за часом, через яку вiд-
ображенi ефекти осередненої течiї, записується на-
ступним чином:

d2

dt2
=

(

∂

∂t
+ ~U · ~∇

)2

=

(

∂

∂t
+ U

∂

∂z

)2

=

=
∂2

∂t2
+ 2U

∂2

∂t∂z
+ U2 ∂2

∂z2
.

(4)

Вектор швидкостi осередненої течiї ~U та оператор
набла ~∇ виглядають так:

~U = Ur~er + Uϕ~eϕ + Uz~ez = U~ez;

~∇ =
∂

∂r
~er +

1

r

∂

∂ϕ
~eϕ +

∂

∂z
~ez;

де ~er, ~eϕ та ~ez – орти координатних осей r, ϕ та z
вiдповiдно. Координати i час змiнюються у таких
межах:

0 ≤ r, r0 ≤ a; 0 ≤ ϕ, ϕ0 ≤ 2π; |z| < ∞;

|z0| < ∞; |t| < ∞; |t0| < ∞.

Граничнi умови для функцiї G виглядають як
рiвнiсть нулевi її радiальної похiдної на нерухомiй
жорсткiй стiнцi дослiджуваного каналу:

∂G

∂r

∣

∣

∣

∣

r=a

= 0, (5)

що означає рiвнiсть нулевi норамальної до стiн-
ки компоненти акустичної швидкостi, й умова ви-
промiнювання у нескiнченнiсть, що означає вiдсу-
тнiсть вiдбиття звуку на його безмежно вiддале-
них кiнцях.

Окрiм цього, функцiя G має бути перiодичною
вiдносно азимутальної координати ϕ:

G|ϕ=ϕ∗+2nπ = G|ϕ=ϕ∗
, n = ±1,±2, . . . , (6)

симетричною вiдносно площини ϕ=ϕ0 розташува-
ння точкового джерела:

G|ϕ=ϕ0+∆ϕ = G|ϕ=ϕ0−∆ϕ, ∆ϕ > 0 (7)

й задовольняти умову причинностi [11, 12, 14 – 16,
23]:

G|t<t0 = 0, (8)

яка говорить про те, що до початку генерацiї звуку
цим джерелом акустичного поля в каналi не було.

Розв’язок початково-граничної задачi (3) – (8)
шукаємо у виглядi ряду за акустичними модами
каналу {Ψ(1)

nm, Ψ
(2)
nm}:

G(r, ϕ, z, t; r0, ϕ0, z0, t0) =

=

2
∑

j=1

∞
∑

n=0

∞
∑

m=1

G(j)
nm(z, t; r0, ϕ0, z0, t0)×

×Ψ(j)
nm(r, ϕ),

(9)

де
Ψ(1)

nm(r, ϕ) = Jn(αnmr) cos(nϕ);

Ψ(2)
nm(r, ϕ) = Jn(αnmr) sin(nϕ);

Jn – цилiндричнi функцiї Бесселя першого роду
порядку n; αnm=ζnm/a – радiальнi хвильовi чис-
ла; ζnm – коренi рiвняння

J ′
n(ζnm) = 0; m = 1, 2, . . . ;

Ψ
(2)
0m≡0. Вибрана у такому виглядi функцiя G то-

тожно задовольняє умову (5) на жорсткiй стiнцi.
У представленнi (9) невiдомими є коефiцiєнти

G
(j)
nm. Для їх визначення пiдставимо ряд (9) у роз-

писане з урахуванням виразу (4) рiвняння (3), по-
множимо одержане при цьому спввiдношення ска-
лярно на функцiї Ψ

(j)
nm i врахуємо ортогональнiсть

останнiх:

a
∫

0

2π
∫

0

Ψ(j)
nm(r, ϕ)Ψ(l)

sq (r, ϕ)rdrdϕ =

=







‖Ψ(j)
nm‖2, (s, q, l) = (n, m, j),

0, (s, q, l) 6= (n, m, j),

(10)

‖Ψ(1)
nm‖2 =

a
∫

0

2π
∫

0

Ψ(1)2
nm (r, ϕ)rdrdϕ =

=















πa2J2
0 (α0ma), n = 0,

πa2

2
J2

n(αnma)

[

1 − n2

α2
nma2

]

, n ≥ 1;

‖Ψ(2)
nm‖2 =

a
∫

0

2π
∫

0

Ψ(2)2
nm (r, ϕ)rdrdϕ =

=







0, n = 0,

‖Ψ(1)
nm‖2, n ≥ 1.
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У результатi одержимо неоднорiдне диференцiаль-
не рiвняння для величин G

(j)
nm:

1

c2
0

∂2G
(j)
nm

∂t2
+ 2

M

c0

∂2G
(j)
nm

∂t∂z
−

−(1 − M2)
∂2G

(j)
nm

∂z2
+ α2

nmG(j)
nm =

=
Ψ

(j)
nm(r0, ϕ0)

‖Ψ(j)
nm‖2

δ(z − z0)δ(t − t0),

(11)

в якому M =U/c0 – число Маха осередненої те-
чiї в каналi, квадрати норм його акустичних мод
‖Ψ(j)

nm‖2 даються виразами (10), а межi змiни змiн-
них r0, ϕ0, z, z0, t i t0 вказанi пiсля рiвняння (4).

Аналiз рiвняння (11) показує, що воно, за вийня-
тком доданкiв, якi мiстять число M , спiвпадає
з класичним одновимiрним рiвнянням Кляйна –
Гордона, розв’язок якого для нескiнченної обла-
стi вiдомий [11, 12]. Оскiльки зазначенi доданки
з’являються внаслiдок iснування у рiвняннi (3)
вiдмiнної вiд нуля конвективної похiдної U∂/∂z,
то їх можна назвати конвективними, а саме рiв-
няння (11) – одновимiрним конвективним рiвнян-
ням Кляйна – Гордона. Щоб позбутися конвектив-
них доданкiв, уведемо новi безрозмiрнi змiннi:

Z=
λz

a
, Z0 =

λz0

a
, T =λ−1 c0t

a
+M

λz

a
,

T0 =λ−1 c0t0
a

+ M
λz0

a
, λ=

1√
1−M2

.

(12)

Зворотний зв’язок мiж змiнними {z, z0, t, t0} i
{Z, Z0, T, T0} має такий вигляд:

z =
aZ

λ
, z0 =

aZ0

λ
,

t =
λa

c0
(T − MZ), t0 =

λa

c0
(T0 − MZ0).

(13)

У змiнних (12) конвективнi доданки у лiвiй ча-
стинi рiвняння (11) зникають i воно стає зазначе-
ним рiвнянням Кляйна – Гордона [11, 12]:

∂2G
(j)
nm

∂T 2
− ∂2G

(j)
nm

∂Z2
+ α2

nma2G(j)
nm =

= a2 Ψ
(j)
nm(r0, ϕ0)

‖Ψ(j)
nm‖2

δ

(

a

λ
(Z − Z0)

)

×

×δ

(

λa

c0
(T − T0 − M(Z − Z0))

)

(14)

в областi

|Z| < ∞, |Z0| < ∞, |T | < ∞, |T0| < ∞.

Розв’язок рiвняння (14) для неї задається супер-
позицiєю прямої й зворотньої хвиль, якi поширю-
ються вiдповiдно вправо та влiво вiд iмпульсного
джерела, розташованого у точцi Z =Z0 [11, 12]:

G(j)
nm =

c0

2

Ψ
(j)
nm(r0, ϕ0)

‖Ψ(j)
nm‖2

[

H(Z0 − Z)×

×H(T − T0 + Z − Z0) + H(Z − Z0)×

×H(T − T0 − (Z − Z0))

]

×

×J0

(

αnma
√

(T − T0)2 − (Z − Z0)2
)

.

(15)

Тут через

H(x) =

x
∫

−∞

δ(η)dη =

{

0, x < 0,

1, x ≥ 0

позначено функцiю Хевiсайда [11, 12, 14 – 20].
Окрiм того, було взято до уваги умову випромi-
нювання у нескiнченнiсть, яку має задовольняти
функцiя G.

Урахування у формулi (15) спiввiдношень (12)
дозволяє одержати остаточнi вирази для функцiо-
нальних коефiцiєнтiв G

(j)
nm у представленнi (9):

G(j)
nm =

c0

2

Ψ
(j)
nm(r0, ϕ0)

‖Ψ(j)
nm‖2

[

H

(

λ

a
(z0 − z)

)

×

×H

(

c0

λa
(t − t0) + (M + 1)

λ

a
(z − z0)

)

+

+H

(

λ

a
(z − z0)

)

H

(

c0

λa
(t − t0) + (M − 1)×

×λ

a
(z − z0)

)]

J0

(

αnma
√

ξ

)

,

(16)

де

ξ =
c2
0

λ2a2
(t − t0)

2 + 2
c0M

a2
(t − t0)(z − z0)+

+(M2 − 1)
λ2

a2
(z − z0)

2.

Пiдстановка величин (16) у спiввiдношення (9)
дає вираз для шуканої функцiї Грiна рiвняння (1)
для нескiнченного прямого жорсткостiнного кана-
лу кругового поперечного перерiзу з осередненою
течiєю:

12 А. О. Борисюк
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G(r, ϕ, z, t; r0, ϕ0, z0, t0) =

=

2
∑

j=1

∞
∑

n=0

∞
∑

m=1

G(j)
nm(z, t; r0, ϕ0, z0, t0)×

×Ψ(j)
nm(r, ϕ) =

c0

2

[

H

(

λ

a
(z0 − z)

)

×

×H

(

c0

λa
(t − t0) + (M + 1)

λ

a
(z − z0)

)

+

+H

(

λ

a
(z − z0)

)

H

(

c0

λa
(t − t0) + (M − 1)×

×λ

a
(z − z0)

)] 2
∑

j=1

∞
∑

n=0

∞
∑

m=1

Ψ
(j)
nm(r0, ϕ0)

‖Ψ(j)
nm‖2

×

×Ψ(j)
nm(r, ϕ)J0

(

αnma
√

ξ
)

.

(17)

Бачимо, що функцiя Грiна (17) записується у
виглядi ряду за акустичними модами дослiджува-
ного каналу Ψ

(j)
nm, кожен член якого являє собою

суму прямої й зворотньої хвиль, якi поширюються
на вiдповiднiй модi вниз i вгору за течiєю вiд оди-
ничного точкового iмпульсного джерела, розташо-
ваного у поперечному перерiзi каналу z=z0. При
цьому функцiя G перiодична за ϕ, симетрична вiд-
носно площини ϕ=ϕ0 i задовольняє умову при-
чинностi. Як уже зазначалося, функцiя G задо-
вольняє також умову (5) на стiнцi каналу i умову
випромiнювання.

Подальший аналiз спiввiдношення (17) показує,
що побудована функцiя Грiна у явному виглядi –
через параметри M i λ=λ(M) – вiдображає ефек-
ти осередненої течiї. Вони стають вагомiшими зi
зростанням числа M , зумовлюючи, зокрема, по-
яву i подальше збiльшення асиметрiї функцiї G
вiдносно площини розташування джерела z=z0.
У випадку ж вiдсутностi осередненої течiї (M =0,
λ=1) функцiя (17) стає симетричною вiдносно
площини z=z0 i спiвпадає з вiдомою функцiєю
Грiна класичного тривимiрного хвильового рiвня-
ння для дослiджуваного каналу [1, 11, 12, 14 –16]:

G|M=0 =
c0

2
×

×
[

H

(

1

a
(z0 − z)

)

H

(

c0

a
(t − t0) +

1

a
(z − z0)

)

+

+H

(

1

a
(z − z0)

)

H

(

c0

a
(t − t0) −

1

a
(z − z0)

)]

×

×
2

∑

j=1

∞
∑

n=0

∞
∑

m=1

Ψ
(j)
nm(r0, ϕ0)

‖Ψ(j)
nm‖2

Ψ(j)
nm(r, ϕ)×

×J0

(

αnm

√

c2
0(t − t0)2 − (z − z0)2

)

.

3. ФУНКЦIЯ ГРIНА ТРИВИМIРНОГО КОН-
ВЕКТИВНОГО РIВНЯННЯ ГЕЛЬМГОЛЬЦА

Як було вiдзначено в кiнцi роздiлу 1, тривимiр-
не конвективне рiвняння Гельмгольца є образом
Фур’є рiвняння (1) у частотнiй областi. У цилiн-
дричнiй системi координат воно має такий вигляд:

∇2
(r,ϕ,z)p̆a +k2

0 p̆a + i2k0M
∂p̆a

∂z
−M2 ∂2p̆a

∂z2
= γ̆. (18)

Як i для вiдповiдного хвильового рiвняння, тер-
мiн “конвективне” в даному разi вказує на наяв-
нiсть ненульової конвективної похiдної за рахунок
осередненої течiї.

Тут p̆a i γ̆ – частотнi образи Фур’є функцiй pa i γ
вiдповiдно; k0=ω/c0 – акустичне хвильове число;
ω – циклiчна частота; ∇2

(r,ϕ,z) – оператор Лапласа,

∇2
(r,ϕ,z) =

1

r

∂

∂r

(

r
∂

∂r

)

+
1

r2

∂2

∂ϕ2
+

∂2

∂z2
.

Окрiм того, при застосуваннi до рiвняння (1) ча-
сового перетворення Фур’є

f̆(~r, ω) =
1

2π

∞
∫

−∞

f(~r, t)eiωtdt,

f(~r, t) =

∞
∫

−∞

f̆(~r, ω)e−iωtdω

було враховано вираз (4) для другої повної похiд-
ної за часом.

Функцiя Грiна G̃(~r, ~r0; ω) рiвняння (18) в областi

0 ≤ r, r0 ≤ a; 0 ≤ ϕ, ϕ0 ≤ 2π;

|z| < ∞; |z0| < ∞

має задовольняти рiвняння

∇2
(r,ϕ,z)G̃ + k2

0G̃ + i2k0M
∂G̃

∂z
− M2 ∂2G̃

∂z2
=

= − 1

2π

1

r
δ(r − r0)δ(ϕ − ϕ0)δ(z − z0),

(19)

яке одержується або з рiвняння (18) пiсля вiдпо-
вiдної замiни його правої частини, або ж з рiвнян-
ня (3) шляхом застосування до останнього такого

А. О. Борисюк 13
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часового перетворення Фур’є:

g̃(~r, ~r0; ω) =
1

2π

∞
∫

−∞

g(~r, t; ~r0, t0)e
iω(t−t0)×

×d(t − t0),

g(~r, t; ~r0, t0) =

∞
∫

−∞

g̃(~r, ~r0; ω)e−iω(t−t0)dω.

(20)

Окрiм цього, як i для конвективного хвильового
рiвняння, функцiя G̃ повинна мати нульову радi-
альну похiдну на нерухомiй жорсткiй стiнцi кана-
лу:

∂G̃

∂r
|r=a = 0, (21)

задовольняти умову випромiнювання у нескiнчен-
нiсть, а також бути перiодичною за кутовою коор-
динатою ϕ:

G̃|ϕ=ϕ∗+2nπ = G̃|ϕ=ϕ∗
, n = ±1,±2, . . . (22)

i симетричною вiдносно площини ϕ=ϕ0 розташу-
вання точкового джерела, яке входить у праву ча-
стину рiвняння (19):

G̃|ϕ=ϕ0+∆ϕ = G̃|ϕ=ϕ0−∆ϕ, ∆ϕ > 0. (23)

Якщо спiвставити граничну задачу (19), (21) –
(23) для функцiї G̃ iз задачею (3) – (8) для функ-
цiї G, то побачимо, що перша задача є частотним
образом Фур’є другої. Тому функцiю G̃ у принципi
можна одержати з функцiї G у результатi застосу-
вання до виразу (17) прямого часового перетворе-
ння Фур’є (20). Проте це може призвести до неху-
твання певними фiзичними особливостями проце-
су генерацiї й поширення звуку в дослiджуваному
каналi. Тому доцiльнiшим видається безпосереднє
розв’язування цiєї граничної задачi.

Виходячи зi сказаного, шукатимемо розв’язок
задачi (19), (21) – (23) у виглядi ряду за акусти-
чними модами каналу Ψ

(j)
nm:

G̃(r, ϕ, z, r0, ϕ0, z0; ω) =

=

2
∑

j=1

∞
∑

n=0

∞
∑

m=1

G̃(j)
nm(z, r0, ϕ0, z0; ω)×

×Ψ(j)
nm(r, ϕ),

(24)

в якому всi позначення такi ж, як i для спiввiдно-
шення (9). Вибране представлення функцiї G̃ за-
довольняє умову (21), а його невiдомi коефiцiєнти

G̃
(j)
nm – одновимiрне конвективне рiвняння Гельм-

гольца:

(1 − M2)
∂2G̃

(j)
nm

∂z2
+ k2

nmG̃(j)
nm + i2k0M×

×∂G̃
(j)
nm

∂z
= − 1

2π

Ψ
(j)
nm(r0, ϕ0)

‖Ψ(j)
nm‖2

δ(z − z0),

knm =
√

k2
0 − α2

nm,

(25)

яке одержується з рiвняння (19) пiсля пiдстановки
туди ряду (24), подальшого множення скалярно на

моди Ψ
(j)
nm i врахування ортогональностi останнiх

(див. спiввiдношення (10)).
Розв’язок рiвняння (25) можна одержати ана-

логiчно до того, як це було зроблено у випад-
ку одновимiрного конвективного рiвняння Кляй-
на – Гордона (11): звiвши його до класичного одно-
вимiрного рiвняння Гельмгольца, розв’язок якого
для нескiнченної областi вiдомий [1, 10 – 19]. Тодi
застосування до цього розв’язку вiдповiдних обер-
нених операцiй дасть шуканий розв’язок рiвнян-
ня (25).

Керуючись сказаним, спочатку застосуємо до
одновимiрного рiвняння Кляйна – Гордона (14) ча-
сове перетворення Фур’є, яке є безрозмiрним ана-
логом перетворення (20):

q̂(Z, Z0; Ω) =
1

2π

∞
∫

−∞

q(Z, T ; Z0, T0)×

×eiΩ(T−T0)d(T − T0),

q(Z, T ; Z0, T0) =

∞
∫

−∞

q̂(Z, Z0; Ω)×

×e−iΩ(T−T0)dΩ.

(26)

Тут безрозмiрнi просторовi {Z, Z0} i безрозмiр-
нi часовi {T, T0} змiннi даються спiввiдношення-
ми (12), а безрозмiрна частота Ω – формулою (35)
з додатку Б.

У результатi одержимо класичне одновимiрне
рiвняння Гельгольца

∂2Ĝ
(j)
nm

∂Z2
+ K2

nmĜ(j)
nm =

= − 1

2π

c0a

λ

Ψ
(j)
nm(r0, ϕ0)

‖Ψ(j)
nm‖2

δ

(

a

λ
(Z − Z0)

)

(27)

для областi

|Z| < ∞, |Z0| < ∞.
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Його розв’язок з урахуванням умови випромiню-
вання у нескiнченнiсть має такий вигляд [1, 11, 12,
14 – 16]:

Ĝ(j)
nm =

ic0

4πKnm

Ψ
(j)
nm(r0, ϕ0)

‖Ψ(j)
nm‖2

eiKnm|Z−Z0|. (28)

Зауважимо, що розв’язок (28) можна також запи-
сати в еквiвалентному виглядi [1, 11, 12, 14 –16]:

Ĝ(j)
nm =

ic0

4πKnm

Ψ
(j)
nm(r0, ϕ0)

‖Ψ(j)
nm‖2

×

×
[

H(Z0 − Z)e−iKnm(Z−Z0)+

+H(Z − Z0)e
iKnm(Z−Z0)

]

.

Тут через

Knm =
√

Ω2 − α2
nma2 =

√

λ2k2
0 − α2

nma (29)

позначено безрозмiрнi осьовi хвильовi числа.
Далi скористаємося формулою (37) додатку Б,

котра встановлює загальний зв’язок мiж шукани-
ми функцiями G̃

(j)
nm тiа щойно знайденими функцi-

ями Ĝ
(j)
nm. Пiдставляючи в неї спочатку вираз (28)

для функцiй Ĝ
(j)
nm, а потiм спiввiдношення (12),

(29) i (35) для безрозмiрних параметрiв {Z, Z0},
Knm i Ω вiдповiдно, одержуємо розв’язок рiвнян-
ня (25):

G̃(j)
nm =

iλ

4π
√

λ2k2
0 − α2

nm

Ψ
(j)
nm(r0, ϕ0)

‖Ψ(j)
nm‖2

×

×ei
(

λ
√

λ2k2

0
−α2

nm
|z−z0|−λ2Mk0(z−z0)

)

.

(30)

Пiдстановка коефiцiєнтiв (30) у ряд (24) приво-
дить до виразу для шуканої функцiї Грiна триви-
мiрного конвективного рiвняння Гельмгольца (18)
у дослiджуваному каналi:

G̃(r, ϕ, z, r0, ϕ0, z0; ω) =

=

2
∑

j=1

∞
∑

n=0

∞
∑

m=1

G̃(j)
nm(z, r0, ϕ0, z0; ω)×

×Ψ(j)
nm(r, ϕ) =

iλ

4π
e−iλ2Mk0(z−z0)×

×
2

∑

j=1

∞
∑

n=0

∞
∑

m=1

Ψ
(j)
nm(r0, ϕ0)

‖Ψ(j)
nm‖2

Ψ(j)
nm(r, ϕ)×

×eiλ
√

λ2k2

0
−α2

nm
|z−z0|

√

λ2k2
0 − α2

nm

,

(31)

де областi змiни координат r, r0, ϕ, ϕ0, z i z0 на-
веденi перед рiвнянням (19).

Аналiз спiввiдношення (31) показує, що функ-
цiя G̃ розкладається в ряд за акустичними модами
каналу Ψ

(j)
nm. Вона теж перiодична за ϕ й симетри-

чна вiдносно площини ϕ=ϕ0. Явний вплив осере-
дненої течiї тут також задається через M i λ. Вiн
збiльшується зi зростанням числа M , викликаю-
чи появу й подальше збiльшення асиметрiї функцiї
G̃ вiдносно поперечного перерiзу z=z0. У випад-
ку вiдсутностi осередненої течiї в каналi (M =0,
λ=1) знов одержуємо симетричний вiдносно пере-
рiзу z=z0 вираз, який спiвпадає з функцiєю Грi-
на класичного тривимiрного рiвняння Гельмголь-
ца для дослiджуваного каналу [1, 11, 12, 14 –16]:

G̃|M=0 =
i

4π

2
∑

j=1

∞
∑

n=0

∞
∑

m=1

Ψ
(j)
nm(r0, ϕ0)

‖Ψ(j)
nm‖2

×

×Ψ(j)
nm(r, ϕ)

eiknm|z−z0|

knm
.

ВИСНОВКИ

1. Побудованi функцiї Грiна тривимiрного хви-
льового рiвняння (див. вираз (17)) i тривимiр-
ного рiвняння Гельмгольца (див. вираз (31))
для нескiнченного прямого жорсткостiнного
каналу кругового поперечного перерiзу з осе-
редненою течiєю.

2. Цi функцiї записанi у виглядi вiдповiдних ря-
дiв за акустичними модами каналу. Вони пе-
рiодичнi за азимутальною координатою й си-
метричнi вiдносно площини розташування то-
чкового джерела ϕ=ϕ0.

3. У функцiї Грiна (17) кожен член ряду являє
собою суму прямої й зворотньої хвиль, якi
поширюються на вiдповiднiй акустичнiй модi
каналу вниз i вгору за течiєю вiд джерела.

4. У побудованих функцiях Грiна в явному ви-
глядi вiдображенi ефекти осередненої течiї,
значення яких зростає зi зростанням числа
Маха течiї. Зокрема, вона викликає появу й
подальше збiльшення асиметрiї функцiй вiд-
носно поперечного перерiзу розташування то-
чкового джерела z=z0.

5. У випадку вiдсутностi осередненої течiї побу-
дованi функцiї Грiна симетричнi вiдносно пе-
рерiзу z=z0 i спiвпадають з вiдомими функцi-
ями Грiна для дослiджуваного каналу.
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6. У процесi побудови функцiй Грiна запропоно-
ванi перетворення, котрi дозволяють зводити
одновимiрнi конвективнi рiвняння Кляйна –
Гордона (11) й Гельмгольца (25) до їхнiх кла-
сичних одновимiрних аналогiв i на основi вiдо-
мих розв’язкiв останнiх одержувати розв’язки
перших двох рiвнянь.
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ДОДАТОК А. УМОВНI ПОЗНАЧЕННЯ

a – радiус поперечного перерiзу каналу;
U – осереднена осьова швидкiсть течiї в ка-

налi;
c0 – швидкiсть звуку в незбуренiй рiдинi;
M – число Маха осередненої течiї;
λ – безрозмiрний параметр, який залежить

вiд числа M ;
(~r, t) – просторово-часова точка поля,

(~r, t)=(r, ϕ, z, t);
(~r0, t0) – просторово-часова точка джерела,

(~r0, t0)=(r0, ϕ0, z0, t0);
Z, Z0 – безрозмiрнi осьовi координати;
T , T0 – безрозмiрний час;
δ(. . .) – дельта-функцiя Дiрака;
pa – акустичний тиск;
γ – функцiя, яка описує сумарний розподiл

акустичних джерел у каналi;
Ψ

(j)
nm – акустичнi моди каналу;

ω – кругова частота;
Ω – безрозмiрна частота;
k0 – акустичне хвильове число;
αnm – радiальнi хвильовi числа;
knm – осьовi хвильовi числа;
Knm – безрозмiрнi осьовi хвильовi числа;
G – функцiя Грiна конвективного хвильового

рiвняння;
G̃ – функцiя Грiна конвективного рiвняння

Гельмгольца.

ДОДАТОК Б. ЗАГАЛЬНИЙ ЗВ’ЯЗОК МIЖ
ФУНКЦIЯМИ G̃

(j)
nm I Ĝ

(j)
nm

Встановимо загальний зв’язок мiж функцiями
G̃

(j)
nm i Ĝ

(j)
nm, якi є розв’язками рiвнянь (25) i (27)

вiдповiдно. Для цього скористаємося прямим без-
розмiрним перетворенням Фур’є (26). Згiдно з

ним, функцiя Ĝ
(j)
nm – частотний образ Фур’є функ-

цiї G
(j)
nm, котра задовольняє рiвняння (14):
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Ĝ(j)
nm(Z, r0, ϕ0, Z0; Ω) =

=
1

2π

∞
∫

−∞

G(j)
nm(Z, T ; r0, ϕ0, Z0, T0)×

×eiΩ(T−T0)d(T − T0).

(32)

У формулi (32) перейдемо пiд iнтегралом вiд
безрозмiрних змiнних {Z, T, Z0, T0} до розмiрних
{z, t, z0, t0}, використавши спiввiдношення (12).
При цьому врахуємо, що

G(j)
nm(Z, T ; r0, ϕ0, Z0, T0) =

= G(j)
nm

(

Z(z), T (z, t); r0, ϕ0, Z0(z0), T0(z0, t0)
)

=

= G(j)
nm(z, t; r0, ϕ0, z0, t0).

У результатi одержимо

Ĝ(j)
nm(Z, r0, ϕ0, Z0; Ω) =

=
1

2π

∞
∫

−∞

G(j)
nm(z, t; r0, ϕ0, z0, t0)×

×eiΩ
(

c0(t−t0)/λa+Mλ(z−z0)/a
)

×

×d

(

c0

λa
(t−t0)+

Mλ

a
(z−z0)

)

.

(33)

Оскiльки у перетвореннi (32) координати Z i Z0

фiксованi, то, згiдно з (12), фiксованими будуть
також z i z0, а вiдтак i їхня рiзниця (z−z0). Це до-
зволяє переписати спiввiдношення (33) наступним
чином:

Ĝ(j)
nm(Z, r0, ϕ0, Z0; Ω) =

=
c0

λa
eiΩMλ(z−z0)/a×

× 1

2π

∞
∫

−∞

G(j)
nm(z, t; r0, ϕ0, z0, t0)×

×eiΩc0(t−t0)/λad(t − t0).

(34)

Увiвши позначення

Ω
c0

λa
= ω ↔ Ω = λ

ωa

c0
= λk0a, (35)

побачимо, що, згiдно з прямим розмiрним перетво-
ренням Фур’є (20), iнтеграл у формулi (34) є не що

iнше, як частотний образ Фур’є G̃
(j)
nm пiдiнтеграль-

ної функцiї G
(j)
nm:

G̃(j)
nm(z, r0, ϕ0, z0; ω) =

=
1

2π

∞
∫

−∞

G(j)
nm(z, t; r0, ϕ0, z0, t0)×

×eiω(t−t0)d(t − t0).

(36)

Тодi врахування у формулi (34) спiввiдно-
шень (35), (36) разом з (12) i (13) дає шуканий
загальний зв’язок мiж функцiями Ĝ

(j)
nm i G̃

(j)
nm:

Ĝ(j)
nm(Z, r0, ϕ0, Z0; Ω) =

=
c0

λa
eiλ2Mk0(z−z0)×

×G̃(j)
nm(z, r0, ϕ0, z0; ω) =

=
c0

λa
eiΩM(Z−Z0)×

×G̃(j)
nm

(

a

λ
Z, r0, ϕ0,

a

λ
Z0; Ω

c0

λa

)

,

G̃(j)
nm(z, r0, ϕ0, z0; ω) =

=
λa

c0
e−iλ2Mk0(z−z0)×

×Ĝ(j)
nm(Z, r0, ϕ0, Z0; Ω).

(37)
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