
ÓÄÊ: 531.36

È.Ë. Èâàíîâ, êàíä. ôèç.-ìàò. íàóê, À.À. Ìàðòûíþê, àêàä. ÍÀÍ Óêðàèíû
Èí-ò ìåõàíèêè èì. Ñ.Ï. Òèìîøåíêî ÍÀÍ Óêðàèíû
(Óêðàèíà, 03057, Êèåâ, óë. Íåñòåðîâà, 3,
òåë. (044) 4566140, e-mail: center@inmech.kiev.ua)

Óïðàâëåíèå ñ çàïàçäûâàíèåì ýíåðãîñèñòåìîé
ïðè èìïóëüñíûõ âîçìóùåíèÿõ

Ðàññìîòðåíî óïðàâëåíèå ñ çàïàçäûâàíèåì ýíåðãîñèñòåìîé ïðè èìïóëüñíûõ âîçìóùå-
íèÿõ. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé ñòàáèëèçàöèè ýòîé ñèñòåìû ïðîïîðöèî-
íàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûì ðåãóëÿòîðîì ïîëó÷åíû ñ ïîìîùüþ ïîäõîäà, îñíîâàííîãî íà
ïðÿìîì ìåòîäå Ëÿïóíîâà è òåõíèêå Ðàçóìèõèíà. Ïîëó÷åííûå àíàëèòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû
ïðåäñòàâëåíû â âèäå ñèñòåìû íåëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ñîâîêóïíîñòüþ
ñâîáîäíûõ ïàðàìåòðîâ.

Ðîçãëÿíóòî óïðàâë³ííÿ ç çàï³çíåííÿì åíåðãîñèñòåìîþ ïðè ³ìïóëüñíèõ çáóðåííÿõ. Äîñòàò-
í³ óìîâè àñèìïòîòè÷íî¿ ñòàá³ë³çàö³¿ ö³º¿ ñèñòåìè ïðîïîðö³éíî-äèôåðåíö³àëüíèì ðåãóëÿ-
òîðîì îòðèìàíî çà äîïîìîãîþ ï³äõîäó, áàçîâàíîãî íà ïðÿìîìó ìåòîä³ Ëÿïóíîâà òà òåõí³ö³
Ðàçóì³õ³íà. Îòðèìàí³ àíàë³òè÷í³ ðåçóëüòàòè ïðåäñòàâëåíî ó âèãëÿä³ ñèñòåìè íåë³í³éíèõ
àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü ç ñóêóïí³ñòþ â³ëüíèõ ïàðàìåòð³â.

Ê ë þ ÷ å â û å ñ ë î â à: ýíåðãîñèñòåìà, óñòîé÷èâîñòü ïî Ëÿïóíîâó, ìåòîä Ðàçóìèõèíà,
çàïàçäûâàíèå, èìïóëüñíîå âîçäåéñòâèå, óïðàâëåíèå.

Ïîíÿòèå óñòîé÷èâîñòè ýíåðãîñèñòåìû â øèðîêîì ñìûñëå îïðåäåëÿåòñÿ

êàê òàêîå ñâîéñòâî, êîòîðîå ïîçâîëÿåò åé îñòàâàòüñÿ â ïîëîæåíèè ðàâíî-

âåñèÿ â íîðìàëüíûõ óñëîâèÿõ è âîçâðàùàòüñÿ ê íîðìàëüíîìó ñîñòîÿíèþ

ïîñëå âîçäåéñòâèÿ âîçìóùåíèÿ [1]. Óñòîé÷èâîñòü ýíåðãîñèñòåì ÿâëÿåòñÿ

âàæíûì àñïåêòîì îáåñïå÷åíèÿ áåçîïàñíîñòè èõ ðàáîòû [2—4].

Â ðàáîòàõ [5—10] ïðîáëåìà óñòîé÷èâîñòè ýíåðãîñèñòåì ðàññìàòðè-

âàåòñÿ äëÿ ìîäåëåé, â êîòîðûõ ó÷òåíî çàïàçäûâàíèå ïðè ïîñòóïëåíèè

ñèãíàëà î ñîñòîÿíèè ñèñòåìû. Â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòàõ [8—10] îáñóæäàåòñÿ

âëèÿíèå çàïàçäûâàíèÿ íà îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåò-

ðîâ ýíåðãîñèñòåìû.

Â íåêîòîðûõ íåáëàãîïðèÿòíûõ ñëó÷àÿõ ðàáîòà ýíåðãîñèñòåìû ïðîòå-

êàåò â óñëîâèÿõ êðàòêîñðî÷íûõ âîçìóùåíèé, ïðèâîäÿùèõ ê ðåçêèì ïåðå-

ïàäàì íàïðÿæåíèÿ. Ïðèìåðàìè òàêèõ âîçìóùåíèé ÿâëÿþòñÿ êîðîòêèå çàìû-

ISSN 0204–3572. Ýëåêòðîí. ìîäåëèðîâàíèå. 2016. Ò. 38. ¹ 6 3

� È.Ë. Èâàíîâ, À.À. Ìàðòûíþê, 2016

�����������	
���
��
��
�����
�������
���
��������
��



êàíèÿ. Èçâåñòíî òàêæå, ÷òî âîçäåéñòâèå íà ðàáîòó ýíåðãîñèñòåìû óäàðîâ

ìîëíèè, íå ïðèâîäÿùèõ ê êîðîòêèì çàìûêàíèÿì, òàêæå íîñèò èìïóëüñíûé

õàðàêòåð [11]. Óñòîé÷èâîñòè ýíåðãîñèñòåì, â êîòîðûõ ó÷òåíû êàê çàïàçäû-

âàíèå, òàê è èìïóëüñíûå âîçìóùåíèÿ, ïîñâÿùåíû ðàáîòû [12—14].

Ðàññìîòðèì ïðîáëåìó ñòàáèëèçàöèè ìîäåëè ýëåêòðî-ýíåðãåòè÷åñêîé

ñèñòåìû ïðè èìïóëüñíûõ âîçìóùåíèÿõ ñ ïîìîùüþ ïðîïîðöèîíàëüíî-

äèôôåðåíöèàëüíîãî ðåãóëÿòîðà ñ çàïàçäûâàíèåì.

Ïðåäâàðèòåëüíûå ðåçóëüòàòû. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ áîðåëåâñêèõ ìíî-

æåñòâ X �R, Y n� R , n�N, îïðåäåëèì êëàññ ôóíêöèé PC X Y( , ), ñîñòîÿ-

ùèé èç òàêèõ x X Y: � , ÷òî

1) x íåïðåðûâíû ñëåâà âåçäå íà X;

2) x îáëàäàþò íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíûì ÷èñëîì òî÷åê ðàçðûâà ïåðâîãî

ðîäà.

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ñ çàïàçäûâàíèåì è èìïóëüñíûì âîçäåéñòâèåì â

âèäå

dx

dt
f t x t� ( , ), t k� � , x I xk k( ) ( )� 	 � , k�N, (1)

è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ê íåé:

x t t( ) ( )�
 0 , t� �[ , ]� 0 , (2)

ãäå x PC n� � �([ , ),� R ; f PC n n:[ , ) ([ , ), )� � 
 � � �� � R R — íåïðåðûâíà

ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó è ëèïøèöåâà ïî âòîðîìó; I k
n:[ , ]� � �� R — íåïðå-

ðûâíà,� k ��, êîãäà k ��. Èç ñôîðìóëèðîâàííûõ ïðåäïîëîæåíèé ñëåäóåò,

÷òî íà÷àëüíàÿ çàäà÷à (1), (2) îáëàäàåò åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì íà [ , )0 � .

Îïðåäåëåíèå 1. Ôóíêöèÿ V t x( , ) ïðèíàäëåæèò êëàññó K, åñëè âûïîë-

íÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

V t x( , ) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà íà ìíîæåñòâå T n
 R , ãäåT �
� � � �[ , ) \{ }t k k0 � � N;

ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ a êëàññà Õàíà òàêàÿ, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà

a x v t x(|| ||) ( , )� ïðè âñåõ ( , )t x n�
 
	R R ;

ñóùåñòâóþò ïðåäåëû lim ( , ) ( , )
t

k
k

v t x v x
� �

�
�

�
0

, lim ( , ) ( , )
t

k
k

v t x v x
� 	

� 	
�

�
0

0

ïðè âñåõ k �1 2, , ... .

Òåîðåìà 1 [15]. Ïóñòü äëÿ ñèñòåìû (1) ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ v t x( , )

êëàññà K è ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ g : R R	 	� , g ( )0 0� , g s( )�0, s�0, òàêèå,

÷òî

d

dt
v t x t g v t x t( , ( ))| ( ( , ( )))( )9 � � ,
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åñëè v t x t p v t x t( , ( )) ( ( , ( )))	 �� äëÿ � �� � �[ , ]0 (óñëîâèå Ðàçóìèõèíà), ãäå

p s s( )� ïðè s�0, p ( )0 0� , p s( )— íåïðåðûâíà; v x v xk k k k
( , ( )) ( , ( ))� � � �	 � .

Òîãäà ñèñòåìà (1) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèÿ äèíàìèêè ýíåðãåòè÷åñ-

êîé ñèñòåìû ñ çàïàçäûâàíèåì è èìïóëüñíûì âîçäåéñòâèåì â âèäå

M
d

dt
P P Pi

i
mi ei i

2

2

�
�� � 	 , t k� � , k�N,

� ( ) ( ( ), � ( ))� � � � � �i k i i k i k
I	 � , � � � �i k i k

( ) ( )	 � , i n�1, ..., , (3)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

� 
i it t( ) ( )� , t t t0 0� � �� . (4)

Çäåñü M i — èíåðöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ; � i t( ) — óãîë ïîâîðîòà ðîòîðà i-ãî

ãåíåðàòîðà, � �i PC� � �( [ , ), )R ; Pmi — ïîñòîÿííûå, îòâå÷àþùèå çà ìåõà-

íè÷åñêóþ ìîùíîñòü íà âàëó ìàøèíû; P Ci
n

� � ( , )R R — óïðàâëåíèå, çà-

ïàçäûâàíèå êîòîðîãî � � 0; � k
	 — ñîêðàùåííîå îáîçíà÷åíèå äëÿ �

k
	

	 � � � � �0 0 1
, ... ...,t k

k
� � N; lim

k
k

��
��� ; I Cki �

1 2( , )R R ; 
 �i C� �1 0( [ , ), )R ;

Pei — àêòèâíûå ìîùíîñòè, îïðåäåëÿåìûå èç ñîîòíîøåíèÿ

P E E Y E UYei

j

n

i j ij i j i i n i� � 	
�

	�
1

1sin ( ) sin,� � � ,

ãäå Ei — ý.ä.ñ. i-é ìàøèíû; Yii — ñîáñòâåííûå ïðîâîäèìîñòè ìàøèíû;

Yij — âçàèìíûå ïðîâîäèìîñòè, Y Yij ji� , i j n, , ...,�1 ; Yi n, 	1 — ïðîâîäèìîñòü

i-ãî ãåíåðàòîðà ñ øèíàìè ïîñòîÿííîãî íàïðÿæåíèÿ; U — âåëè÷èíà ïîñòó-

ïàþùåãî íàïðÿæåíèÿ. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî óðàâíåíèÿ (3) íå ñîäåðæàò

äåìïôèðîâàíèÿ, ëþáîå íåíóëåâîå äåìïôèðîâàíèå, äîáàâëåííîå â ìîäåëü,

íå ïðèâåäåò ê åå äåñòàáèëèçàöèè.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èçâåñòíû êîîðäèíàòû ðàâíîâåñèÿ � i
0, è äîïóñòèì,

÷òî P Pmi

j

n

ij�
�
�

1

, ãäå P E B
ii i i i� sin ( )� 0 è P E E Bij i j ij i j� �sin ( )� �0 0 ïðè i j� . Â

ïåðåìåííûõ âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ áóäåì ðàññìàòðèâàòü ëèíåàðèçèðî-

âàííóþ ñèñòåìó â âèäå

M
d x

dt
P x P x x a x t b xi

i
i i

j
j

n

ij i j i i i

2

2
1
1

� � � � 	 � 	
�
�

� ( ) ( ) � (� t ��),

� ( ) ( ) � ( )x c x c xi k ki i k ki i k
� � �	 � 	1 2 , i n�1,..., , (5)
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ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ

x t ti i( ) ( )�� , t t t0 0� � �� , (6)

ãäå cki1 è cki 2 — íåêîòîðûå äåéñòâèòåëüíûå ïîñòîÿííûå; ai , bi — ïàðà-

ìåòðû ïðîïîðöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíîãî ðåãóëÿòîðà, i n�1,..., . Ïðåäïî-

ëîæèì, ÷òî âåëè÷èíà çàïàçäûâàíèÿ � óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå ��� � �k k	 �1 ,

k�N.

Óñëîâèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè. Ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì

òåîðåìó, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì. Ïóñòü Ri , Ti , i n�1,..., , —

íåêîòîðûå äåéñòâèòåëüíûå ïîñòîÿííûå. Îáîçíà÷èì

� � �� �
��

	lim ( )
k

k k1 ,

� i i i i i i i i i i i ib P M R M P M R b R a� � 	 � 	 	( ( )) ( ) (( )2 2 2 2

	 � 	4R P a b R Mi i i i i( ) ( )) ,

�1

2 2

2 2
1

2
i

i

i

i i i i i

i i i i i i i i i

a

M

M b P R a

P a R a b M P b M P
� �

	

	 	

( )

( )

�

�
��

�

�
��

�1

,

� 2

2 2 2

2 2
1

2
i

i i

i

i i i i

i i i i i i i i

a b

M

M b R a

P b R M a b M a
� �

�

� 	

�

�
�

( )

�
�

�
��

�1

,
(7)

� 3

2

2

4

4
i

i i i i

i i i i i i i i i

R P M R

R P a b R M b R a
�

�

� � 	 � 	

( )

( ) ( ) ( )
,

� 4
2

2
2 1 1

21 2 1
i

i ki i i ki ki i ki

i i i

P c R M c c M c

M P M R
�

� � � 	

�

( ) ( )

( i
2 )

,
(8)

P Pi

j

n

ij�
�
�

1

,   �
�

min{ ,{ } }
,

R i i n
2

1
,  i

i i i i i

i i i i

b P M R

M P M R
�

� �

�

( )

( )

/2 1 2

22

�
,

(9)

~
max{| | }

,

�
 

�1
1

3
4

�
�i n

i i ib P ,
~ (

max
,

�
�!" 

�
�

�

� �
�

�

�2
1

1
3

1 2
2

�
	

#
$
%

&
'
(�

e
e

v e

v
v

i n
i

i

i
v

i

, (10)

~ (
max

,

�
�!" 

�
�

�

� �

�

�3
1

2
3

1 2
2

�
	

#
$
%

&
'
(�

e

v e

v

i n
i

i

i
v

i

, (11)
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�

� � � � � � � � �� �

�

	 	 	 �2 2

2

1 3 2 3 2 3 3

~ ~
(
~ ~

),
~

(
~ ~

)
~ ~

,

(

åñëè 2 1

~ ~
)

~ ~
~

~ ,
~

(
~ ~

)� � � �
�

�
� � �

�
�

2 3 2 3

2

2 3	 	 	
�

�
��

�

�
�� 	1

2åñëè )

#

$
*

%
*

~ ~
,� ��3 1

(12)

~ (
max( )

,
( )

�
�!" 

�
�

�

� �
���

�

���4
1

1
3

1 2
2

�
	�

e
e

v e

v
v

i n
i

i

i
v

i

#
$
%

&
'
(
,

(13)

~ (
max

,
( )

�
�!" 

�
�

�

� �

�

���5
1

2
3

1 2
2

�
	

#
$
%

&
'
(�

e

v e

v

i n
i

i

i
v

i

,
~

max{ }
,

�
 
�

� �
�

6
2

1
3 4�

�
e

v

i n
i i , (14)

~

~ ~
(
~ ~

)
~

,
~

(
~ ~

)
~ ~

+

� � � � � � � � � ��

�

	 	 	 	 �2 21 5 4 5 6 4 5 5åñëè 4 1

1
4åñëè

�

�
�� � � �

�

�
� �

,

(
~ ~

)
~ ~

~

~
~

,
~

2 4 5 4 5

4

6	 	 	
�

�
��

�

�
�� 	 (

~ ~
)

~ ~
.� � � ��4 5 5	 )

#

$
*

%
* 1

(15)

Òåîðåìà 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ñèñòåìû (5) ïðè íåêîòîðûõ R Ti i, �R,

i n�1,..., , v� 	R âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà:

2� �� , (16)

T M Ri i i� 2, (17)

b R Mi i i
� � , (18)

4 02R b R M P a P T b R ai i i i i i i i i i i( ) ( ) ( )	 � 	 � � � � , (19)

�
 
�

�
�v

, (20)

�
 
+

�
�v

, (21)

T

M
R e

T

M
c R c ci

i

i
v i

i

ki i ki ki
��

�
�

�

�
� 	 � 	 	 � �2 2

2
2

1 2
1 2 1� ( ) ( ) c R c eki i ki

v
1

2 2

2
2	�

�
�

�

�
� 	�

	 ��

�
�

�

�
��c

T

M
Rki

i

i

i2
2 2 0,

(22)

c c R e
ki ki i

v

2 2
2( )	 � �. (23)

Òîãäà ñèñòåìà (5) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîëîæèì � � ,, � � , ãäå , �0 — íåêîòîðûé

ïàðàìåòð. Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþV0( )x äëÿ ñèñòåìû (5):

V M x M R x x T x P
i

n

i i i i i i i i

i j
i j

n

ij0

1

2 2

1

2( ) ( � � )
,

x � 	 	 	
� �

�

� � ( )x x
i j
� 2 ,

ãäå x x x x� ( , ,..., )1 2 n , x i i ix , x� ( � ), i n�1,..., . Óñëîâèå (17) ãàðàíòèðóåò åå

ïîëîæèòåëüíóþ îïðåäåëåííîñòü. Íà îñíîâå ôóíêöèè V0( )x ïðè v ) 0 ïî-

ñòðîèì êóñî÷íî-ýêñïîíåíöèàëüíóþ ôóíêöèþ V ( )x , êîòîðóþ èñïîëüçóåì

êàê ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà:

V t V ev t k( , ) ( ) ( )
x x� �

0
� , t k k� 	[ )� - � 1 , k�N0, (24)

ãäå � 0 0� . Äëÿ ýòîé ôóíêöèè ïîòðåáóåì âûïîëíåíèÿ óñëîâèé òåîðåìû 1:

dV t t

dt
v t

( , ( ))
( , ))

( )

x
x

5

� �+ , t k� � , k�N, (25)

åñëè

pV t t V t t( , ( )) ( , ( ))x x� 	 	� � , � �- ."� �[ 2 , (26)

ãäå+ �0, p�1— íåêîòîðûå ïàðàìåòðû;

V Vk k k k( , ( )) ( , ( ))� � � �	 	 �0 0x x , k�N. (27)

Ïîäñòàâèâ âûðàæåíèå (24) â (25) è (26), ïîëó÷èì óñëîâèÿ äëÿ ôóíêöèèV0

ïðè t k k� 	( )� - � 1 â âèäå

dV t t

dt
v V t t0

5
0

( , ( ))
( ) ( , ( ))

( )

x
x� � 	+ , t k� � , k�N, (28)

åñëè

pV t e V tv
0 0( ( )) ( ( ))x x� 	� � , � �-� �[ )2 0 , ïðè � � �-k t/ �[ )2 0 ,

pV t e V t
v tk k

0 0
1( ( )) ( ( ))

( ( ) )
x x� 		 � � �� 0 � � � ��

, � �-� �[ )2 0 , ïðè � � �-k t� �[ )2 0 ,
.(29)

ãäå �� � �k k k� �	1 . Ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîãî 1�0 ìíîæåñòâî 2� �� � �1k k| ,�
k�N}êîíå÷íî, ïðè èññëåäîâàíèè àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè óñëîâèå

(29) äëÿ ëþáîãî ñêîëü óãîäíî ìàëîãî, �0ìîæíî çàìåíèòü íåðàâåíñòâàìè

pV t e V tv
0 0( ( )) ( ( ))x x� 	� � , � �-� �[ )2 0 , ïðè � � �-k t/ �[ )2 0 ,

pV t e V tv tk
0 0( ( )) ( ( ))( ( ) )

x x� 		 � �� 0 � � �, � , � �-� �[ )2 0 , ïðè � � �-k t� �[ )2 0 ,
(30)

ó÷èòûâàÿ, ÷òî íà îãðàíè÷åííîì ìíîæåñòâå 23 �� � � �,k k k k� � �1 , | , N} ôóíê-

öèÿV t0( ( ))x äîïóñêàåò ýêñïîíåíöèàëüíóþ îöåíêó ïî t.

È.Ë. Èâàíîâ, À.À. Ìàðòûíþê
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Ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè V0 âäîëü ñèñòåìû (5) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â

âèäå

d

dt
V t W x R x K t

i

n

i i i i i i
i

0
5 1

2 2( ( )) ( ( ) ( � ) ( ))
( ) ,

x x� � � 	 �
�
�

j
i j

n

i ij i i j
R P x x x

�
�

� �
1

( ),

ãäå W b R M x P T b R a x x R P ai i i i i i i i i i i i i i i( ) ( ) � ( ) � (x � � 	 	 � � � 	 �2
i ix) 2;

K t a x t x t b x t x ti i i i i i i( ) ( ( ) ( )) ( � ( ) � ( ))� � � 	 � �� � .
Ïîëîæèòåëüíàÿ îïðåäåëåííîñòü ôîðì Wi i

( )x ãàðàíòèðóåòñÿ óñëîâèÿ-
ìè (18) è (19) òåîðåìû 2. Ê ñëàãàåìûì K ti ( ), i n�1,..., , äàëåå áóäåì ïðèìå-
íÿòü òåîðåìó Íüþòîíà—Ëåéáíèöà è âèä èìïóëüñíîãî âîçäåéñòâèÿ â ôîð-
ìå äåëüòà-ôóíêöèé. Ïðåäñòàâèì èõ â âèäå K t K t K ti ic i( ) ( ) ( )� 	 � , ãäå

K t a x s b P s p x s x sic

t

t

i i i i

j
j

n

ij i j( ) ( ) ( ) ( ( ) (� 	 	 �
� �

�

4 �
� 1

1

))

�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

�ds

� � 	 �
�
4b a x s b x s dsi

t

t

i i i i

�

� �( ( ) � ( )) ;

K t b s c x s c x si i

t t

t

k ki i ki i�

�

� �( ) ( ) ( ( ) ( ) � (

[ , )

� � � 	 �
�
4 1 2 1 )) ds.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé � �-k t t� �[ )2 . Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ñëàãàåìîãî K ti ( )

ïîëó÷èì ðàâåíñòâî K t K ti ic( ) ( )� . Ïóñòü W W
i

n

i( ) ( )x x�
�
�

1

. Ó÷èòûâàÿ ñîîò-

âåòñòâóþùåå ýòîìó ñëó÷àþ óñëîâèå Ðàçóìèõèíà â (30), äëÿ âåëè÷èíû

K t K t
i

n

i( ) ( )�
�
�

1

íà îñíîâå èññëåäîâàíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé ðå-

ãóëÿðíûõ ïó÷êîâ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì [16] ïîëó÷àåì îöåíêó

| ( )| ( ) ( ( ))( )K t W p e V t dsv t s

t r

t

� 	 	� �

�
4�� �3 2

1
0x x

	 �� 	 �

�
4� ���

51
1

0 0p e V t ds p Vv t s

t r

t
( ) ( ( )) ( ) ( )x x ,

ãäå ïðè ïðîèçâîëüíûõ ïîëîæèòåëüíûõ 5i1, 5i 2, i n�1,..., , êîíñòàíòû � i ,
l �1 2 3, , , óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâàì

�
� �

5
�

65
1

1

1

1 2

� #
$
%

&
'
(�

max ,
,i n

i

i i

, � �
�
5

2
1

2

1

� #
$
%

&
'
(�

max
,i n

i

i

,
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�
�

5 5 �3
1

1
2

2 3

1

4
2� 	

�
max{ ) }

,i n
i i i i ib P ,

êîíñòàíòû Pi , � li , l �1 2 3, , , i n�1,..., , çàäàíû âûðàæåíèÿìè (7)—(9), à ôóíê-

öèÿ � ( )p îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

�
�

� � �  5

�
�( ) ( )p

e

pv
e

v
v�

�
	 	

1
1 2 3 ,

ãäå  îïðåäåëÿåòñÿ èç (9). Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ ôóíêöèÿV t0( ( ))x äîïóñêàåò

îöåíêó

d

dt
V t p V t0

5
0( ( )) ( ( )) ( ( ))

( )

x x� � 	 ��5 .

Óñëîâèå (28) ïðèâîäèò ê íåðàâåíñòâó �
 +
�5

�
� �v

p( )
, êîòîðîå ïðåäñòàâëÿåò

ñîáîé ñåìåéñòâî íåðàâåíñòâ ñ ïðîèçâîëüíûìè ïàðàìåòðàìè + è p. Îáúåäè-

íÿÿ ïî íèì ýòè íåðàâåíñòâà, ïîñëå ìèíèìèçàöèè âåëè÷èíû�5( )p ïî ïðîèç-

âîëüíûì ïàðàìåòðàì 5i1, 5i 2, i n�1,..., , ïîëó÷èì óñëîâèå (20) òåîðåìû 2,

äëÿ êîòîðîãî âåëè÷èíà � îïðåäåëåíà â (12).

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè óñëîâèè � �- �k t t� � �[ )2 , êîãäà

íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü ðàçëè÷íûå óñëîâèÿ Ðàçóìèõèíà, òàêæå âûïîëíÿåò-

ñÿ îöåíêà (17) òåîðåìû 2.

Ïîëîæèì òåïåðü � �-k t t� �[ ). Òîãäà íà îñíîâå óñëîâèé Ðàçóìèõèíà

ìîæíî ïîëó÷èòü íåðàâåíñòâà

V s ds
e e

pv
V t

t

t v v

0 0

1
( ( ))

( )
( ( ))

( )

x x� �
�

�

�

4 �
�

� � �,

,

V s ds
e

pv
V t

t

t v

0 0

1
( ( )) ( ( ))x x

�
4 �

�

�

�

,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

i

n

i i i ic

v
vx R x K t

e

pv
e

�

�� 	 �
�

	 	
�

1

1 2 3

1
( � ) ( ) ( ))

�
�3 �� � ��  ,

�
�

�

�
�V0( )x .

Îöåíèì äàëåå àíàëîãè÷íóþ ñóììó ñî ñëàãàåìûìè K ti�( ):

i

n

i i i i

i

n

i i i i kix R x K t b x R x c x
� �
� �	 � 	 �

1 1

2 1( � ) ( ) ( � ) (( ) �� i k ki i kc x( ) ( ))� �	 �1
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� 	 	 �
� �
� �1

2
1

1

3
2

1

2

3

2

i

n

i i i i
i

n
i

i

ki i kx R x
b

c x5
5

�( � ) (( ) � ( ) 	
�

�
��

�

�
��c xki i k1

2( ))� ,

ãäå 53 0i � — íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî (( ) � ( )c xki i k2 1� 	�
	 � 	 	c x M x M R x x T xki i k i i i i i i i i i1

2
4

2 22( )) ( � � )� � , ãäå � 4i îïðåäåëÿåòñÿ èç (8).

Îáîçíà÷èì äàëåå

�
�

�

5
4

1

2
4

3

1

4
�

#
$
%

&
'
(�

max
,i n

i i

i

b
.

Òîãäà âåðíîé áóäåò îöåíêà

1

2
1

1

2

3

2 1
2

4 0

i

n
i

i

ki i k ki i k

b
c x c x V

�
� � 	 �

5
� � �(( ) � ( ) ( )) ( (x � k )).

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

�
�

5 5 � 5 "�5
1

1
2

2 3 3

1

4
2 2� 	 	

�
max{(( ) }

,i n
i i i i i ib P .

Òîãäà àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà K t( ) ìîæåò áûòü îöåíåíà â âèäå | ( )|K t �
� �+ 5( ) ( )p V0 x , ãäå

+ � �
�

�  5

�
�3 � �,( ) ( ))p

e

pv
e

p
e

v
v v�

�
	 	 	�1

1 2
4

5 .

Ïîýòîìó

d

dt
V t p V t0

5
0( ( )) ( ( )) ( ( ))

( )

x x� � 	 �+ 5 .

Ïîëó÷èì ñåìåéñòâî íåðàâåíñòâ �
 +
+ 5

�
� �v

p( )
ñ ïðîèçâîëüíûìè ïàðàìåò-

ðàìè + è p. Îáúåäèíÿÿ ïî íèì ýòè íåðàâåíñòâà ïîñëå ìèíèìèçàöèè âåëè-

÷èíû +5( )p ïî ïðîèçâîëüíûì ïàðàìåòðàì 5i1, 5i 2, 5i 3, i n�1,..., , ïîëó÷èì

óñëîâèå (21) òåîðåìû 2 ñ âåëè÷èíîé +, îïðåäåëÿåìîé â (15).

Çàïèøåì òåïåðü óñëîâèå (27), âîñïîëüçîâàâøèñü çàìåíîé (24). Ïî-

ëó÷èì

V e Vk
v

k
k k

0 00 1( ( )) ( ( ))
( )

x x� �� �� � � � , k�N. (31)

Èç ñèñòåìû íåðàâåíñòâ (31) ïðè âñåõ k, êðîìå ïðèíàäëåæàùèõ êîíå÷íîìó

ìíîæåñòâó, ñëåäóåò îöåíêàV e Vk
v

k0 00( ( )) ( ( ))x x� ��,	 � , k�N. Ïîñêîëüêó

v �0, äàííàÿ îöåíêà âñåãäà âåðíà äëÿ êîìïîíåíòîâ ôóíêöèè Ëÿïóíîâà,
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îòâå÷àþùèõ çà âçàèìîñâÿçè. Äëÿ ïðî÷èõ åå êîìïîíåíòîâ ïðè i n�1, ïîëó-

÷èì ñèñòåìó íåðàâåíñòâ

M c x c x M R c x c x x T xi ki i ki i i i ki i ki i i i i( � ) ( � )1 2
2

1 2
22	 	 	 	 �

� 	 	e M x M R x x T xv
i i i i i i i i

�, ( � � )2 22 . (32)

Îáúåäèíÿÿ ïî , óñëîâèÿ, ãàðàíòèðóþùèå âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà (32)

ìåæäó êâàäðàòè÷íûìè ôîðìàìè, ïîëó÷àåì óñëîâèÿ (22) è (23) òåîðåìû 2.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2 óñëîâèÿ (22) è (23) ïîëó÷åíû íà îñíîâå

àíàëèçà ñîîòâåòñòâóþùèõ ñëàãàåìûõ ôóíêöèè V0. Èñïîëüçîâàíèå òàêîãî

ïîäõîäà îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî âîïðîñ çíàêîîïðåäåëåííîñòè ôóíêöèè V0,

âîîáùå ãîâîðÿ, ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ n ïðèâîäèò ê ìíîãîìåðíîé çàäà÷å

çíàêîîïðåäåëåííîñòè êâàäðàòè÷íîé ôîðìû, ðåøåíèå êîòîðîé ìîæåò áûòü

çàòðóäíèòåëüíûì.

Óñëîâèå v ) 0, èñïîëüçóåìîå ïðè ïîñòðîåíèè ôóíêöèè Ëÿïóíîâà (24), â

ñëó÷àå sup{ }� �k k	 � ��1 ÿâëÿåòñÿ ïðèíöèïèàëüíûì. Îíî èñêëþ÷àåò âîç-

ìîæíîñòü ñòàáèëèçèðóþùåãî ýôôåêòà îò èìïóëüñíîãî âîçäåéñòâèÿ, ÷òî

äëÿ äàííîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì ïðåäïîëîæåíèåì. Òàêèì îáðà-

çîì, ìîäåëü ýíåðãîñèñòåìû áåç èìïóëüñíûõ âîçìóùåíèé ïîëàãàåòñÿ àï-

ðèîðè óñòîé÷èâîé.

Âûâîäû

Ïîëó÷åííûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ýíåðãî-

ñèñòåìû ïðåäñòàâëåíû â âèäå ñèñòåìû íåðàâåíñòâ ñ ìíîãî÷èñëåííûìè

ñâîáîäíûìè ïàðàìåòðàìè. Èñïîëüçîâàíèå îòäåëüíûõ ñâîáîäíûõ ïàðà-

ìåòðîâ ïðè ïîñòðîåíèè ôóíêöèè Ëÿïóíîâà, ñîîòâåòñòâóþùèõ êàæäîìó

ãåíåðàòîðó, ïîçâîëÿåò ñ÷èòàòü ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû áîëåå ýôôåêòèâ-

íûìè, ÷åì ðåçóëüòàòû ðàáîòû [13] äëÿ ñëó÷àÿ ýíåðãîñèñòåìû ñ ðàçëè÷-

íûìè ãåíåðàòîðàìè.
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I.L. Ivanov, A.A. Martynyuk

DELAYED CONTROL OF POWER SYSTEM UNDER PULSE PERTURBATIONS

The paper deals with the delayed control of a power system under the pulse perturbations.
Suffcient conditions of asymptotic stabilization of this system by the delayed proportional
differentional controller are obtained via developed approach, based on direct Lyapunov method
and Razumikhin technique. Obtained analytical results are represented as a system of nonlinear
algebraic inequalities with a set of free parameters.

K e y w o r d s: power system, Lyapunov stability, Razumikhin approach, time delay, pulse effects,
control.
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ÈÂÀÍÎÂ Èãîðü Ëüâîâè÷, êàíä. ôèç.-ìàò. íàóê, ìë. íàó÷. ñîòð. Èí-òà ìåõàíèêè èì. Ñ.Ï. Òèìî-

øåíêî ÍÀÍ Óêðàèíû. Â 2007 ã. îêîí÷èë ×åðêàññêèé íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåò èì. Á. Õìåëü-

íèöêîãî, â 2009 ã. — Êèåâñêèé íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåò èì. Ò. Øåâ÷åíêî. Îáëàñòü íàó÷íûõ

èññëåäîâàíèé — óïðàâëåíèå è óñòîé÷èâîñòü ñèñòåì ñ çàïàçäûâàíèåì è èìïóëüñíûì âîç-

äåéñòâèåì.

ÌÀÐÒÛÍÞÊ Àíàòîëèé Àíäðååâè÷, àêàäåìèê ÍÀÍ Óêðàèíû, çàâ. îòäåëîì Èí-òà ìåõàíèêè

èì. Ñ.Ï. Òèìîøåíêî ÍÀÍ Óêðàèíû. Â 1962 ã. îêîí÷èë ×åðêàññêèé ïåäàãîãè÷åñêèé èí-ò. Îá-

ëàñòü íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé — òåîðèÿ óñòîé÷èâîñòè äâèæåíèÿ ñèñòåì, ìîäåëèðóåìûõ îáûê-

íîâåííûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè è óðàâíåíèÿìè ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè; óï-

ðàâëåíèå äâèæåíèåì; òåîðèÿ êðóïíîìàñøòàáíûõ ñèñòåì (äåòåðìèðîâàííûõ, ñòîõàñòè÷åñ-

êèõ, à òàêæå ñèíãóëÿðíî-âîçìóùåííûõ è èìïóëüñíûõ).
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