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ÇÀÄÀ× ÄËß ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÀÍÎÌÀËÜÍÎÉ ÄÈÔÔÓÇÈÈ
Ñ ÎÁÎÁÙÅÍÍÎÉ ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÎÉ ÕÈËÜÔÅÐÀ

Àííîòàöèÿ. Ââåäåíî ïîíÿòèå áèïîðÿäêîâîé äðîáíîé ïðîèçâîäíîé, îáîáùàþùåé èçâåñò-
íóþ ïðîèçâîäíóþ Õèëüôåðà. Ïðèâåäåíà ôîðìóëà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà áèïîðÿäêîâîé
äðîáíîé ïðîèçâîäíîé, íà îñíîâàíèè êîòîðîé íàéäåíî ðåøåíèå çàäà÷è òèïà Êîøè äëÿ
óðàâíåíèÿ äðîáíîãî ïîðÿäêà, ñîäåðæàùåãî óêàçàííóþ ïðîèçâîäíóþ. Ïîëó÷åíû çàìêíóòûå
ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèÿ àíîìàëüíîé äèôôóçèè ñ áèïîðÿäêîâîé
äðîáíîé ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåííîé ïåðåìåííîé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: àíîìàëüíàÿ äèôôóçèÿ, äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äðîáíîãî ïîðÿäêà,
êðàåâûå çàäà÷è, äðîáíàÿ ïðîèçâîäíàÿ Õèëüôåðà, çàìêíóòûå ðåøåíèÿ.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ñîçäàíèå ñîâðåìåííûõ èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìî-

äåëèðîâàíèÿ ïðîöåññîâ ïåðåíîñà (â ÷àñòíîñòè, ïðèìåíèòåëüíî ê çàäà÷àì ãåî-

èíôîðìàòèêè è ãåîýêîëîãèè) òðåáóåò ðàçâèòèÿ è îáîáùåíèÿ êëàññè÷åñêèõ ìàòå-

ìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ïåðåíîñà ìàññû è ýíåðãèè â íàïðàâëåíèè ó÷åòà âëèÿíèÿ

ðÿäà âàæíûõ àñïåêòîâ äèíàìèêè óêàçàííûõ ïðîöåññîâ, ñâÿçàííûõ ñ èõ ñóùåñò-

âåííîé íåðàâíîâåñíîñòüþ â ïðîñòðàíñòâå è âî âðåìåíè. Â ñâÿçè ñ ýòèì ïðåä-

ëîæåí ðÿä íîâûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé òåîðèè íåðàâíîâåñíûõ ïðîöåññîâ

ïåðåíîñà, ïðè÷åì ñóùåñòâåííûé ïðîãðåññ â èçó÷åíèè îñîáåííîñòåé äèíàìèêè

óêàçàííûõ ïðîöåññîâ â óñëîâèÿõ çíà÷èòåëüíîé íåðàâíîâåñíîñòè âî âðåìåíè

è ïðîñòðàíñòâå äîñòèãíóò ñ âíåäðåíèåì ìîäåëåé, áàçèðóþùèõñÿ íà èäåÿõ èí-

òåãðî-äèôôôåðåíöèðîâàíèÿ äðîáíîãî ïîðÿäêà [1–3], ÿâëÿþùåãîñÿ äîñòàòî÷íî

àäåêâàòíûì è íàäåæíûì àïïàðàòîì ïðè ïîñòðîåíèè è èññëåäîâàíèè ñîîòâåòñò-

âóþùèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé. Â ÷àñòíîñòè, íà îñíîâå äðîáíî-äèôôåðåí-

öèàëüíîãî ïîäõîäà ïîñòðîåí ðÿä íîâûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé äèíàìèêè

íåðàâíîâåñíûõ âî âðåìåíè ãåîôèëüòðàöèîííûõ ïðîöåññîâ â ïîðèñòûõ è òðå-

ùèíîâàòî-ïîðèñòûõ ñðåäàõ è ïîëó÷åíû çàìêíóòûå ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ

êðàåâûõ çàäà÷ òåîðèè íåðàâíîâåñíîé ãåîôèëüòðàöèè [4]. Â ðàìêàõ óêàçàííîãî

ïîäõîäà â [5–7] ïîñòðîåíû äðîáíî-äèôôåðåíöèàëüíûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè

íåêîòîðûõ ñâÿçàííûõ ëîêàëüíî-íåðàâíîâåñíûõ âî âðåìåíè (ïðîñòðàíñòâå) àíî-

ìàëüíûõ ïðîöåññîâ ìèãðàöèè ñîëåâûõ ðàñòâîðîâ â èçîòåðìè÷åñêîì è íåèçî-

òåðìè÷åñêîì ñëó÷àÿõ è íàéäåíû ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷, ñîîò-

âåòñòâóþùèõ ðàññìîòðåííûì ìîäåëÿì.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ââîäèòñÿ ïîíÿòèå áèïîðÿäêîâîé äðîáíîé ïðîèçâîäíîé,

îáîáùàþùåé èçâåñòíóþ [8–11] ïðîèçâîäíóþ Õèëüôåðà äàííîãî ïîðÿäêà íåêîòî-

ðîãî òèïà. Ïîëó÷åíà ôîðìóëà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà óêàçàííîé áèïîðÿäêîâîé

ïðîèçâîäíîé, íàéäåíî ðåøåíèå çàäà÷è òèïà Êîøè äëÿ äèôôóçèîííîãî óðàâíåíèÿ

ñ îáîáùåííîé áèïîðÿäêîâîé ïðîèçâîäíîé, ïðèâåäåíû çàìêíóòûå ðåøåíèÿ íåêî-

òîðûõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèÿ àíîìàëüíîé äèôôóçèè ñ áèïîðÿäêîâîé äðîá-

íîé ïðîèçâîäíîé Õèëüôåðà.

1. ÁÈÏÎÐßÄÊÎÂÀß ÄÐÎÁÍÀß ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÀß

Ïðåäâàðèòåëüíî îòìåòèì, ÷òî ïîíÿòèå äðîáíîé ïðîèçâîäíîé Õèëüôåðà â íà-
ñòîÿùåå âðåìÿ íàõîäèò ýôôåêòèâíûå ïðèìåíåíèÿ ïðè òåîðåòè÷åñêîì îïèñàíèè
ðÿäà ðåëàêñàöèîííûõ ïðîöåññîâ â ôèçèêå è ìåõàíèêå [8–11].
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Ïóñòü J f t D f tt
� �( ), ( )( ) — ñîîòâåòñòâåííî äðîáíûé èíòåãðàë è ïðîèçâîäíàÿ

Ðèìàíà–Ëèóâèëëÿ ïîðÿäêà � ( )Re� � 0 ôóíêöèè f t( ) äåéñòâèòåëüíîãî àðãóìåí-
òà [1–3]:
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ãäå [ ( )]Re � — öåëàÿ ÷àñòü Re( )� , �( )� — ãàììà-ôóíêöèÿ Ýéëåðà [12].
Ïðîèçâîäíàÿ Õèëüôåðà ïîðÿäêà � �( )0 1� � òèïà � �( )0 1� � îïðåäåëÿåò-

ñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì [8–11]:

D f t J
d

dt
J f tt

� � � � � �, ( ) ( )( )( ) ( )� � � �1 1 1 . (1)

Î÷åâèäíî, ÷òî äðîáíàÿ ïðîèçâîäíàÿ, îïðåäåëÿåìàÿ ñîãëàñíî ïîñëåäíåìó ñî-
îòíîøåíèþ, ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì äðîáíûõ ïðîèçâîäíûõ Êàïóòî è Ðèìàíà–Ëèó-
âèëëÿ, ïîñêîëüêó

D f t D f tt t
� �, ( )( ) ( )1 � , D f t D f tt t

� �, ( ) ( )0 � ,

ãäå D Dt t
( ) ,� � — îïåðàòîðû Êàïóòî è Ðèìàíà–Ëèóâèëëÿ ñîîòâåòñòâåííî. Ñëå-

äîâàòåëüíî, ïðîèçâîäíàÿ Õèëüôåðà — íåïðåðûâíàÿ èíòåðïîëÿöèÿ ïî ïàðàìåò-
ðó ��[ , ]0 1 îïåðàòîðîâ Ðèìàíà–Ëèóâèëëÿ è Êàïóòî îäíîãî ïîðÿäêà � . Îáîáùàÿ
ïîíÿòèå ïðîèçâîäíîé Õèëüôåðà íà ñèòóàöèè, ïîçâîëÿþùèå ìîäåëèðîâàòü äèíà-
ìèêó ñåìåéñòâ íåðàâíîâåñíûõ ïðîöåññîâ íà îñíîâå èíòåðïîëÿöèè ïî ïàðàìåòðó �
îïåðàòîðîâ Ðèìàíà–Ëèóâèëëÿ è Êàïóòî íå òîëüêî îäíîãî ïîðÿäêà �, íî òàêæå
ðàçëè÷íûõ ïîðÿäêîâ ïðîèçâîäíîé � �, (� �� ), ïðèõîäèì ê ïîíÿòèþ áèïîðÿäêî-
âîé äðîáíîé ïðîèçâîäíîé, êîòîðóþ îïðåäåëèì ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèåì:
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� � � � � � �� � � �1 1 1 ( , ; )0 1 0 1� � � �� � � . (2)

Äðîáíóþ ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè f t( ), îïðåäåëÿåìóþ ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèþ (2),
â äàëüíåéøåì áóäåì íàçûâàòü áèïîðÿäêîâîé äðîáíîé ïðîèçâîäíîé Õèëüôåðà ïî-

ðÿäêîâ � è � òèïà � . Ïîñêîëüêó D f t D f tt t
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� ( ), áèïîðÿäêîâàÿ äðîáíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé èíòåðïî-

ëÿöèåé ïî ïàðàìåòðó ��[ , ]0 1 îïåðàòîðîâ ðàçëè÷íûõ ïîðÿäêîâ: Ðèìàíà–Ëèó-

âèëëÿ Dt
� ïîðÿäêà � è Êàïóòî Dt

( )� ïîðÿäêà � (â îáùåì ñëó÷àå � �� ). Îòñþäà

çàêëþ÷àåì, ÷òî íà îñíîâå ïîíÿòèÿ áèïîðÿäêîâîé äðîáíîé ïðîèçâîäíîé âîç-
ìîæíî ìîäåëèðîâàíèå äèíàìèêè áîëåå øèðîêîãî êëàññà àíîìàëüíûõ ïðîöåñ-
ñîâ ïåðåíîñà, ÷åì íà îñíîâå îáùåïðèíÿòîãî îïðåäåëåíèÿ Õèëüôåðà, çàäàííîãî
ñîîòíîøåíèåì (1).

2. ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈÅ ËÀÏËÀÑÀ ÁÈÏÎÐßÄÊÎÂÎÉ ÄÐÎÁÍÎÉ ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÎÉ

Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ôîðìóëà äëÿ èçîáðàæåíèÿ ïî Ëàïëàñó áèïîðÿäêîâîé äðîá-

íîé ïðîèçâîäíîé. Ïóñòü L f t( ( )) — îáðàç Ëàïëàñà ôóíêöèè f t( ) . Òîãäà ñ ó÷åòîì

îïðåäåëåíèÿ (2) è òåîðåìû óìíîæåíèÿ èçîáðàæåíèé Ý. Áîðåëÿ ïîëó÷àåì

L D f t L J
d

dt
J f tt( ( )) ( )

( , ) ( ) ( )( )� � � � � � ��
�

�
�

�

�
� �

� � �1 1 1

� �
�

�

	
	




�

�
�
��L f f t d L f t L f t

t

1 2

0

1 2( ) ( ) ( ( )) ( ( ))� � � , (3)

ãäå

f t
d

dt
J f t1

1 1( ) ( )( )( )� � �� � , f t
t

2 1 1

1

1

1
( )

( ( )) ( )
�

� � �� � � � �
.

ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2014, òîì 50, ¹ 4 101



Ïîñêîëüêó L f t p( ( )) ( )
2

1� � �� � (p — ïàðàìåòð ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà) è L f t( ( ))1 �
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� � � � �p L f J f1 1 1 1 1 0( )( ) ( )( )( ) ( )� � � � , ñ ó÷åòîì ýòèõ ñîîòíîøåíèé èç (3) íàõîäèì
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Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëà äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà áèïîðÿäêîâîé äðîáíîé
ïðîèçâîäíîé èìååò âèä ñîîòíîøåíèÿ (4). Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ïðè � �� ïî-
ëó÷àåì èçâåñòíóþ ôîðìóëó [ 8–11] äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà ïðîèçâîäíîé

Õèëüôåðà D f tt
� �, ( ) :

L D f t p L f p J ft( ( )) ( ) ( )
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3. ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÎÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈÅ ÄÐÎÁÍÎÃÎ ÏÎÐßÄÊÀ
Ñ ÁÈÏÎÐßÄÊÎÂÎÉ ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÎÉ ÕÈËÜÔÅÐÀ

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îòûñêàíèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
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óäîâëåòâîðÿþùåãî íà÷àëüíîìó óñëîâèþ
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 �� � � , (6)
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ãèè áóäåì íàçûâàòü çàäà÷ó (5), (6) ïðè � �, �1 çàäà÷åé òèïà Êîøè.
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ãäå L�1 — îïåðàòîð îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà. Ñ ó÷åòîì (8), (9)
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 �( ), 0 1 0 1� � � �� � �, ; , f t L( ) ( , )� 
�0 .
Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à òèïà Êîøè (5), (6) äëÿ óðàâíåíèÿ ñ áèïîðÿäêîâîé

äðîáíîé ïðîèçâîäíîé èìååò ðåøåíèå (10), ïðè óñëîâèè, ÷òî èíòåãðàë â ïðàâîé
÷àñòè ýòîé ôîðìóëû ñóùåñòâóåò è ñõîäèòñÿ.
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Îòìåòèì, ÷òî èç ñîîòíîøåíèÿ (10) ïðè � �� ïîëó÷àåì ðåøåíèå ñîîòâåòñòâó-
þùåé çàäà÷è òèïà Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ âèäà (5) ñ ïðîèçâîäíîé Õèëüôåðà ïîðÿä-

êà � òèïà � (D u tt
� �, ( )), ïðèâåäåííîå â [8, 9]:

u t t E t( ) ( )( )( )
, ( )� � 
� �

 �� �� �

� � � �
�

0
1 1

1

0

1
t

t E t f d� � � ��( ) ( ( ) ) ( ),� � � � ��
� �

� .

4. ÊÐÀÅÂÀß ÇÀÄÀ×À ÍÀ ÊÎÍÅ×ÍÎÌ ÏÐÎÌÅÆÓÒÊÅ ÄËß ÎÁÎÁÙÅÍÍÎÃÎ
ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÄÈÔÔÓÇÈÈ Ñ ÁÈÏÎÐßÄÊÎÂÎÉ ÄÐÎÁÍÎÉ ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÎÉ

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ êðàåâóþ çàäà÷ó: â îáëàñòè D l TT � �( , ) ( , )0 0 íàéòè ðå-
øåíèå óðàâíåíèÿ

D u x t
u

x
f x tt

( , )
( , ) ( , )

� � � 	�
�

�



2

2
, (11)

óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì

u t t( , ) ( )0 1� 
 , u l t t( , ) ( )� 
2 , ( )0 � �t T , (12)

J u x xt
( )( ) ( , ) ( )1 1

00� � 
 �� � � ( )0 � �x l , (13)

ãäå 	 � const > 0 è ôóíêöèè 
 
1 2 0( ), ( ) [ , ]t t C T� , � 0 0( ) [ , ]x C l� , f x t C DT( , ) ( )�

çàäàíû.
Ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ìîæíî ïîëó÷èòü ñîãëàñíî òàêîìó àëãîðèòìó.
Ñíà÷àëà ïåðåéäåì ê ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷å ñ îäíîðîäíûìè ãðàíè÷íûìè

óñëîâèÿìè ñ ïîìîùüþ ïîäñòàíîâêè

U x t u x t x t( , ) ( , ) ( , )� � � , (14)

ãäå � 
 
 
( , ) ( ) ( ( ) ( ))x t t
x

l
t t� 
 �1 2 1 . Òîãäà äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíîé ôóíê-

öèè U x t( , ) ïîëó÷àåì çàäà÷ó

D U x t
U x t

x
f x tt

( , )
( , )

( , ) ~
( , )

� � � 	�
�

�



2

2
(( , ) )x t DT� , (15)

U t( , )0 0� , U l t( , ) � 0 ( )0 � �t T , (16)

J U x xt
( )( ) ( , )

~
( )1 1

00� � 
 �� � � ( )0 � �x l , (17)

ãäå
~

( , ) ( , ) ( , )
( , )

f x t f x t D x tt� � � � �� ,
~

( ) ( ) ( , )( )( )� � �� �
0 0

1 1 0x x J xt� � 
� � . Ïðèìå-

íÿÿ ê (15)–(17) êîíå÷íîå ñèíóñ-ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî ïåðåìåííîé x âèäà [13]

U t U x t x dxn n

l

( ) ( , )sin( )� � �

0

�



n
n

l
�

�

�
	




�
� ,

ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó òèïà Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ ñ áèïîðÿäêîâîé äðîá-
íîé ïðîèçâîäíîé:

D U t U t f tt n n
( , )

( ) ( ) ( )
� � � 	�
 �2 , (18)

J Ut n
( )( ) ( )1 1 0� � 
 �� � � , (19)

ãäå
f t f x t x dxn n

l

( )
~

( , )sin( )� � �

0

, � � �n n

l

x x dx� �
~

( )sin( )0

0

.

Ðåøåíèå çàäà÷è (18), (19) ïðèâåäåíî â ðàçä. 3. Ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé (10),
(14), âîçâðàùàÿñü â îáëàñòü îðèãèíàëîâ ïî ãåîìåòðè÷åñêîé ïåðåìåííîé, íàõî-
äèì ðåøåíèå çàäà÷è (11)–(13):

u x t x t
l

t E tn n

n

( , ) ( , ) ( )( )( )
, ( )� 
 �� �

 �� � 	�� �

� � � �
�2 1 1

1
2

�

�

� 

1

sin( )� nx



�

�

�
2

1l
t xn

n

n� ( )sin( )� , (20)
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ãäå

�n n

t

nt t E t f d( ) ( ) ( ( ) ) ( ),� � � ��
� � 	� � � ��

� �
�1 2

0

. (21)

Â ÷àñòíîñòè, ïðè îòñóòñòâèè äèôôóçèîííûõ èñòî÷íèêîâ ( )f � 0 è îäíîðîäíûõ
ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ ( )
 
1 2 0� � ðåøåíèå çàäà÷è (11)–(13) èìååò âèä

u x t
l

t E tn n

n

( , ) ( )sin( )( )
, ( )� �� �

 �

�

�

�
2 1 1

1
2

1

� �
� � � �

�� 	� ( )� nx , (22)

ãäå � � �n n

l

x x dx� � 0

0

( )sin( ) .

Ó÷èòûâàÿ èçâåñòíîå àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ôóíêöèè Ìèòòàã–Ëåôôëå-
ðà ïðè t �� [2, 3]

E t tn

n

� �
� �	�

	� � �
� �, ( ) ~

( )
( , )�

�
� � � ��2

2

1
0 1 0 1

�
,

èç (22) ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ âñåõ t t x l� � � �0 0, èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

| ( , ) |
| |

u x t C n

nn

�
�

�

�1 2
1

�

�
(C1 � const > 0) .

Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ � �0 00 0( ) ( )� �l è � 0 ( )x — íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ,
èìåþùàÿ êóñî÷íî-íåïðåðûâíóþ ïðîèçâîäíóþ íà îòðåçêå [ , ]0 l , òî äëÿ ðÿäà èç êî-

ýôôèöèåíòîâ Ôóðüå ôóíêöèè � 0 ( )x èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå | |� n

n�

�

� � �
1

[14].

Òîãäà
| ( , ) |

| |
, | ( , ) | | |u x t C u x t Cn

nn

xx n

n

� � � � � �
�

�

�

�

� �1 2
1

2

1

�

�
� ,

| | | | ( , ).( , )D u C C Ct n

n

� � � �� � � � �
�

�

�3

1

2 3 0const

(23)

Ñëåäîâàòåëüíî, ðÿä Ôóðüå â ñîîòíîøåíèè (22) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíî-

ìåðíî â îáëàñòè DT è u x t C DT( , ) ( )� . Àíàëîãè÷íî ñ ó÷åòîì (23) ïîëó÷àåì,

÷òî u C Dxx T� ( ) è D u C Dt T
( , )

( )
� � � � .

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå çàäà÷è (11)–(13) ïðè îòñóòñòâèè èñòî÷íèêîâ ñóùåñ-
òâóåò, åäèíñòâåííî è ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ðÿäà (22). Àíàëîãè÷íûé âûâîä èìååò
ìåñòî è â îáùåì ñëó÷àå íàëè÷èÿ èñòî÷íèêîâ ( )f � 0 . Îòìåòèì, ÷òî ðåøåíèå (20),
(21) êðàåâîé çàäà÷è (11)–(13) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî òàêæå â âèäå

u x t x t F x t d f G x t d( , ) ( , )
~

( ) ( , ; )
~

( , ) ( , ; )� 
 
 �� � � � � � � � � �0 d

ltl

�

000

��� ,

ãäå

F x t
l

t E tn

n

( , ; ) ( )sin( )( )
, ( )� 	�� �

� � � �
�� �� �


 �
�

�

�
2 1 1

1
2

1

( )sin( )� � �n nx ,

G x t
l

t E t xn

n

n n( , ; ) ( )sin( )sin( ),� 	� � � ��
� �

�� ��

�

�

�
2 1 2

1

.

Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ðåøåíèÿ.

1. Ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ äèôôóçèîííîãî óðàâíåíèÿ
ñ ïðîèçâîäíîé Ðèìàíà–Ëèóâèëëÿ ïîðÿäêà � (ïðè � � 0):

u x t x t F x t d f F x t( , ) ( , )
~

( ) ( , ; )
~

( , ) ( , ; )� 
 
 �� � � � � � � � �0 1 1 d d

ltl

� �

000

��� ,
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ãäå
F x t

l
t E t xn

n

n n1
1 2

1

2
( , ; ) ( )sin( )sin( ),� 	� � � ��

� �
�� ��

�

�

� ,

~
( , ) ( , ) ( , )f x t f x t D x tt� � �� ,

~
( ) ( ) ( , )� � ��

0 0
1 0x x J xt� � 
� .

2. Ðåøåíèå çàäà÷è â ïðîèçâîäíûõ Êàïóòî ïîðÿäêà � (ïðè � �1):

u x t x t F x t d f G x t( , ) ( , )
~

( ) ( , ; )
~

( , ) ( , ; )� 
 
 �� � � � � � � � �0 2 2 d d

ltl

� �

000

��� ,

ãäå
F x t

l
E t xn

n

n n2
2

1

2
( , ; ) ( )sin( )sin( )� 	� � � ��

�� �
�

�

� ,

G x t
l

t E t xn

n

n n2
1 2

1

2
( , ; ) ( )sin( )sin( ),� 	� � � ��

� �
�� ��

�

�

� ,

~
( , ) ( , ) ( , )( )f x t f x t D x tt� � � � ,

~
( ) ( ) ( , )� � �0 0 0x x x� � .

3. Ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ äèôôóçèîííîãî óðàâíå-
íèÿ ñ ïðîèçâîäíîé Õèëüôåðà ïîðÿäêà �, ïîëó÷åííîå â [9] (ïðè � �� ):

u x t x t F x t d f G x t( , ) ( , )
~

( ) ( , ; )
~

( , ) ( , ; )� 
 
 �� � � � � � � � �0 3 3 d d

ltl

� �

000

��� ,

ãäå
F x t

l
t E tn

n

3
1 1

1
2

1

2
( , ; ) ( )si( )( )

, ( )� 	�� �
� � � �

�� �� �

 �

�

�

� n( )sin( )� � �n nx ,

G x t
l

t E t xn

n

n n3
1 2

1

2
( , ; ) ( )sin( )sin( ),� 	� � � ��

� �
�� ��

�

�

� ,

~
( , ) ( , ) ( , )

,
f x t f x t D x tt� � � �� ,

~
( ) ( ) ( , )( )( )� � �� �

0 0
1 1 0x x J xt� � 
� � .

5. ÄÐÎÁÍÎ-ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÎÅ ÏÎ ÂÐÅÌÅÍÍÎÉ È ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅÍÍÎÉ
ÏÅÐÅÌÅÍÍÛÌ ÓÐÀÂÍÅÍÈÅ ÄÈÔÔÓÇÈÈ

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ â îáëàñòè ( , ) ( , ) ( , )x t � �� 
� � �0 ôóíêöèè
ïîëÿ (êîíöåíòðàöèé, òåìïåðàòóð è ò.ä.) u x t( , ) èç îáîáùåííîãî óðàâíåíèÿ àíî-
ìàëüíîé äèôôóçèè:

D u x t
x

u x t f x tt
( , )

( , )
| |

( , ) ( , )
� � �

�

�
	�

�

�

 (24)

ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè
u t( , ) � � 0 ( )t � 0 , (25)

è íà÷àëüíûì óñëîâèåì

J u x xt
( )( ) ( , ) ( )1 1

00� � 
 �� � � ( )��� � 
�x . (26)

Çäåñü Dt
( , )� � �

— îïåðàòîð áèïîðÿäêîâîé äðîáíîé ïðîèçâîäíîé Õèëüôåðà,

�

�

�

�| |x
— îïåðàòîð Ðèññà [15] ïðîñòðàíñòâåííîé äðîáíîé ïðîèçâîäíîé ïî ïå-

ðåìåííîé x ïîðÿäêà � �( )1 2� � .

Ïóñòü èíòåãðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè f x( ) ïî ïðîìåæóòêó
( , )�� 
� îïðåäåëåíî ñîîòíîøåíèåì

� ( ) ( )f f x e dxi x� ��

��


�

� . (27)

Ïðèìåíÿÿ ê çàäà÷å (24)–(26) ïðåîáðàçîâàíèå (27), ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèÿ äëÿ
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Ôóðüå-îáðàçà ïðîèçâîäíîé Ðèññà âèäà [15]

�

�
� �

�

�

�� �
f x

x
f

( )

| |
| | � ( )

�

ïîëó÷àåì çàäà÷ó òèïà Êîøè:

D u t u t f tt
( , )

� ( , ) | | � ( , ) � ( , )
� � � �� 	 � � �� � , (28)

J u gt
( )( )

� ( , ) � ( )1 1 0� � 
 �� � � � , (29)

ãäå
� ( ) ( )g e di� � � ����

��


�

� 0 , � ( , ) ( , )f t f x t e dxi x� ��

��


�

� , �( , ) ( , )u t u x t e dxi x� ��

��


�

� . (30)

Çàïèøåì ðåøåíèå çàäà÷è (28), (29) íà îñíîâàíèè (10):

� ( , ) � ( ) ( | | )( )( )
, ( )u t g t E t� � 	 �� �

� � � �
� �� � 
� �


 �
1 1

1


 � � ��
� ( ) ( | | ( ) ) � ( , ),t E t f d

t

� 	 � � � � ��
� �

� �1

0

.
(31)

Âîçâðàùàÿñü â (31) ê îðèãèíàëàì ïî ãåîìåòðè÷åñêîé ïåðåìåííîé, ïîëó÷àåì
ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è:

u x t t E t g e i( , ) ( | | ) � ( )( )( )
, ( )� �� �

 �

�1

2

1 1
1



	 � �� �

� � � �
� � � �xd

��


�

� 



 � � ��

��


�
�

�
1

2

1

0



� 	 � � � � ��
� �

� � �( ) ( | | ( ) ) � ( , ),t E t f e di x
t

d� �, (32)

ãäå �g è �f ïðåäñòàâëåíû ñîîòíîøåíèÿìè (30).

Ïðè � � �� � �1 2, èìååì D
d

dt
t
( , )� � � � ,

�

�
�
�

�

�

�| |x t x

2

2
. Ñîîòíîøåíèå (32) â ýòîì

ñëó÷àå äàåò ðåøåíèå çàäà÷è â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè [16]:

u x t
t

x

t
d( , ) ( )exp

( )
� �

��

�

	
	




�

�
�




��


�

�
1

2 4
0

2


	
� �

�

	
�



�

�
�

�

�

�

	
	




�

�
�

��


�

��
1

2 4

2

0

	

� �

�

�

	 �
�

f

t

x

t
d d

t
( , )

exp
( )

( )
�.

Ïðè f � 0 è � �0 ( ) ( )x x� (�( )x — äåëüòà-ôóíêöèÿ Äèðàêà [14]) èç ñîîòíîøå-
íèÿ (32) íàõîäèì

u x t t E t x d( , ) ( | | )cos( )( )( )
, ( )� �� �

 �

1 1 1
1



	 � � �� �

� � � �
� �

0


�

� .

Íàêîíåö, ïðè � �� �( )f 0 èç ñîîòíîøåíèÿ (32) ñëåäóåò ðåøåíèå ñîîòâåò-
ñòâóþùåé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ äèôôóçèîííîãî óðàâíåíèÿ ñ ïðîèçâîäíîé Õèëüôå-

ðà D ut
� �, , ïîëó÷åííîå â [11]:

u x t t E t g e i( , ) ( | | ) � ( )( )( )
, ( )� �� �

 �

�1

2

1 1
1



	 � �� �

� � � �
� � � �xd

��


�

� .
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ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ áèïîðÿäêîâàÿ äðîáíàÿ ïðîèçâîäíàÿ, îáîáùàþùàÿ èçâåñòíóþ
ïðîèçâîäíóþ Õèëüôåðà. Ïîëó÷åíà ôîðìóëà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà áèïîðÿäêî-
âîé äðîáíîé ïðîèçâîäíîé, íà îñíîâàíèè êîòîðîé íàéäåíî ðåøåíèå çàäà÷è
òèïà Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ ñ îáîáùåííîé ïðîèçâîäíîé Õèëüôåðà. Ïîëó÷åíû
çàìêíóòûå ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé àíîìàëüíîé äèô-
ôóçèè ñ áèïîðÿäêîâîé äðîáíîé ïðîèçâîäíîé.
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