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Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ êóáàòóðíàÿ ôîðìóëà ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ îò
áûñòðîîñöèëëèðóþùåé ôóíêöèè òðåõ ïåðåìåííûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì ëàãðàíæåâîé ïîëèíîìè-
àëüíîé èíòåðëèíàöèè ôóíêöèé ñ îïòèìàëüíûì âûáîðîì óçëîâûõ ïëîñêîñòåé äëÿ ïðèáëèæå-
íèÿ íåîñöèëëèðóþùåãî ìíîæèòåëÿ. Íà êëàññå äèôôåðåíöèðóåìûõ äåéñòâèòåëüíûõ ôóíêöèé
ïîëó÷åíà îöåíêà ïîãðåøíîñòè êóáàòóðíîé ôîðìóëû.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: èíòåãðàëû îò áûñòðîîñöèëëèðóþùèõ ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ,
êóáàòóðíûå ôîðìóëû, ëàãðàíæåâàÿ ïîëèíîìèàëüíàÿ èíòåðëèíàöèÿ è èíòåðôëåòàöèÿ ôóíêöèé.

ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Çàäà÷à ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ îò áûñòðîîñöèëëèðóþùèõ
ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç íàèáîëåå âàæíûõ çàäà÷ öèô-
ðîâîé îáðàáîòêè ñèãíàëîâ. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü ïðè-
áëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ òàêèõ èíòåãðàëîâ ñ ïîìîùüþ èíôîðìàöèîííûõ îïå-
ðàòîðîâ ðàçëè÷íîãî òèïà. Â êà÷åñòâå äàííûõ ìîãóò áûòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèè
â óçëîâûõ òî÷êàõ, ñëåäû ôóíêöèè íà ñèñòåìå âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ëè-
íèé èëè ïëîñêîñòåé. Ðåøåíèå òàêîé çàäà÷è ýôôåêòèâíî ìîæåò âûïîëíÿòü àï-
ïàðàò èíòåðëèíàöèè è èíòåðôëåòàöèè ôóíêöèé [1, 2]. Áåçóñëîâíî, àêòóàëüíûì
ÿâëÿåòñÿ è âîïðîñ îïòèìàëüíîãî âûáîðà ñèñòåìû ëèíèé èëè ñèñòåìû ïëîñ-
êîñòåé äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ êóáàòóðíûõ ôîðìóë íà ðàçëè÷íûõ êëàññàõ ôóíê-
öèé. Â ÷àñòíîñòè, îòâåò íà ýòîò âîïðîñ ìîæíî ïîëó÷èòü ïðè ïîñòðîåíèè è èñ-
ñëåäîâàíèè êóáàòóðíîé ôîðìóëû ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà
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ÀÍÀËÈÇ ÏÓÁËÈÊÀÖÈÉ Â ÎÁËÀÑÒÈ ÂÛ×ÈÑËÅÍÈß ÈÍÒÅÃÐÀËÎÂ
ÁÛÑÒÐÎÎÑÖÈËËÈÐÓÞÙÈÕ ÔÓÍÊÖÈÉ

Â ðàáîòàõ [3–5] èññëåäîâàíû n-ìåðíûå îñöèëëèðóþùèå èíòåãðàëû, à òàêæå
ðàññìîòðåíû ìåòîäû èõ îöåíêè. Çàäà÷à ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ ìíîãîìåð-
íûõ èíòåãðàëîâ îò áûñòðîîñöèëëèðóþùèõ ôóíêöèé ñ èñïîëüçîâàíèåì àñèì-
ïòîòè÷åñêèõ ìåòîäîâ, ìåòîäîâ Ôàéëîíà, Ëåâèíà ðàññìàòðèâàëàñü â ðàáîòàõ
[6–8]. Îòìåòèì, ÷òî â ýòèõ ìåòîäàõ èñïîëüçîâàëàñü èíôîðìàöèÿ î çíà÷åíèÿõ
íåîñöèëëèðóþùåãî ìíîæèòåëÿ â óçëîâûõ òî÷êàõ ñåòêè «tartan» [6], î ñëåäàõ
íåîñöèëëèðóþùåãî ìíîæèòåëÿ âíóòðè è íà ãðàíèöå n-ìåðíîãî êóáà.

Â [9] ïðåäñòàâëåíà çàäà÷à ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ 2D êîýôôèöèåíòîâ
Ôóðüå, êîãäà èíôîðìàöèÿ î ôóíêöèè f x x( , )1 2 çàäàåòñÿ çíà÷åíèÿìè â óçëîâûõ òî÷-
êàõ, à â [10, 11] òàêàÿ èíôîðìàöèÿ çàäàåòñÿ çíà÷åíèÿìè ôóíêöèè íà ñëåäàõ ñèñòåìû
âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïðÿìûõ. Áîëåå äåòàëüíî êóáàòóðíûå ôîðìóëû òàêîãî
òèïà, à òàêæå ðåçóëüòàòû èõ òåñòèðîâàíèÿ îñâåùåíû â ìîíîãðàôèÿõ [12, 13].
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Â ðàáîòå [14] ðàññìàòðèâàëîñü ïðèáëèæåííîå âû÷èñëåíèå 3D êîýôôèöèåí-
òîâ Ôóðüå ñ ïîìîùüþ èíòåðôëåòàöèè ôóíêöèé â ñëó÷àå, êîãäà èíôîðìàöèÿ
î ôóíêöèè f x x x( , , )1 2 3 çàäàíà çíà÷åíèÿìè â òî÷êàõ, à â [15] èíôîðìàöèÿ çàäàíà
ñëåäàìè íà ñèñòåìå âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïëîñêîñòåé.

Ïðèáëèæåííîå âû÷èñëåíèå òðîéíîãî èíòåãðàëà (áåç îñöèëëÿöèè) äàíî
â [16]. Èíôîðìàöèÿ î ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè çàäàâàëàñü åå çíà÷åíèÿìè â òî÷-
êàõ ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêîñòåé (ïëîñêîñòè ïåðåñåêàþò îñè êîîðäèíàò â óçëàõ ïîëè-
íîìîâ ×åáûøåâà 2-ãî ðîäà ïî êàæäîé ïåðåìåííîé).

Âîïðîñ ïîñòðîåíèÿ êóáàòóðíûõ ôîðìóë äëÿ ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ èí-
òåãðàëîâ îò áûñòðîîñöèëëèðóþùèõ ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ â ñëó÷àå, êîãäà
èíôîðìàöèÿ î íåîñöèëëèðóþùåì ìíîæèòåëå ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè çàäàíà
ñëåäàìè íà ñèñòåìå îïòèìàëüíî âûáðàííûõ âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïëîñ-
êîñòåé, âïåðâûå ðàññìàòðèâàåòñÿ â íàñòîÿùåé ñòàòüå.

ÍÀÈËÓ×ØÀß Â ÊËÀÑÑÅ ÔÓÍÊÖÈÉ Lq
s[ , ]�1 1 , q � � , ,1 2, s � 2 3, ,

ËÀÃÐÀÍÆÅÂÀß ÏÎËÈÍÎÌÈÀËÜÍÀß ÈÍÒÅÐËÈÍÀÖÈß È ÈÍÒÅÐÔËÅÒÀÖÈß

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå òåîðåìû.
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Ïðè íàõîæäåíèè íàèëó÷øåé â Lq [ , ]�1 1 3 , q � �, ,1 2, ëàãðàíæåâîé ïîëèíîìè-

àëüíîé èíòåðôëåòàöèè íà ñèñòåìå âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïëîñêîñòåé íåîá-
õîäèìî ó÷èòûâàòü ñëåäóþùåå:

1) îñòàòîê ïðèáëèæåíèÿ f x x x( , , )1 2 3 ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà èíòåðôëåòàöèè
ðàâåí îïåðàòîðíîìó ïðîèçâåäåíèþ îñòàòêîâ ïî êàæäîé ïåðåìåííîé â îòäåëüíîñòè;

2) ïîëèíîìû ñòåïåíè n ñ íàèìåíüøèì îòêëîíåíèåì îò íóëÿ â ìåòðèêå
Lq [ , ]�1 1 èìåþò êîýôôèöèåíòîì åäèíèöó ïðè ñòàðøåé ñòåïåíè; ïîëèíîì ÿâëÿåòñÿ
ðåøåíèåì ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è
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Òåîðåìà 2 [16]. Åñëè q � �, ,1 2, òî ïîëèíîìàìè íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ

ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ïîëèíîìû ×åáûøåâà 1-ãî ðîäà

T t
n t

n n, ( )
cos ( )

1 12
�

�
�

arccos
,

ïîëèíîìû ×åáûøåâà 2-ãî ðîäà

T t
n t

t
n

n
, ( )

sin (( ) )
2

2

1

2 1

�
�

�

arccos
,

98 ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2014, òîì 50, ¹ 3



ïîëèíîìû Ëåæàíäðà

L t
n

n

d

dt
tn

n

n

n( )
!

( )!
( )� �

2
12 .

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè ïîñòðîåíèè ïîëèíîìèàëüíûõ èíòåðëèíàíòîâ [1] â R 2
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� , i pk k�1, ; k �1 2 3, , , áûëè êîðíÿìè ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîëèíîìîâ ñ íà-

èìåíüøèì îòêëîíåíèåì. Â ÷àñòíîñòè, åñëè q �1, òî ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ
òåîðåìà äëÿ ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ.
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Äëÿ ôóíêöèè v x( ) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé íàèìåíåå óäàëåííûé îò íåå
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Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû èçëîæåíî â [2, ñ. 66]. Îñíîâíàÿ èäåÿ çàêëþ÷à-
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ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøåé. Ýòîìó óñëîâèþ óäîâëåòâîðÿ-

þò ïîëèíîìû, óçëû êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ íóëÿìè ïîëèíîìîâ ×åáûøåâà 2-ãî ðîäà
ïî êàæäîé ïåðåìåííîé.
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Òåîðåìà 4. Ïóñòü p p p p� ( , , )1 2 3 , f x x x C Jp( , , ) ( )1 2 3
3� , J � �[ , ]1 1 ,

D
x x x

p
p p p

p p p
�

�

� � �

� �1 2 3

1 2 3

1 2 3

,
~ ~( )| ~ ( ), ~B g x g C J D gp p p� � �{ }3 0 ; E f( ) — âåëè÷èíà íàè-

ëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè f ìíîæåñòâîì
~
B p ñ íîðìîé | | | | | | | |

( )
� � �

L J1
3 ;

~ ~*g B p� — ýëåìåíò íàèëó÷øåãî ïðèáëèæåíèÿ; ïëîñêîñòè èíòåðôëåòàöèè

x i pi1 1 11
1� �cos ( / ( ))� , i p1 11� , , x i p i pi2 2 2 2 22

1 1� � �cos ( / ( )), ,� ,

x i p i pi3 3 3 3 33
1 1� � �cos ( / ( )), ,� ,

ïðåäñòàâëÿþò íóëè ïîëèíîìîâ U U Up p p1 2 3
, , ×åáûøåâà 2-ãî ðîäà ñîîòâåòñòâåí-

íîé ñòåïåíè p1, p2 è p3 :

U t
m

m ( )
sin ( )

sin
�

�1 �

�
, cos � � t, m � 0 1, ,� ,

lkp ik k
— áàçèñíûå ïîëèíîìû Ëàãðàíæà, l xkp i ki i ik k k k k

( )� �� � ,

~ ( ) ( , , ) ( ) (*g f x f x x x l x f xi

i

p

p i

i

p

� �
� �

	 	1

1

2 3 1 1 1

1
1

1

1

1 1

2

2

, , ) ( )x x l xi p i2 3 2 22 2 2
�

� �
� ��

	 	f x x x l x f x

i

p

i p i i

i

p

i

p

( , , ) ( ) (1

1

2 3 3 3 1
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3

3 3 3 1

2

2

1

1

2 1 1 2 22 3 1 1 2 2	 �, , ) ( ) ( )x x l x l xi p i p i

�
��

		 f x x x l x l xi

i

p

i

p

i p i p i( , , ) ( ) ( )1

11

2 3 1 1 3 31

3

3

1

1

3 1 1 3 3
�

�
��

		 f x x x l x l x

i

p

i

p

i i p i p i( , , ) ( ) ( )1

11

2 3 2 2 3 3

3

3

2

2

2 3 2 2 3 3
� (3)

�
���

			 f x x x l x li

i

p

i

p

i

p

i i p i( , , ) ( )1

111

2 3 1 11

3

3

2

2

1

1

2 3 1 1 2 2 3 32 2 3 3p i p ix l x( ) ( ).

Äëÿ f x( ) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé íàèìåíåå óäàëåííûé îò f x( ) â íîðìå

| | | | | | | |� � � � ýëåìåíò ~ *g B p� , èìåþùèé âèä (3), ò.å. ÿâëÿåòñÿ èíòåðôëåòàíòîì,

è èíòåðôëåòèðóåò f x( ) íà ïëîñêîñòÿõ x xk kik
� , i pk k�1, ; k �1 2 3, , .

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû â äâóìåðíîì ñëó÷àå
[2, ñ. 66]. Îñòàòîê ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè f x( ) íàèëó÷øèì ýëåìåíòîì èìååò âèä

f x g f x( ) ~ ( )*� �

�
� �

U x U x U x

p p p
f

p p p

p p p

p p p1 2 3

1 2 3

1 2 3
1 2 3

1 2 32

( ) ( ) ( )

! ! !

( , , )
( , , ), ( , , )� � � � � �1 2 3 1 2 3

3� J , (4)
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ãäå ( , , )� � �1 2 3 — íåêîòîðàÿ òî÷êà, çàâèñÿùàÿ îò ( , , )x x x J1 2 3
3� . Ïîýòîìó íà-

èìåíüøåå çíà÷åíèå âåëè÷èíû | | ( ) ~ ( )| |*f x g x� äîñòèãàåòñÿ íà òåõ ~ *g , äëÿ êîòî-

ðûõ âåëè÷èíà | | ( )| |x xk

i

p

k

ki

k

k

k

��
�� �

11

3

ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøåé. Ýòîìó óñëîâèþ óäîâ-

ëåòâîðÿþò ïîëèíîìû, óçëû êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ íóëÿìè ïîëèíîìîâ ×åáûøåâà
2-ãî ðîäà ïî êàæäîé ïåðåìåííîé.

Òåîðåìà 4 äîêàçàíà.

ÂÛ×ÈÑËÅÍÈÅ ÈÍÒÅÃÐÀËÀ ÎÒ ÁÛÑÒÐÎÎÑÖÈËËÈÐÓÞÙÅÉ ÔÓÍÊÖÈÈ ÒÐÅÕ
ÏÅÐÅÌÅÍÍÛÕ Ñ ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÈÅÌ ËÀÃÐÀÍÆÅÂÎÉ ÏÎËÈÍÎÌÈÀËÜÍÎÉ
ÈÍÒÅÐÔËÅÒÀÖÈÈ ÔÓÍÊÖÈÉ

Äëÿ ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà

I f f x x x x x x dx( , ) ( , , )sin sin sin� � � ��

���
��� 1 2 3 1 2 3

1

1

1

1

1

1

1 2 3dx dx

ïðåäëàãàåòñÿ êóáàòóðíàÿ ôîðìóëà

~
( , ) ~ ( , , )sin sin sin*I f g f x x x x x x� � � ��

���
�� 1 2 3 1 2 3

1

1

1

1

1

1

1 2 3� dx dx dx ,

ãäå ~ ( , , )*g f x x x1 2 3 çàäàåòñÿ ôîðìóëîé (3).

Â ðàçâåðíóòîì âèäå êóáàòóðíàÿ ôîðìóëà èìååò âèä

~
( , ) ( )sin ( ,I f l x x dx f x x

p i

i

p

i� ��

�� �
�	 �1 1 1 1

1

1

1

1

1

1

1 1

1

1

1 2 3 2 3 2 3

1

1

, )sin sinx x x dx dx� �

�
� �

�

�� �
�	 �l x x dx f x x x

p i

i

p

i2 2 2 2

1

1

1

1

1

1

2 3
2 2

2

2

2
( ) sin ( , , )si� n sin� �x x dx dx1 3 1 3

1

1

�
� �

�

�� �
�	 �l x x dx f x x x

p i

i

p

i3 3 3 3

1

1

1

1

1

1

2 3
3 3

3

3

3
( )sin ( , , )si� n sin� �x x dx dx1 2 1 2

1

1

�

�
�

�

���
�		 l x x dx l xp i

i

p

i

p

p i1 1 1 1

1

1

11

2 21 1

2

2

1

1

2 2
( )sin ( )si� n ( , , )sin� �x dx f x x x x dxi i2 2

1

1

1 2 3

1

1

3 31 2

� �
� � �

�

���
�		 l x x dx l xp i

i

p

i

p

p i1 1 1 1

1

1

11

3 31 1

3

3

1

1

3 3
( )sin ( )si� n ( , , )sin� �x dx f x x x x dxi i3 3

1

1

1 2 3

1

1

2 21 3

� �
� � �

�

���
�		 l x x dx l xp i

i

p

i

p

p i2 2 2 2

1

1

11

3 32 2

3

3

2

2

3 3
( )sin ( )si� n ( , , )sin� �x dx f x x x x dxi i3 3

1

1

1 2 3

1

1

1 12 3

� �
� � �

� �
���

			 f x x xi

i

p

i

p

i

p

i i( , , )1

111

2 31

3

3

2

2

1

1

2 3

�

�
� l x x dx l x x dx lp i p i p i1 1 1 1

1

1

2 2 2 2 31 1 2 2 3 3
( )sin ( )sin (� � x x dx3 3 3

1

1

1

1

)sin �

��
�� .
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Òåîðåìà 5. Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåíèÿ èí-

òåãðàëà I f( , )� êóáàòóðíîé ôîðìóëîé
~

( , )I f � ïðè óñëîâèè, ÷òî âñå èíòåãðàëû â

êóáàòóðíîé ôîðìóëå âû÷èñëÿþòñÿ òî÷íî:

| ( , )
~

( , )|
! ! !

I f I f
M

p p p
p p p

� �� �
� � �

2 1 2 3 3
1 2 3

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàéäåì îöåíêó ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåíèÿ. Èìååì

| ( , )
~

( , )| | ( , , ) ~ ( , , )|*I f I f f x x x g f x x x� �� � �

��
�
1

1

1 2 3 1 2 3

1

1

1

1

1 2 3��
�

�dx dx dx

�
� �

U x U x U x

p p p
f

p p p

p p p

p p p1 2 3

1 2 3

1 2 3
1 2 3

1 2 32

( ) ( ) ( )

! ! !

( , , )
( , , )� � �1 2 3

1

1

1

1

1

1

1 2 3

���
��� �dx dx dx

�
� �

��
��

M

p p p
U x dx U x d

p p p p p
2 1 2 3

1 2

1 2 3

1 1 2

1

1

1

1

! ! !
| ( )| | ( )| x U x dxp2 3 3

1

1

3
| ( )|

�
� �

�
� � �

M

p p p
p p p

2 1 2 3 3
1 2 3! ! !

.

Òåîðåìà 5 äîêàçàíà.

Î ÊÀ×ÅÑÒÂÅ ÊÓÁÀÒÓÐÍÎÉ ÔÎÐÌÓËÛ
~

,I f( )�

Âàæíîé õàðàêòåðèñòèêîé ïðè ïîñòðîåíèè êóáàòóðíûõ ôîðìóë ÿâëÿåòñÿ îïòè-

ìàëüíîñòü ïî òî÷íîñòè. Ïîêàæåì, ÷òî êóáàòóðíàÿ ôîðìóëà
~

( , )I f � ÿâëÿåòñÿ

îïòèìàëüíîé ïî ïîðÿäêó òî÷íîñòè. Äëÿ ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà
I f( , )� áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìíîæåñòâî êóáàòóðíûõ ôîðìóë � N , â êîòîðûõ
èñïîëüçóåòñÿ èíôîðìàöèÿ î ôóíêöèè íå áîëåå ÷åì íà N ïëîñêîñòÿõ.

Ïóñòü R f N( , , )� � — ïîãðåøíîñòü ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà
I f( , )� êóáàòóðíîé ôîðìóëîé � N : R f I f fN N( , , ) ( , ) ( )� �� �� � .

Ïîãðåøíîñòüþ êóáàòóðíîé ôîðìóëû � N íà êëàññå F íàçûâàþò âåëè÷èíó

R F R fN
f x F

N( , , ) | ( , , ) |
( )

� �� ��
�

sup .

Îïòèìàëüíîé ïîãðåøíîñòüþ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ íà êëàññå íàçûâà-

þò R F R F
N NL N

( , ) ( , , )� ��
�

inf
�

� . Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíîê ñíèçó âåëè÷èíû

R F N( , , )� � èñïîëüçóþò ìåòîä «øàïî÷åê». Ñðàâíèâàÿ îöåíêè ñâåðõó è ñíèçó,

ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î êà÷åñòâå êóáàòóðíîé ôîðìóëû.

Â [12] ïðèâåäåíû îïòèìàëüíûå è áëèçêèå ê íèì êâàäðàòóðíûå è êóáàòóðíûå

ôîðìóëû âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ îò áûñòðîîñöèëëèðóþùèõ ôóíêöèé. Â ÷àñòíîñòè

(êàê è â [18]), ïîêàçàíî, ÷òî êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà, êîòîðàÿ èñïîëüçóåò â ñâîåì

ïîñòðîåíèè ìíîãî÷ëåí Ëàãðàíæà, ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíîé ïî ïîðÿäêó òî÷íîñòè.

Ïîêàæåì, ÷òî êóáàòóðíàÿ ôîðìóëà
~

( , )I f � òàêæå ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíîé ïî ïî-

ðÿäêó òî÷íîñòè.

Òåîðåìà 6 [19]. Â ñëó÷àå, êîãäà èíôîðìàöèÿ î ôóíêöèè çàäàíà íà N � 3�

ïëîñêîñòÿõ: x xi1 1
� , i1 1� , � ; x xi2 2

� , i2 1� , � ; x xi3 3
� , i3 1� , �, íà êëàññå

äåéñòâèòåëüíûõ ôóíêöèé òðåõ ïåðåìåííûõ, îïðåäåëåííûõ íà G � �[ , ]1 1 3 , è òà-

êèõ, ÷òî | ( , , )|( , , )f x y z Mr r r � , ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà äëÿ ïîãðåøíîñòè
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âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà I f( , )� ïðè � � �:

R F
M r

r Nr r
( , )

( !)

[( )!]
� �

�

3

3 3 31728 2 1

1

2

1
, r �1 2, ,�

Òåîðåìà 7. Êóáàòóðíàÿ ôîðìóëà
~

( , )I f � ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíîé ïî ïîðÿäêó

òî÷íîñòè ïðè p p p p1 2 3� � � , p � �.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåìû 5 è íåðàâåíñòâà Ñòèðëèíãà èìååì

R f I
M

p

M

e p p
p p p p

( , ,
~

)
( !)

�

�

� �
� � �2 2 8

3 3 3 3 3 3 3 3 3
.

Åñëè çàïèñàòü îöåíêó òåîðåìû 6 â óñëîâèÿõ òåîðåìû 5 (r p N p� �, ), òî ïîëó÷èì

M p

p p
R f I

p p

( !)

[( )!]
( , ,

~
)

3

3 3 31728 2 1

1

6

1

�
� � .

À çíà÷èò, ïðè p � � ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

C p
M

p
R f I C p

M

pp p1 3 2 3
( ) ( , ,

~
) ( )� �� ,

C p
p

p p1

3

3 31728 2 1

1

6
( )

( !)

[( )!]
�

�
, C p

e pp p
2

3 3 3 3 3

1

2 8

( ) �
� � �

,

÷òî è äîêàçûâàåò òåîðåìó 7.

Î ÏÎËÍÎÉ ÏÎÃÐÅØÍÎÑÒÈ ÊÓÁÀÒÓÐÍÎÉ ÔÎÐÌÓËÛ
~

( , )I f �

Âî ìíîãèõ ðàáîòàõ, ãäå ðàññìàòðèâàþòñÿ êâàäðàòóðíûå è êóáàòóðíûå ôîðìó-

ëû ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ îò áûñòðîîñöèëëèðóþùèõ ôóíê-

öèé, èññëåäóåòñÿ òîëüêî îäèí âèä ïîãðåøíîñòè — ïîãðåøíîñòü ìåòîäà. Êàê

ïðàâèëî, íà ïðàêòèêå âàæíà íå òîëüêî ïîãðåøíîñòü ìåòîäà, íî è íåóñòðàíè-

ìàÿ ïîãðåøíîñòü è ïîãðåøíîñòü îêðóãëåíèÿ. Â [12] ïðîèëëþñòðèðîâàíà îáùàÿ

ñõåìà íàõîæäåíèÿ ïîëíîé ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ èíòåãðà-

ëîâ îò áûñòðîîñöèëëèðóþùèõ ôóíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé. Ñîãëàñíî ýòîé ñõå-

ìå èçëîæèì îáùèé ïîäõîä ê ïîëó÷åíèþ ïîëíîé ïîãðåøíîñòè ïðåäëîæåííîé

êóáàòóðíîé ôîðìóëû
~

( , )I f � .

Â òåîðåìå 7 ðàññìîòðåíà êóáàòóðíàÿ ôîðìóëà
~

( , )I f � , êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îïòè-

ìàëüíîé ïî ïîðÿäêó òî÷íîñòè, à òàêæå ïîëó÷åíà îöåíêà ïîãðåøíîñòè ìåòîäà. Â

êóáàòóðíîé ôîðìóëå
~

( , )I f � , êàê è âî ìíîãèõ äðóãèõ îïòèìàëüíûõ è áëèçêèõ ê

íèì ôîðìóëàì, ðàññìîòðåí ñëó÷àé òî÷íîãî çàäàíèÿ âõîäíîé èíôîðìàöèè. Äðóãè-

ìè ñëîâàìè, íåóñòðàíèìàÿ ïîãðåøíîñòü êóáàòóðíîé ôîðìóëû
~

( , )I f � ðàâíà íóëþ.

Èçâåñòíûå îöåíêè ïîãðåøíîñòè îêðóãëåíèÿ êâàäðàòóðíûõ è êóáàòóðíûõ
ôîðìóë èñïîëüçóþò, êàê ïðàâèëî, êëàññè÷åñêèå ïîäõîäû [20]. C ðàñïðîñòðàíåíè-
åì â áåñïëàòíîì äîñòóïå áèáëèîòåêè ïðîãðàìì GNU GMP [21], ðåàëèçóþùåé
ñòàíäàðò IEEE 754 [22], ïîÿâèëèñü ìåòîäû îöåíêè ïîãðåøíîñòè îêðóãëåíèÿ ðå-
øåíèÿ çàäà÷ âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè â àðèôìåòèêå ñ ïëàâàþùåé çàïÿòîé,
îñíîâàííûå íà ñðàâíåíèè ðåøåíèé ñ èçìåíÿåìîé äëèíîé ìàíòèññû ìàøèííîãî

÷èñëà [23]. Äëÿ îöåíêè ïîãðåøíîñòè îêðóãëåíèÿ êóáàòóðíîé ôîðìóëû
~

( , )I f �

âîñïîëüçóåìñÿ îöåíêîé ïîãðåøíîñòè îêðóãëåíèÿ ïî ñîâïàäåíèþ ïåðâûõ äåñÿ-
òè÷íûõ çíàêîâ (ÑÏÇ) ðåøåíèé ñ ðàçëè÷íîé äëèíîé ìàíòèññû [23, c. 166–168].
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Ïóñòü A — íåèçâåñòíîå òî÷íîå êîíå÷íîå èëè áåñêîíå÷íîå ÷èñëî; a — åãî
èçâåñòíîå ïðèáëèæåíèå ñ èçâåñòíîé ïîãðåøíîñòüþ � �: | |A a� � ; a1 — äðóãîå
ïðèáëèæåíèå òàêîå, ÷òî a a� �1 �, ãäå | | | |� � a è | | | |A a� � �1 � � . Ïðåäïîëîæèì,
÷òî ìàíòèññà ÷èñëà a èìååò m äåñÿòè÷íûõ çíàêîâ. Ïðåäñòàâèì ÷èñëà a a, ,1 �

â âèäå a s ae
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, e — ïîðÿäîê ÷èñëà, 1 � �t m. Ðàçáèåíèå ÷èñëà a íà a1 è �

íàçûâàåòñÿ ñå÷åíèåì ÷èñëà ïî ìàíòèññå. ×èñëî � íàçûâàåòñÿ ïîãðåøíîñòüþ
îêðóãëåíèÿ ÷èñëà a1, à | |� — îøèáêà ñå÷åíèÿ ÷èñëà a. Ñïîñîá îêðóãëåíèÿ ÷èñëà
ñå÷åíèåì ïî ìàíòèññå íàçûâàþò ìåòîäîì îòáðàñûâàíèÿ [24]. Çíà÷åíèå ÷èñëà t0 ,
êîòîðîå ãàðàíòèðóåò äîñòèæåíèå òî÷íîñòè 
A , ðàöèîíàëüíî îïðåäåëÿòü èç óñëî-

âèÿ t t0 � min , åñëè � � �| |� 
t
A .

Ðàññìîòðèì v çíà÷åíèé ôóíêöèé � j i
j i
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k
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1

, j v�1, , v � 2 ,

k — íàòóðàëüíîå ÷èñëî èëè k � �. Ñ÷èòàþò, ÷òî â ôóíêöèÿõ � j u( ) ñîâïàäàþò t

ïåðâûõ çíàêîâ, åñëè s s si i i
t1 2� � �� , i t�1, .

Åñëè w u R( ) � 1, w u s w u h ui
i

i

e t t( ) ( ) ( )� � �
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, w um ( ) — âû÷èñëåííîå w u( )

ïðè äëèíå ìàíòèññû m, � m mw u w u� �( ) ( ), òî èìååò ìåñòî òåîðåìà îá îöåíêàõ
ïîãðåøíîñòè ìåòîäà îêðóãëåíèÿ ðåøåíèÿ ïî ñîâïàäåíèþ t ïåðâûõ äåñÿòè÷íûõ
çíàêîâ.

Òåîðåìà 8 [23] (îá îöåíêàõ ïîãðåøíîñòè ìåòîäà îêðóãëåíèÿ ðåøåíèÿ).

Ïóñòü h u w u w um
t

m
t( ) ( ) ( )� � , | ( )|h um

t e t� � �1 10 , | |� m
e t� � �1 10 . Äëÿ òîãî ÷òîáû

ðåøåíèÿ w u( ) è w um ( ) èìåëè t ÑÏÇ, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

0 1 10� � � � �| ( ) |h um
t

m
e t� , ïðè÷åì åñëè h um

t ( ) è � m èìåþò ðàçíûå çíàêè, òî äîë-

æíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå | ( ) |h um
t

m
e t� � � �� 1 10 , à åñëè îäèíàêîâûå çíàêè, òî

óñëîâèå | ( )| | |h um
t

m� � . Ïîãðåøíîñòü ðåøåíèÿ w ut ( ) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

| ( ) ( )|w u w ut e t� � � �1 10 .

×ÈÑËÅÍÍÛÉ ÝÊÑÏÅÐÈÌÅÍÒ

Ïóñòü f x x x x x x( , , ) sin ( )1 2 3 1 2 3� � � . Òîãäà | ( , , )|
( , , )

f x y z
p p p1 2 3 1� . Â òàáë. 1

äàíû ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ èíòåãðàëîâ I f( , )� , âû÷èñëåííûå ïî êóáàòóð-

íîé ôîðìóëå
~

( , )I f � , äëÿ ðàçëè÷íûõ p p p1 2 3, , è � �� m, m �1 2, , ... Ïóñòü


 � � � � �( ( )!( )!( )!)2 1 2 3 3
1 2 3

1p p p
p p p . Âûïèøåì òî÷íûå çíà÷åíèÿ èíòåãðàëîâ:

I f( , )3� � �0,005890402526294; I f( , )4� � 0,002448243846718.

Â òàáë. 2 îòðàæåíû ðåçóëüòàòû ïðèìåíåíèÿ îöåíêè èç òåîðåìû 8, êîãäà

w I f� ( , )� , w I fm �
~

( , )� , âû÷èñëåííûå ïðè ðàçíîé äëèíå ìàíòèññû.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî w I f� � � �( , ) ,2 0 20753694393113347 10 1� , w I fm m�
~

( , )2� ,

w I ft t� ( , )2� , h w wm
t

m
t� � , � m mw w� � . Â äàííîì âû÷èñëèòåëüíîì ýêñïåðè-

ìåíòå w — òî÷íîå çíà÷åíèå èíòåãðàëà, îäíàêî â êà÷åñòâå w ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
è ïðèáëèæåííî âû÷èñëåííîå çíà÷åíèå èíòåãðàëà ïðè äðóãîé äëèíå ìàíòèññû.
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Â òàáë. 2 çíà÷åíèÿ ti ÑÏÇ âûäåëåíû æèðíûì øðèôòîì. ×èñëà ti ÑÏÇ äëÿ ðå-

øåíèé w I fm mi i
�

~
( , )2� ñëåäóþùèå: t1 4� , t2 5� , t3 7� , t4 7� , t5 8� , t6 10� ,

t7 13� . Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå îöåíêè äëÿ ïîãðåøíîñòåé ðåøåíèé è ïîãðåø-
íîñòåé îêðóãëåíèÿ:

� i
t e t

I f I fi i� � � � �
| ( , ) ( , )|2 2 1 10� � , | | | ( , ) ( , )|h I f I fm

t
m

t e ti i i� � � � �
2 2 1 10� � .

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Ïîñòðîåíà êóáàòóðíàÿ ôîðìóëà ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ îò
áûñòðîîñöèëëèðóþùåé ôóíêöèè òðåõ ïåðåìåííûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì ëàã-
ðàíæåâîé ïîëèíîìèàëüíîé èíòåðëèíàöèè ôóíêöèé ñ îïòèìàëüíûì âûáîðîì
óçëîâûõ ïëîñêîñòåé äëÿ ïðèáëèæåíèÿ íåîñöèëëèðóþùåãî ìíîæèòåëÿ íà

êëàññå äåéñòâèòåëüíûõ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà G � �[ , ]1 1 3 , è òàêèõ, ÷òî

| ( , , )|
( , , )

f x x x M
p p p1 2 3

1 2 3 � . Ïîëó÷åíà îöåíêà ïîãðåøíîñòè êóáàòóðíîé ôîðìó-

ëû. ×èñëåííûé ýêñïåðèìåíò ïîäòâåðæäàåò òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû ðàáîòû.
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