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Àííîòàöèÿ. Ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè è àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷è-
âîñòè â öåëîì â ðàçíûõ èíòåðïðåòàöèÿõ âòîðûì ìåòîäîì Ëÿïóíîâà–Êðàñîâñêîãî ñòîõàñ-
òè÷åñêîé äèôôóçèîííîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû Èòî ñ êîíå÷íûì ïîñëåäåéñòâèåì ñëó÷àé-
íîé ñòðóêòóðû ñ ìàðêîâñêèìè ïåðåêëþ÷åíèÿìè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñëó÷àéíîé ñòðóêòóðû, ñèñòåìà ñ ïîñëåäåéñòâèåì,
ìàðêîâñêèå ïåðåêëþ÷åíèÿ.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Â ñîâðåìåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé íàóêå ÷ðåçâû÷àéíî âàæíîå ìåñòî ïðèíàäëåæèò

ïðîáëåìå èññëåäîâàíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè óïðàâëåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ

ñèñòåì êàê äåòåðìèíèðîâàííûõ (íåñëó÷àéíûõ), òàê è ñòîõàñòè÷åñêèõ (ñëó÷àé-

íûõ). Ñîçäàíèå êà÷åñòâåííîé òåîðèè, â ñâîþ î÷åðåäü, íåâîçìîæíî áåç ôóíäà-

ìåíòàëüíîãî èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè òàêèõ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì. Êà÷åñò-

âåííàÿ òåîðèÿ óñòîé÷èâîñòè ñòàëà ðåàëüíûì èíñòðóìåíòîì ïðè îòâåòå íà âîï-

ðîñ îá óñòîé÷èâîñòè èëè íåóñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé èññëåäîâàííîé ñèñòåìû,

àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè èëè íåóñòîé÷èâîñòè è èçó÷åíèè ïðîáëåìû

óñòîé÷èâîñòè â öåëîì. Ýòîìó ïîñâÿùåíû ìîíîãðàôèè Ëÿïóíîâà À.Í., Êðàñîâ-

ñêîãî Í.Í., Ìàëêèíà È.Ã. [9], Ìåðêèíà Ä.Ð. [10] è ìíîãèõ äðóãèõ [1–4, 15,

20–26]. Âëèÿíèå ìàðêîâñêèõ âîçìóùåíèé íà óñòîé÷èâîñòü èìïóëüñíîé äèíàìè-

÷åñêîé ñèñòåìû ðàññìàòðèâàåòñÿ â ìîíîãðàôèÿõ Êîðîëþêà Â.Ñ. [23], Ñêîðîõî-

äà À.Â. [13, 14], Êîðåíåâñêîãî Ä.Ã. [16], Õàñüìèíñêîãî Ð.Ç. [11], Êàöà È.ß. [12],

Öàðüêîâà Å.Ô. [5, 7, 17], Øóðåíêîâà Â.Ì. [25] è ìíîãèõ äðóãèõ.

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå èññëåäóåòñÿ óñòîé÷èâîñòü ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôóçèîííûõ

äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ïî ïåðâîìó ïðèáëèæåíèþ, êîãäà èñõîäíàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ

ëèíåéíîé ñòîõàñòè÷åñêîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé. Ïðè èññëåäîâàíèè èñïîëüçóåòñÿ

âòîðîé ìåòîä Ëÿïóíîâà.

1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Ïóñòü íà âåðîÿòíîñòíîì áàçèñå ( , , , )� � F P , F � � �{ , }t t 0 , � � �t , ðàññìàòðè-

âàåòñÿ äèôôóçèîííàÿ ñèñòåìà ñëó÷àéíîé ñòðóêòóðû (ÄÑÑÑ) ñ ïîñëåäåéñòâèåì

dx t a t x t a t x t dtt t( ) [ ( , , ( )) ( , , ( ))]� � �0 1� �

� �b t x t dw t b t x t dw tt t0 0 1 1( , , ( )) ( ) ( , , ( )) ( )� � , (1)

ñ âíåøíèìè ìàðêîâñêèìè ïåðåêëþ÷åíèÿìè

	x t g t x t g t x tt k t k k k t kk k k
( )| ( , , ( ), ) ( , , ( ),� 
 � 

 
0 1� � � � k ) (2)

è ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

xt m0
� �� D , �( )t y0 � , � k h

0
� . (3)

Çäåñü x t x t( ) ( , ) :� � [ , ) ;0 �  �� R m x x tt � �{ ( ),� � � �� 
 � �[ , ] } , ;0 0Dm

ai m
m: R D Y R�   � ; bi m

m: R D Y R�   � ; gi m
m: R D Y H R�    � ,
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i � 0 1, , — îòîáðàæåíèÿ, èçìåðèìûå ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ, êîòîðûå

óäîâëåòâîðÿþò ãëîáàëüíîìó óñëîâèþ Ëèïøèöà òèïà

| ( , , ) ( , , )| | ( , , ) ( ,( ) ( ) ( )a t x y a t x y b t x y b ti t i t i t i
1 2 1
 � 
 x yt

( ) , )|2 �

� 
 � 
| ( , , , ) ( , , , )| || |( ) ( ) ( ) ( )g t x y h g t x y h L x xi t i t t t
1 2 1 2 | (4)

è óñëîâèþ ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè ïî t òèïà

| ( , , )| | ( , , )| | ( , , , )|a t y b t y g t y h ci i i0 0 0� � � � �, t � 0, y�Y, h�H, i � 0 1, ;

D D Rm m
m� 
([ , ], )� 0 — ïðîñòðàíñòâî Ñêîðîõîäà íåïðåðûâíûõ ñïðàâà ôóíê-

öèé, èìåþùèõ ëåâîñòîðîííèå ïðåäåëû [13]; w t w ti i( ) ( , )� � , i � 0 1, , — îäíî-

ìåðíûå íîðìèðîâàííûå âèíåðîâñêèå ïðîöåññû [1–4]; äàëåå t0 0� .

Âñþäó íèæå áóäåì èññëåäîâàòü óñòîé÷èâîñòü â ðàçëè÷íûõ òðàêòîâêàõ, â êî-

òîðûõ ðàññìàòðèâàåòñÿ òðèâèàëüíîå ðåøåíèå (1)–(3), ò.å. âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

a t yi ( , , )0 0� ; b t yi ( , , )0 0� ; g t y hi ( , , , )0 0� , i � 0 1, .

Îïðåäåëåíèå 1. Äèôôóçèîííóþ ñèñòåìó ñëó÷àéíîé ñòðóêòóðû ñ ïîñëå-

äåéñòâèåì

dx t a t x t dt b t x t dw tt t( ) ( , , ( )) ( , , ( )) ( )� �0 0 0� � , (5)

	x t g t x tt k t k kk k
( )| ( , , ( ), )� 

0 � � (6)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (3) íàçîâåì ñèñòåìîé ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ ñèñ-

òåìû (1)–(3).

Äëÿ àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè ÄÑÑÑ (1)–(3) ìîæíî èñïîëüçîâàòü ôóíêöèîíàëû Ëÿ-
ïóíîâà–Êðàñîâñêîãî äëÿ (5), (6) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (3), âû÷èñëèòü äèñêðåò-
íûé îïåðàòîð Ëÿïóíîâà äëÿ ÄÑÑÑ (1)–(3), ïîëó÷èòü äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷è-
âîñòè ýòîé ñèñòåìû â òîì èëè èíîì âåðîÿòíîñòíîì ïîíèìàíèè [5–7, 12, 26].

Ýòîò ìåòîä [5] íàçûâàåòñÿ èññëåäîâàíèåì óñòîé÷èâîñòè ïî ïåðâîìó ïðèáëè-
æåíèþ [11–18]. Íàèáîëåå ÷àñòî â êà÷åñòâå ñèñòåìû ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ (5), (6)
âûñòóïàåò ëèíåéíàÿ ñèñòåìà. Â ýòîì ñëó÷àå ñ÷èòàåì óñòîé÷èâîñòü ïî ëèíåéíîìó
ïðèáëèæåíèþ. Âîçìîæíî, ÷òî ñèñòåìîé ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ äåòåðìè-
íèðîâàííàÿ ñèñòåìà, ò.å. a b0 0, è g0 â (5), (6) íå çàâèñÿò îò �( )t è � k . Òîãäà èìååì
óñòîé÷èâîñòü îòíîñèòåëüíî äåòåðìèíèðîâàííîãî ïðèáëèæåíèÿ [8–10].

Åñòåñòâåííî ïîëàãàòü, ÷òî â ñëó÷àå ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôóçèîííûõ äèíàìè-
÷åñêèõ ñèñòåì ñëó÷àéíîé ñòðóêòóðû ñ âíåøíèìè ìàðêîâñêèìè ïåðåêëþ÷åíèÿìè
äîëæíû ïîÿâëÿòüñÿ ñèñòåìû ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ èíîãî âèäà [20, 21].

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âíåøíèå ìàðêîâñêèå ïåðåêëþ÷åíèÿ ïðèâîäÿò ê ðàç-
ðûâó ãëàäêèõ ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ [22, 23]. Èñõîäÿ èç ýòîãî
ñëåäóåò âûïîëíåíèå ðàâåíñòâà

a t x y b t x y1 1 0( , , ) ( , , )� � ; g t x y h0 0( , , , ) � . (7)

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ [11–13]

a t x y b t x y0 0 0( , , ) ( , , )� � ; g t x y h1 0( , , , ) � . (8)

Çäåñü ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî èñõîäíûì îáúåêòîì (ñèñòåìîé ïåðâîãî ïðè-

áëèæåíèÿ) åñòü ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå âèäà

x x g t t xk k k k k k� � �1 0 ( , ( ), , )� � , k � 0 . (9)

Åñëè äëÿ àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû (9) â ñëó÷àå (8) (èëè (7)) ïðèìåíÿòü

äèñêðåòíûé îïåðàòîð Ëÿïóíîâà [5, 11], òî äëÿ àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû

ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ âèäà (1), êàê ïðàâèëî, èñïîëüçóþò ïðîèçâîäíóþ â ñèëy ðå-
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øåíèé ñèñòåìû [19]. Ïîýòîìó äîêàæåì íåêîòîðûå òåîðåìû âòîðîãî ìåòîäà Ëÿ-

ïóíîâà, êîòîðûå áóäåì èñïîëüçîâàòü êàê ïðîèçâîäíóþ â ñèëó ðåøåíèé

ñèñòåìû (5), òàê è êàê ðàçíîñòü îòíîñèòåëüíî ðåøåíèé ñèñòåìû (9).

2. ÂÛ×ÈÑËÅÍÈÅ ÈÍÔÈÍÈÒÅÇÈÌÀËÜÍÎÃÎ ÎÏÅÐÀÒÎÐÀ

Êàê è ðàíåå, ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèé (1), (2), (5), (6)

óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì Ëèïøèöà è ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè, à òàêæå

óñëîâèÿì èçìåðèìîñòè ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ.

Ïóñòü U t( , x y ht , , ) — òàêàÿ ñêàëÿðíàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ, êîãäà ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü

{ ( , , ) ( , , , ), }� k t k tx y h U t x y h k N� � (10)

ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèîíàëîì Ëÿïóíîâà–Êðàñîâñêîãî [17, 18]. Äëÿ äèñêðåòíîãî îïå-

ðàòîðà Ëÿïóíîâà, à èìåííî

( )( , , ) ( , , )( ) ( , ,l x y h x y h du dz dl u zk t k t k
m

� ��  

 

�� P

Y H R

1 l x y hk t) ( , , )
 � ,

â ñèëó ðåøåíèé ñèñòåìû (1)–(3) ñîõðàíèì îáîçíà÷åíèå l , à äëÿ äèñêðåòíîãî

îïåðàòîðà Ëÿïóíîâà íà ðåøåíèÿõ (5), (6) ââåäåì îáîçíà÷åíèå l0 . Ââåäåì òàêæå

íåîáõîäèìûå îãðàíè÷åíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ, ñâÿçàííûå ñ ìàðêîâñêèì ïðîöåññîì

�( )t . Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû Å.Á. Äûíêèíà [2], îïðåäåëèì C-èíôèíèòåçèìàëü-

íûé îïåðàòîð
~
� :

(
~

)( ) lim [ { ( ( ))} ( )]�U y
t

U t U y
t

y� 

�0

1
E � , (11)

ãäå U C� �D Y(
~

) ( )� . Ñîõðàíèì ýòî îáîçíà÷åíèå äëÿ ïðîäîëæåíèÿ
~
� â ïðî-

ñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ, íî íå îáÿçàòåëüíî îãðàíè÷åííûõ îòîáðàæåíèé Y R� .

Ïðåäïîëîæèì äàëåå, ÷òî ìàðêîâñêèé ïðîöåññ �( )t íå çàâèñèò îò öåïè Ìàðêî-

âà { }� k . Ïóñòü ôóíêöèîíàë U t x y ht( , , , ) — íåïðåðûâåí ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðå-

ìåííûõ, íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåì ïî t è ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíûì ôóíêöè-

îíàëîì. Ìîæíî äîêàçàòü [2], ÷òî ïàðà ( ( ), )� t xt , ãäå x t( ) — ñèëüíîå ðåøåíèå

óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ, çàäàííîãî êàê ÄÑÑÑ, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôåë-

ëåðîâñêèé ìàðêîâñêèé ïðîöåññ, è ââåñòè îïåðàòîð

( )( , , , ) lim [ { ( , ( ), (,
( )Q EU t x y h U t x t tt x y
t� � � �

�� �
� � � �

0

1
� 
�), )} ( , , , )]h U t x y ht , (12)

ãäå èíäåêñû ïðè ìàòåìàòè÷åñêîì îæèäàíèè îáîçíà÷àþò óñëîâèÿ y t� �( ) ,

x xt� � 
, [ , ]� � 0 . Åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü, ÷òî îïðåäåëåííûé âûøå ôóíêöèîíàë

U t x y ht( , , , ) ëåæèò â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà Q D Q( ( ))U � , åñëè ïðå-

äåë (12) ñóùåñòâóåò â ñìûñëå ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè â íåêîòîðîé îêðåñ-

òíîñòè òî÷êè ( , )x yt ðàâíîìåðíî ïî h�H .

Äàëåå ââåäåì îïåðàòîð Ëÿïóíîâà �0 , êîòîðûé ñâÿçàí ñ âíåøíèìè ìàðêîâ-

ñêèìè ïåðåêëþ÷åíèÿìè (6) â ìîìåíò âðåìåíè t k Nk , � , è äåéñòâóåò íà ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü ôóíêöèîíàëîâ U t x y hk t( , , , ) â ñèëó ñèñòåìû (5), (6), à èìåííî

( )( , , , ) ( , ( , , , ), , ) ( , )�0 0U t x y h U t x g t x y h y h h dzk t k k t k� � P 
� U t x y hk t( , , , )

H

. (13)

Âû÷èñëèì îïåðàòîð ( )( , , , )QU t x y ht ïî îïðåäåëåíèþ (12) íà ðåøåíèÿõ ñèñ-

òåìû (5), çàâèñÿùåé îò ïàðàìåòðà — ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà �( )t , ñ ó÷åòîì âíåø-

íèõ ìàðêîâñêèõ ïåðåêëþ÷åíèé { }� k , k N� , âèäà (6).

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ñëó÷àè.

Ñëó÷àé 1. Ïóñòü ñèñòåìà ñëó÷àéíîé ñòðóêòóðû çàäàíà ÄÑÑÑ ïåðâûì ïðèáëè-

æåíèåì (5), (6) äëÿ t t� 0 , ãäå x t m( ) �R , �( )t — ïðîñòàÿ öåïü Ìàðêîâà ñ êîíå÷íûì

÷èñëîì ñîñòîÿíèé Y � { , , ..., }y y yk1 2 è çàäàííûìè âåðîÿòíîñòÿìè ïåðåõîäà
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P{ }� 	( ) / ( ) ( ) ( )t y y s y q t s t sj i ij� � � 
 � 
 , (14)

P{ }� 	( ) , / ( ) ( ) ( )l y s l t y s y q t s t si i i� � � � � 
 
 � 
1 . (15)

Â ìîìåíò � èçìåíåíèÿ ñòðóêòóðû y yi j� ïàðàìåòðà �( )t ñèñòåìû (5) ïðîèñõî-

äèò ñëó÷àéíîå ñêà÷êîîáðàçíîå èçìåíåíèå ôàçîâîãî âåêòîðà x x( )� 
 �0 , x z( )� � ,

äëÿ êîòîðîãî çàäàíà óñëîâíàÿ ïëîòíîñòü p z xij ( , / )� , à èìåííî

P{x z z dz x x p z x dz dzij( ) [ , ] / ( ) } ( , / ) ( )� � � 	� � 
 � � �0 . (16)

Âû÷èñëèì îïåðàòîð Q0U íà ðåøåíèÿõ ñèñòåìû (5), (6).

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ìàðêîâñêàÿ öåïü �( ) { , , ..., }t y y yk� �Y 1 2 , äëÿ êîòîðîé

âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (14), (15), íå çàâèñèò îò âíåøíèõ ìàðêîâñêèõ ïåðåêëþ÷å-

íèé { }� k , k N� . Òîãäà îïåðàòîð ( )Q0U íà ðåøåíèÿõ ñèñòåìû ïåðâîãî ïðèáëèæå-

íèÿ (5), (6) îò ôóíêöèîíàëà U t x tt k( , , ( ), )� � âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

( )( , , , ) ( )( , , , ) ( )( , , , )Q0U t x y h U t x y h U t x y ht t t x t� � �� �

� �(
~

)( , , , ) ( )( , , , )� �y t tU t x y h U t x y h0 . (17)

Çäåñü

( )( , , , )
( , , , )

�t t
tU t x y h

U t x y h

t
�

�

�
, (18)

( )( , , , ) ( ( , , , ), ( , , , ))�x t x t tU t x y h U t x y h a t x y h� � �0

� �
1

2

2
0 0

Sp( ( , , , ), ( , , , ), ( , , , ))xx t t
T

tU t x y h b t x y h b t x y h , (18�)

(
~

)( , , , ) ( , , , ) ( , / ) ( , ,� y t t j ij tU t x y h U t x y h p t z x dz U t x y� 
 i ij

j i

k

h q
m

, )

R
��

�

�

�
�

�

�

�
��

, (19)

ãäå ( , )� � — ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, ( )� �
�

�
� �

�

�

 

!
""

#

$
%%U

U

x

U

xm

T

1

� — ïðîèçâîäíàÿ

Ôðåøå [2], � �
�

� �

�

�
�
�

�

�
�
� �

xx
i j i j

m

U
U

x x

2
2

1,

, Sp — ñëåä ìàòðèöû, ( )( , , , )�0U t x y ht âû-

÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (13), �0U âû÷èñëÿåòñÿ ñîãëàñíî (13).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ëèíåéíîñòè îïåðàòîðà ( )( , , , )Q0U t x y ht ïî îïðåäå-

ëåíèþ (11) èìååì åãî èçîáðàæåíèå â âèäå ñóììû ÷åòûðåõ îïåðàòîðîâ (ñì. (17)).

Äîêàæåì ôîðìóëû (18�), (19) äëÿ âû÷èñëåíèÿ îïåðàòîðîâ ( )( , , , )�x tU t x y h è

(
~

)( , , , )� y tU t x y h .

Óïðîñòèì çàäà÷ó, èñêëþ÷èâ èç ðàññìîòðåíèÿ âíåøíåå ìàðêîâñêîå ïåðåêëþ-
÷åíèå (16), è îáîçíà÷èì íà÷àëüíûå óñëîâèÿ xt � � , �( )t yi� . Ðàññìîòðèì ïîë-

íóþ ãðóïïó íåñîâìåñòíûõ ñîáûòèé (ãèïîòåç) äëÿ êàæäîãî i k�1, . Îáîçíà÷èì H i

ñîáûòèå, ïðè êîòîðîì íà èíòåðâàëå âðåìåíè ( , ]t t t� 	 ñòðóêòóðà ñèñòåìû (15) íå
èçìåíèòñÿ, ò.å. � �( ) � yi ïðè ( , )t t t� 	 . Òîãäà ñ òî÷íîñòüþ äî 	( )	t èìååì

P( )H q tij ij� 
1 	 . (20)

Äàëåå îáîçíà÷èì H ij ñîáûòèå, ïðè êîòîðîé íà èíòåðâàëå âðåìåíè ( , ]t t t� 	
ïðîèñõîäèò èçìåíåíèå ñòðóêòóðû y y yi j i� � . Òîãäà ñ òî÷íîñòüþ äî 	( )	t

ïîëó÷èì

P( )H q tij ij� 	 . (21)
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Ïóñòü 	 	 	 	U U t t x t t t t h U t x y ht i� � � � � 
( , ( ) , ( ), ) ( , , , )� � , âû÷èñëèì èç-

ìåíåíèÿ 	 	i HU U
i

� , 	 	ij HU U
ij

� ôóíêöèè U ïðè íàñòóïëåíèè ñîáûòèé H i ,

H ij , j i� , ïðåíåáðåãàÿ ñëàãàåìûìè ïîðÿäêà 	( )	t :

	 i x tU
U

t
U a t x y h�

�

�
� ��

��
�( , ( , , , ))0

� � �

��
�

1

2

2
0 0

Sp( ( , , , ), ( , , , )) ( )xx t
T

tUb t x y h b t x y h t o t	 	 .
(22)

Âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå âû÷èñëåíû â òî÷êå ( , , , ),t x y ht i ãäå x s( ) — ðåøåíèå

óðàâíåíèÿ (5) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè xt � � , �( )t yi� , s t t� � �0 0 (âíåø-

íèå ìàðêîâñêèå ïåðåêëþ÷åíèÿ çäåñü íå ó÷òåíû).

Â ñëó÷àå èçìåíåíèÿ ñòðóêòóðû y yi j� íà èíòåðâàëå âðåìåíè ( , ]t t t� 	 áó-

äåì èìåòü ïðèðàùåíèå

	 	ij t j t iU U t t x y h U t x y h� � 
(( ), , , ) ( , , , ) . (23)

Îòìåòèì, ÷òî â (23) èñêëþ÷åíû ñëàãàåìûå, ñâÿçàííûå ñ âîçìîæíîñòüþ èçìå-

íåíèÿ ñòðóêòóðû ïðè � � �[ , ]t t 	 è ñ íåïðåðûâíûì èçìåíåíèåì x t( ) íà èíòåð-

âàëå ( , ]t t t� 	 , ïðè÷åì âñå ýòè ñëàãàåìûå èìåþò âûñøèé ïîðÿäîê ìàëîñòè îò-

íîñèòåëüíî 	( )	t . Ïîýòîìó ïîñëå óñðåäíåíèÿ ýòè ñëàãàåìûå ñ ó÷åòîì

P{ ( ) / ( ) } ( )� � 	t t y t y q t tj i ij� � � � �	 	 	 ,

P{ ( ) , / ( ) } ( )� � � � 	� � � � � � 
 �y t t t t y q t ti i i	 	 	1

áóäóò èìåòü ïîðÿäîê 	( )	t è, ñëåäîâàòåëüíî, â ðåçóëüòàòå ïðåäåëüíîãî ïåðåõî-

äà (11) îíè ïðåîáðàçóþòñÿ â íóëü.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ E{ / ( ) , , }	U t x y ht i� �� � âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé ïî-

âòîðíîãî óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ

E E E{ / , , } { { / , , } / ( ) }	 	 	U x y h U x y h x t tt i t i� � � � � �� � � 
 , (24)

ãäå âíåøíåå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå â ïðàâîé ÷àñòè (24) âûïîëíÿåòñÿ ïî

ïåðåìåííîé 
 �, �Dm .

Ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâ

P{ ( ) / ( ) } ( )� � 	t t y t y q t tj i ij� � � � �	 	 	 ,

P{ ( ) , / ( ) } ( )� � � � 	� � � � � � 
 �y t t t t y q t ti i i	 	 	1

è ïðèðàùåíèÿ (23) ïîëó÷èì ñ òî÷íîñòüþ äî 	( )	t óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå

îæèäàíèå

E{ / , , } ( , ( , , , ))	U x y h
U

t
U a t x y ht i x t� �

�

�
� � ��

��
� 0

� � �

��



1

2
12

0 0
Sp T( ( , , , ), ( , , , )) ( )xx t t iUb t x y h b t x y h q t	 	t �

� 

�

�

�
�

�

�

�
�

�U t x y h p t z x dz U t x y h qt j ij t i
m

( , , , ) ( , / ) ( , , , )

R

ij

j i

k

t o t	 	�
�
� ( ) . (25)

Ïðè âû÷èñëåíèè òðåòüåãî ñëàãàåìîãî â (25) èñïîëüçóåì ñâîéñòâî

ïðèðàùåíèÿ âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà èñ÷èñëåíèÿ êîâàðèàöèè [3]. Âûïîëíèâ äåëå-

íèå íà 	t â (25), ïåðåéäåì ê ïðåäåëó ïðè 	t � �0 è ïîëó÷èì ïåðâîå ñëàãàåìîå

�tU , âòîðîå �xU è òðåòüå ñëàãàåìîå � yU â ôîðìóëå (17). Bû÷èñëåíèe ÷åòâåðòî-

ãî ñëàãàåìîãî �0U ìîæíî íàéòè â [5, ñ. 164]. Òåîðåìà 1 äîêàçàíà. �
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Çàìå÷àíèå 1. Ïóñòü ïðåäåë (11) âû÷èñëåí â ñèëó (1)–(3):

( )( , , , ) ( , , , ) ( , , , )Q Q1 0 1U t x y h U t x y h U t x y ht t k t� � ��

� � �( ( , , , ), ( , , , ))x t tU t x y h a t x y h1

� �
1

2

2
1 1

Sp T( ( , , , ) ( , , , ), ( , , , ))xx t t tU t x y h b t x y h b t x y h , (26)

ãäå �1U t x y hk t( , , , ) âû÷èñëÿåòñÿ ïî ïðàâèëó (22), ïðè ýòîì âìåñòî g0

âûñòóïàåò g1 .

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé èçìåíåíèÿ âíóòðåííåé ñòðóêòóðû ñèñòåìû (1) ïîä äåé-

ñòâèåì âíåøíèõ ìàðêîâñêèõ ïåðåêëþ÷åíèé (6).

Ñëó÷àé 2. Ïóñòü â ìîìåíò èçìåíåíèÿ ñòðóêòóðû y yi j� ôàçîâûé âåêòîð

èçìåíÿåòñÿ ïî äåòåðìèíèðîâàííîìó çàêîíó x xij( ) ( ( ))� � �� 
0 , i j� , ñîãëàñíî êî-

òîðîìó çàäàíà óñëîâíàÿ ïëîòíîñòü p z xij ( , / )� .

Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 1. Òîãäà îïåðàòîð

Q0U t x y ht( , , , ) âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

( )( , , , )
( , , , )

( ( , , , ), (Q0 0U t x y h
U t x y h

t
U t x y h a tt

t
x t�

�

�
� � , , , ))x y ht �

� � �
1

2

2
0 0

Sp T( ( , , , ) ( , , , ), ( , , , ))xx t t tU t x y h b t x y h b t x y h

� 

�
�[ ( , ( ), , ) ( , , , )]U t x y h U t x y h qij j t i ij

j i

k

� . (27)

Äîêàçàòåëüñòâî îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ñõåìå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1.

Çàìå÷àíèå 2. Ïóñòü ïðåäåë (11) âû÷èñëÿåòñÿ ñîãëàñíî óðàâíåíèÿì (1)–(3).

Òîãäà îïåðàòîð Q1U t x y ht( , , , ) ñëåäóåò âû÷èñëÿåòü ïî ôîðìóëå

( )( , , , ) ( , , , ) ( ( , , , ), ( ,Q Q1 0 1U t x y h U t x y h U t x y h a tt t x t� � � x y ht , , )) �

� � �
1

2

2
1 1

Sp T( ( , , , ) ( , , , ), ( , , , ))xx t t tU t x y h b t x y h b t x y h �1U t x y hk t( , , , ) . (28)

Çäåñü �1U âû÷èñëÿåòñÿ ïî ïðàâèëó (13), ãäå âìåñòî g0 ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü g1.

Ñëó÷àé 3. Åñëè â ìîìåíòû èçìåíåíèÿ ñòðóêòóðû y yi j� ôàçîâûé âåêòîð

x x x( ) ( )� �
 � �0 èçìåíÿåòñÿ íåïðåðûâíî, òî ôîðìóëà (27) óïðîùàåòñÿ.

Ñëåäñòâèå 1. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1

( )( , , , )
( , , , )

( ( , , , ), (Q1 0U t x y h
U t x y h

t
U t x y h a tt

t
x t�

�

�
� � , , , ))x y ht �

� � �
1

2

2
0 0

Sp T( ( , , , ) ( , , , ), ( , , , ))xx t t tU t x y h b t x y h b t x y h

� 
 � �
�
�[ ( , , , ) ( , , , )] ( ( , , ,U t x y h U t x y h q U t x y ht j t i ij

j i

k

x t ), ( , , , ))a t x y ht1 � (29)

� � �
1

2

2
1 0Sp T( ( , , , ) ( , , , ), ( , , , ))xx t t tU t x y h b t x y h b t x y h � U t x y h U t x y ht t( , , , ) ( , , , ),��1

ãäå �0U è �1U â ñèëó (1)–(3) äåéñòâóþò ïî ïðàâèëó (13).

Ñëó÷àé 4. Åñëè ïðè áîëåå ñëîæíûõ êîíñòðóêöèÿõ ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà,

ò.å. êîãäà � � �( ) [ , ]t � 1 2 — ñóãóáî ðàçðûâíîé ìàðêîâñêèé ïðîöåññ, äîïóñêàþùèé

ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé
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P{ ( ) [ , ] / ( ) } ( , , ) ( ),� � � � � � � � � � 	t t t p t t t� � � � � � �	 	 	 	 	

P{ ( ) , / ( ) } ( , ) ( )� � � � � � � 	� � � � � � 
 �t t t t p t t t	 	 	1 ,

à â ìîìåíòû ñêà÷êà �( )t ôàçîâûé âåêòîð ìåíÿåòñÿ íåïðåðûâíî, òî îïåðàòîð

( )( , , , )Q0U t x y ht ïðèìåò âèä

( )( , , , ) ( )( , , , ) ( )( , , , )Q0U t x y h U t x y h U t x y ht t t x t� � �� �

& '� � 
�( )( , , , ) ( , , , ) ( , , , ) (

[ , ]

�0

1 2

U t x y h t x h t x ht t t� � � � 

� �

t d, , )� � � , (30)

ãäå � � �t xU U U, , 0 ñîîòâåòñòâåííî âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëàì (18), (18�), (13).

Ñëó÷àé 5. Ôîðìóëà Q0U â òî÷êå ( , , , )t x y ht äëÿ ñèñòåìû (5), (6), êîãäà �( )t

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì îáîáùåííîãî ñòîõàñòè÷åñêîãî ÑÄÓ Èòî–Ñêîðîõîäà ñ èíòåã-

ðàëîì ïî ïóàññîíîâîé ñëó÷àéíîé ìåðå, èìååò áîëåå ñëîæíûé âèä äàæå áåç ó÷åòà

âíåøíèõ ìàðêîâñêèõ ïåðåêëþ÷åíèé (ñì. [18, ñ. 54–56]).

3. ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜ Â ÖÅËÎÌ ÑÈÑÒÅÌÛ ÑËÓ×ÀÉÍÎÉ ÑÒÐÓÊÒÓÐÛ
ÏÎ ÏÅÐÂÎÌÓ ÏÐÈÁËÈÆÅÍÈÞ

Ñòîõàñòè÷åñêîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (1)–(3), âåðîÿòíîñòíûå õàðàêòå-

ðèñòèêè ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà �( )t , à òàêæå óñëîâèå ñêà÷êà ôàçîâîãî âåêòîðà

x t( ) â ìîìåíòû ñêà÷êîîáðàçíîãî èçìåíåíèÿ ñòðóêòóðû ñèñòåìû îïðåäåëÿþò

ìàðêîâñêèé ïðîöåññ { ( ), ( )}x t t� ñ íåïðåðûâíûìè ñïðàâà ðåàëèçàöèÿìè. Äëÿ òà-

êèõ ñèñòåì ñôîðìóëèðóåì äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ïî âåðîÿòíîñòè

â öåëîì.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü íà âåðîÿòíîñòíîì áàçèñå ( , , , )� � F P ðàññìàòðèâàåòñÿ

ÄÑÑÑ (1)–(3) è âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) a b g ii i i, , , ,� 0 1 , óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì Ëèïøèöà ïî âòîðîìó àðãóìåí-

òó ïðè âñåõ t � �R , y�Y, h�H è ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè ïî t ïðè âñåõ

y�Y, h�H , x m�R ;

2) ìàðêîâñêèé ïðîöåññ ñòîõàñòè÷åñêè íåïðåðûâåí;

3) ñóùåñòâóåò íåîòðèöàòåëüíûé ôóíêöèîíàë U D� ( )Q0 òàêîé, ÷òî:

à) u r U t x y h
t y
h x r

t( ) ( , , , )
, ,

, | |

� � �
� �
� �

inf
0 Y
H

ïðè r � �; (31)

á) u r U t x y h
t y
h x r

t( ) ( , , , )
, ,

, | |

� �
� �
� �

sup
0

0
Y

H

ïðè r � 0 ; (32)

â) ( )( , , , )Q0 0U t x y ht � ; (33)

ã) ( )( , , , )�0 0U t x y ht � ; (34)

4) sup
k N

k kt t
�

� 
 � � �| |1 	

ïðè âñåõ t � 0 , t Sk � , y�Y, h�H , xt m�D . Òîãäà ñèñòåìà (1)–(3) ÿâëÿåòñÿ

óñòîé÷èâîé ïî âåðîÿòíîñòè â öåëîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî (31), (32) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü { ( , , )� k tx y h �

�U t x y hk t( , , , )}, k N� , îáðàçóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèîíàëîâ Ëÿïóíî-

âà–Êðàñîâñêîãî. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ïîëó÷èòü íåðàâåíñòâî

( )( , , )�0 0� k tx y h �
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ïðè âñåõ k N� , y�Y, h�H , xt m�D . Ïî îïðåäåëåíèþ èíôèíèòåçèìàëüíîãî

îïåðàòîðà ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà ��( ), }t xt è ïî ôîðìóëå Äûíêèíà [2] èìååì

E Ex y
t

k t k k t
tk

k
U t x t h U t x y h,

( ) (
( , , ( ), ) ( , , , )� 
 ��


 � �1 11
� k

k

k

U x h d

t

t
)

( )( , , ( ), ){ }Q0

1

� � � ��

�

� .

Ïîýòîìó èç (33) ïîëó÷èì

Ex y
t

k t k k t
k

k
U t x t h U t x y h,

( )
( , , ( ), ) ( , , , )� 
 ��


 �1 11
� (35)

ïðè âñåõ k N� , y�Y, h�H , xt m�D .

Ó÷èòûâàÿ ïðåäïîëîæåíèå î ñòîõàñòè÷åñêîé íåïðåðûâíîñòè ìàðêîâñêîãî

ïðîöåññà �( )t ïðè âû÷èñëåíèè óñëîâíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé äëÿ ëþáîãî

äåòåðìèíèðîâàííîãî t R� � , ìîæíî âìåñòî �( )t ïîäñòàâèòü �( )t
 . Ýòèì âîñïîëü-

çóåìñÿ ïðè âû÷èñëåíèè �0� k , à èìåííî

( )( , , ) { ( , , ( ), )
,

( )
�0 1 1 11

� � �k t y h

t
k t k kx y h U t x tk

k
� � � ��

E }



 � 
� 
 � ��
U t x y h U t x tk t y h

t
k t k k

k

k
( , , , ) [ { ( , , ( ),

,

( )E 1 11
� � 1 ) �

� 
 
� 
 � � ��
g t x t U t xk t k k y h

t
k tk

k
0 1 1 1 11

( , , ( ), } | { ( ,
,

( )� � E
k

tk� 
 � 
 �
1 1, ( ), )}� �

� 
 
� 
 ��
[ { ( , , ( ), ) ( , , , )}

,

( )E
y h

t
k t k k t

k

k
U t x t h U t x y h1 11

� ] . (36)

Ñîãëàñíî (35) âòîðîå ñëàãàåìîå â (36) íåïîëîæèòåëüíîå. Ïðè îöåíêå ïåðâîãî

ñëàãàåìîãî áåðåì ñíà÷àëà óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå îòíîñèòåëüíî

�tk� 
1
, âîñïîëüçóåìñÿ �tk� 
1

-èçìåðèìîñòüþ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí �( )tk� 
1 è

x tk( )� 
1 . Èòàê, ñîãëàñíî óñëîâèþ (34) ïîëó÷èì ( )( , , )�0 0� k x y h � , ÷òî è äîêà-

çûâàåò óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ èñõîäíîé ñèñòåìû (1)–(3). Òåîðåìà 3 äîêàçàíà. �

Òåîðåìà 4. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 3 è ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñ-

ëî � �( , )0 1 , ÷òî ïðè âñåõ t yk , �Y , h�H è x m�R èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

( )( , , , ) ( , , , )�0U t x y h U t x y hk k� 
� . (37)

Òîãäà ñèñòåìà (1)–(3) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà ïî âåðîÿòíîñòè â öåëîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç íåðàâåíñòâà (37) äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé

b x y h U t x y hk t
k

k t( , , ) ( ) ( , , , )� 
 
1 � ëåãêî ïîëó÷èòü íåðàâåíñòâî

( )( , , ) ( ) ( , , , )
( )

�0
1

1 11b x y h U t x yk t
k

h

t
k t k

k� 
 

 

� �� �E { }


 
 � 
 �
 
 
( ) ( , , , ) ( ) [( )( , , , )1 1 1
0� � �k

k t
k

k tU t x y h U t x y h U� ( , , , )]t x y hk t � 0 .

Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî (34) òåîðåìû 3, ïîëó÷àåì

( )( , , )�0 0b x y hk t � , ÷òî ãàðàíòèðóåò âûïîëíåíèå äâîéíîãî íåðàâåíñòâà

( ) ( , , ( ), ) ( , , , )
,

( )
1 1

0
 � �
 
� � �k
y h

t
k t k k t

k

k
U t x t U t x y h UE ( || || )xt . (38)

Ñ ó÷åòîì îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèîíàëà Ëÿïóíîâà–Êðàñîâñêîãî ïîëó÷èì

E E
y h

t
t y h

t
k t k k

k

k

k

k
U x U t x t

,

( )

,

( )
(|| || ) ( , , ( ), ) (� � 
� � �1 ) ( || || )k

tU x .

Îòñþäà ïî îïðåäåëåíèþ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ïî âåðîÿòíîñòè â öå-

ëîì [17] èìååò ìåñòî óòâåðæäåíèå òåîðåìû 4. �
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Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 3. Åñëè inf
k N

k kt t
�

� 
 �( )1

� �	1 0 è ñóùåñòâóåò òàêîå � � 0 , ÷òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

( )( , , , ) ( , , , )Q0U t x y h U t x y ht t� 
 � (39)

ïðè ( � � � �t t S y hk0, , ,Y H è xt m�D , òî ñèñòåìà (1)–(3) àñèìïòîòè÷åñêè

ñòîõàñòè÷åñêè óñòîé÷èâà â öåëîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ Q0 äëÿ ôóíêöèîíàëîâ Ëÿïóíîâà–Êðàñîâ-

ñêîãî z t y h e U t y ht( , , , ) ( , , , )� ��� ëåãêî ïîëó÷èòü íåðàâåíñòâî

( )( , , , ) ( , , , ) ( , , , )Q Q0 0 0z t y h z t y h e U t y ht� � � ��� � �

äëÿ � t m�D ( � � �t y h0, ,Y H .

Òîãäà ïðè � � �k ky h U t y h( , , ) ( , , , )� ìîæíî çàïèñàòü

( )( , , ) ( , ( , , , ),
( )

�0 0
1� � �

k h

t
k t k ty h e U t x g t x y h yk� 
 �
 	 E { , )� k� 
1 }


 � 
 �

U t y h e U t y hk k( , , , ) ( ) ( , , , )� ��	 1 1 0 ,

÷òî è äîêàçûâàåò ñëåäñòâèå 2. �

Èññëåäóåì äàëåå ñëó÷àè ñîõðàíåíèÿ ñâîéñòâ ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâîñ-

òè ðåøåíèÿ â ñðåäíåì êâàäðàòè÷åñêîì ïðè ïîñòîÿííî äåéñòâóþùèõ

âîçìóùåíèÿõ.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü:

1) äëÿ ñèñòåìû (5), (6) âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ñèëüíîãî

ðåøåíèÿ;

2) ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèîíàëîâ Ëÿïóíîâà–Êðàñîâ-

ñêîãî � �k y h( , , ) , ÷òî ïðè íåêîòîðûõ ci � 0 , i �1 4, , âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

à) c y h ck1
2

2
20| ( )| ( , , ) || ||� � � �� � ; (40)

á) | ( , , ) ( , , )| || ||� � � � � �k ky h y h c1 2 4 1 2
2
 � 
 (41)

äëÿ âñåõ k N y h i
m� � � �, , , ,Y H D� i �1 2, ;

3) ( )( , , ) || ||�0 3
2� � �k y h c� 
 ; (42)

4) sup
k

k kt t| |� 
 �1 	;

5) âîçìóùåíèÿ ai , bi è gi óäîâëåòâîðÿþò ðàâíîìåðíî ïî t y h, , ãëîáàëüíîìó

óñëîâèþ Ëèïøèöà è óñëîâèþ

| ( , , , )| | ( , , , )| | ( , , , )| || ||a t y h b t y h g t y h li i i� � � �� � � , l� 0 , i �1 2, . (43)

Òîãäà ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîé êîíñòàíòå 0 1� ��l èñõîäíàÿ ñèñòåìà (1)–(3) ýêñ-

ïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâà â ñðåäíåì êâàäðàòè÷åñêîì â öåëîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäñòàâèì ñíà÷àëà ðåøåíèå x t( ) ñèñòåìû (1)–(3) íà îò-

ðåçêå [ , ]t tk k�1 , k N� , ÷åðåç ðåøåíèå x t( ) ñèñòåìû ïî ïåðâîìó ïðèáëèæåíèþ (5)

â âèäå

x t x t x tk k k( ) ( ) ( )� � �� �1 1 1	 , (44)

ãäå 	x t x t x t( ) ( ) ( )� 
 .

Âû÷èñëèâ äèñêðåòíûé îïåðàòîð Ëÿïóíîâà â ñèëó (1)–(3) ñ ó÷åòîì (41) è

(42), ïîëó÷èì
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( )( , , ) ( ( ), , ( )
, ,

( )
�1 1 1 1 1� � � � �k x y h

t
k k k ky h t x tk� � � � �E { � 
�	x tk( ))1 }


 � � �� � � �k k x y h

t
ky h y h c x tk( , , ) ( )( , , ) | ( )|

, ,

( )
�0 4 1

2E { }	 �

� 
 � 
� �c c x t t y h x t
x y h

t
k k k

k
3

2
4 1 1|| || {| ( , , , , ) ( ,

, ,

( )� � �E , , , )| }t y hk
2 . (45)

Ïîä ñèëüíûìè ðåøåíèÿìè äëÿ t t tk k� �[ , ]1 ÄÑÑÑ (1) è ñîîòâåòñòâåííî (4)

ïîíèìàåì ñëó÷àéíûé ïðîöåññ [23, 24, 26] ñ îäèíàêîâûìè èñõîäíûìè äàííûìè

x xt tk k
� � �

x t x a s x s a s x s dss s

t

t

k

( ) [ ( , , ( )) ( , , ( ))]� � � �� 0 1� �

� �� [ ( , , ( )) ( , , ( ))] ( )b s x s b s x s dw ss s

t

t

k

0 1� � , (46)

x t x a s x s ds b s x s dw ss

t

t

s

t

t

k k

( ) ( , , ( )) ( , , ( )) ( )� � �� �0 0� � . (47)

Âû÷èñëèâ ðàçíîñòü x t x t( ) ( )
 , ïîëó÷èì

| ( ) ( )| | ( , , ( )) ( , , ( ))|x t x t a s x s a s x s dss s

t

t

k


 � 
 �� 0 0� �

� � 
� | ( , , ( ))| | ( , , ( )) ( , , ( )a s x s ds b s x s b s x ss

t

t

s s

k

1 0 0� � � )| ( )dw s

t

t

k

� �

� � | ( , , ( ))| ( )b s x s dw ss

t

t

k

1 � . (48)

Âîçâåäÿ â êâàäðàò ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè óðàâíåíèÿ (48), ó÷èòûâàÿ

íåðàâåíñòâî ( ) ( )a b c d a b c d� � � � � � �2 2 2 2 24 , à òàêæå ïðèìåíÿÿ îïåðàöèþ

ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ, íåðàâåíñòâî Êîøè–Áóíÿêîâñêîãî äëÿ èíòåãðàëîâ

Ðèìàíà è ñâîéñòâî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ è äëÿ êâàäðàòà èíòåãðàëà Âèíå-

ðà–Èòî [14, 18], ïîëó÷èì

E E| ( ) ( )| | | | ( ) ( ) |x t x t t t x s x s dsk k

t

t

k


 � 
 
 �
�

�

�
�

� �
2

1
2 24 L

� 
 � 
 �� � �l t t x s ds x s x s dsk k

t

t

t

t

k k

2
1

2 2 2| | | ( )| | ( ) ( )|E EL (49)

�
�

�

�
�
� � 
 ��l x s ds x s x s ds l

t

t

k

2 2 2 2 24 1E E| ( )| ( ) | ( ) ( )| (L 	 	2 21�
�

�

�
�

�

�

�
�

�� ) | ( )|E x x ds

t

t

t

t

kk

.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì íåðàâåíñòâà Ãðîíóîëëà âåðíà îöåíêà äëÿ E | ( )|x t 2 :

E | ( )| | | ( )( )x t x e ll2 2 3 1 2 212 1
2 2

� ��	 	 . (50)

C ó÷åòîì (50) ëåãêî ïîëó÷èòü èç íåðàâåíñòâà (49), èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Ãðî-

íóîëëà, ñëåäóþùóþ îöåíêó:

E | ( ) ( )| | | ( )( ) ( )x t x t x e e ll
 � �� �2 2 3 1 1 2 212 1
2 2 2	 	 ) 	 	 	 . (51)
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Â ìîìåíò ñêà÷êà ïðè x t x t xk k( ) ( )� � èìååì

| ( ) ( )| | ( ) ( , , (x t x t x t g t x tk k k k t kk� � � � 
 �
 � 
 � 

�1 1 1 0 1 11

� 
 ��), )� k 1

� 
 
 
 
� 
 � � ��
g t x t x tk t k k kk1 1 1 1 11

( , , ( ), ) ( )� �


 
 
 � 
� 
 � � � 
� �
g t x t g t xk t k k k tk k0 1 1 1 1 11 1

( , , ( ), )| | ( , ,� � � �( ), )|tk k� �
1 1 . (52)

Ñ ó÷åòîì (50) ìîæíî ïîâòîðèòü âûøåïðèâåäåííûå âûêëàäêè, â ðåçóëüòàòå

ïîëó÷èì

E
x y h

t
k k k k

k x t t y h x t t y h
, ,

( )
|| ( , , , , ) ( , , , , ) ||{ }� �
1 1

2� � �

� � � � �� �l e e ll2 2 3 1 1 21 12 1 1
2 2 2

( ) ( ( )) || ||( ) ( )	 	 	 		 	 ) 	 	 � . (53)

Ïîýòîìó ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîé êîíñòàíòå 0 1� ��l , ó÷èòûâàÿ (53), èç íåðàâåí-

ñòâà (45) âûòåêàeò íåðàâåíñòâî

�1
3

2
� �k x y h

c
( , , ) || ||� 
 ,

÷òî è äîêàçûâàåò òåîðåìó 5. �

4. ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜ ÏÎ ÂÅÐÎßÒÍÎÑÒÈ Â ÖÅËÎÌ ËÈÍÅÉÍÎÉ ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÅÑÊÎÉ
ÑÈÑÒÅÌÛ ÑËÓ×ÀÉÍÎÉ ÑÒÐÓÊÒÓÐÛ Ñ ÏÎÑËÅÄÅÉÑÒÂÈÅÌ È Ñ ÂÍÅØÍÈÌÈ
ÌÀÐÊÎÂÑÊÈÌÈ ÏÅÐÅÊËÞ×ÅÍÈßÌÈ

Îäíîìåðíóþ ëèíåéíóþ ñòîõàñòè÷åñêóþ äèôôóçèîííóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó

ñëó÷àéíîé ñòðóêòóðû ñ âíåøíèìè ìàðêîâñêèìè ïåðåêëþ÷åíèÿìè çàïèøåì â âèäå

ñòîõàñòè÷åñêîãî äèôôåðåíöèàëüíî-ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ (ÑÄÔÓ) [17]

dx t a t x dt b t x dw tt t( ) ( ( )) ( ( )) ( )� �� � (54)

ñ âíåøíèìè ìàðêîâñêèìè ïåðåêëþ÷åíèÿìè

	x t g t t x tt t k k k kk
( )| ( , ( ), , ( ))� � 
 
 
� � (55)

è ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

�( ) , , ...,t y k0 1 2� � �Y { } , xt0
� �� D , � k h

0
� , (56)

ãäå x t( ) �R1 — ñèëüíîå ðåøåíèå ÑÄÔÓ (54) ñ íåïðåðûâíûìè ðåàëèçàöèÿìè;

�( )t — ïðîñòàÿ ìàðêîâñêèé öåïü ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ñîñòîÿíèé Y � { }1 2, , ..., k
è ïåðåõîäíûìè âåðîÿòíîñòÿìè (14), (15); w t( ) — ñêàëÿðíûé âèíåðîâñêèé ïðî-

öåññ; � k — äèñêðåòíàÿ öåïü Ìàðêîâà, äëÿ êîòîðîé Pk h Ã( , ) — ïåðåõîäíàÿ âå-

ðîÿòíîñòü íà k-ì øàãå.
Ïîëó÷èì äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû (54)–(56) ïî âåðîÿò-

íîñòè â öåëîì.
Âûáåðåì ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà â âèäå [12]

� � � �� �( ( ), , ) ( )| | ,t x t xk � � � 0 . (57)

Ïóñòü ôóíêöèè a i ai( ) � , b i bi( ) � òàêèå, ÷òî

a
b

i
i
 � 

2

2
� ïðè âñåõ i k�1, . (58)

Òîãäà â (57)

� �� 
b 2 , b b i ki� �max | ,{ }1 . (59)

Ïîêàæåì, êàêèì îãðàíè÷åíèÿì äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ïåðåõîäíûå âåðîÿò-

íîñòè qij ìàðêîâñêîé öåïè �( )t è äèñêðåòíîé öåïè Ìàðêîâà � k , k N� , ÷òîáû âû-

ïîëíÿëèñü óñëîâèÿ óòâåðæäåíèÿ, ò.å. ñèñòåìà áûëà óñòîé÷èâîé ïî âåðîÿòíîñòè
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â öåëîì, ãäå � ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííûì ôóíêöèîíàëîì Ëÿïóíî-

âà–Êðàñîâñêîãî.

Âû÷èñëÿÿ l� íà ðåøåíèÿõ (54)–(56), ïîëó÷àåì

l t x y h x a b j i qk t t i i i ij

j i

k

� � �
��( , , , ) | | | | ( ) ( )� �



� 

�
�{

1

2
}�

� � 
� � �� �i x g t x y h h dz i xk t k| ( , , , )| ( , ) | |

H

P . (60)

Ñ ó÷åòîì (57)–(59) èìååì â òî÷êå xi (�( )t i� )

l t x y hk t�( , , , ) �

� 
 ��

��
�

��
� ���

� �
�� �|| || | ( , , , )| ( ,x

i
a i x g t x y h ht i k t k

2
H

P dz xt) || ||

�

�
�
�

�

�
�
�

� , (61)

ãäå a j i qi ij

j i

k

� 

�
� ( ) , ak � 0 .

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé âûáîðà ïåðåõîäíîé âåðîÿòíîñòè Pk h Ã( , ) öåïè Ìàðêîâà

�� k } , k N� , ñ ó÷åòîì êîíñòðóêöèè g â (55) òàêîé, ÷òî

| ( , , , )| ( , ) || ||x g t x z h h dz xk k t� ��
� �

H

P 2 . (62)

Òîãäà ïðàâàÿ ÷àñòü (61) ïðèìåò âèä

l t x y h x
i

a i x
i

k t t i t� �
� �

�� �( , , , ) || || || ||
(

� 
 � ��

��
�

��
� 


2

���
��

��
�

��
2

2

)
ai . (63)

Ôóíêöèÿ (57) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ l�� 0 , åñëè âûðàæåíèå â êâàäðàòíûõ

ñêîáêàõ (63) ÿâëÿåòñÿ îòðèöàòåëüíûì. Òîãäà ñîãëàñíî òåîðåìå 2 ïîëó÷èì

óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 6. Åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (62) è

a
i

i �
�( )�� 2

2
, i k� �1 1, ,

òîãäà ðåøåíèå ñèñòåìû (54)–(56) óñòîé÷èâî ïî âåðîÿòíîñòè â öåëîì ïðè êàæ-

äîì ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè �( )t i� .

Çàìå÷àíèå 3. Ïðè �� 1 ôóíêöèîíàë (57) íå èìååò ïðîèçâîäíîé ïî � ïðè � � 0 ,

íî â ýòîì íåò íåîáõîäèìîñòè, ïîñêîëüêó äëÿ èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè âàæíû

ñâîéñòâà ôóíêöèè â ïðîèçâîëüíîé îêðåñòíîñòè � � 0 , à íå â ñàìîé òî÷êå. Âàæíûì

òðåáîâàíèåì ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ïðîèçâîäíîé l� ïðè � � 0 , y�Y, h�H .

Çàìå÷àíèå 4. Óñëîâèå (58) îçíà÷àåò, ÷òî óñòîé÷èâîñòü ïî âåðîÿòíîñòè ìî-

æåò áûòü îáåñïå÷åíà çà ñ÷åò áîëüøèõ çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòîâ è âûïîëíåíèè

óñëîâèÿ (62) äàæå ïðè íåóñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû dx t a x dti t( ) � .

Óñòàíîâëåíî â [23], ÷òî åñëè ÑÔÄÓ (54) ðàññìàòðèâàòü íå êàê óðàâíåíèå

Èòî, à êàê óðàâíåíèå Ñòðàòàíîâè÷à, òî òàêîé ýôôåêò íåâîçìîæåí.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

×ðåçâû÷àéíî âàæíîå ìåñòî â íàñòîÿùåé ñòàòüå çàíèìàåò àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ
èíôèíèòåçèìàëüíîãî îïåðàòîðà â ñèëó ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû ïî ïåðâîìó
ïðèáëèæåíèþ. Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü âûïèñûâàòü äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ óñòîé-
÷èâîñòè â öåëîì ñèñòåìû ñëó÷àéíîé ñòðóêòóðû, à èìåííî óñòîé÷èâîñòè ïî âå-
ðîÿòíîñòè â öåëîì, àñèìïòîòè÷åñêîé ñòîõàñòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè â öåëîì,
ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè â ñðåäíåì êâàäðàòè÷åñêîì â öåëîì.
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