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íàëè÷èÿ çàêðûâàþùåéñÿ òðåùèíû â óïðóãîì òåëå ïðè ñóïåðãàðìîíè-
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Ðàññìîòðåíû ìåòîäû ïðèáëèæåííîãî îïðåäåëåíèÿ âèáðîäèàãíîñòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ íàëè-

÷èÿ çàêðûâàþùåéñÿ òðåùèíû óñòàëîñòè íîðìàëüíîãî îòðûâà â óïðóãîì òåëå ñ ó÷åòîì

ðàçëè÷íûõ âèäîâ íåóïðóãîãî ñîïðîòèâëåíèÿ ïðè ñóïåðãàðìîíè÷åñêîì ðåçîíàíñå 2-ãî ïîðÿäêà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êîëåáàíèÿ íåëèíåéíûõ ñèñòåì, âèáðîäèàãíîñòèêà óñòàëîñòíîãî

ïîâðåæäåíèÿ, çàêðûâàþùàÿñÿ òðåùèíà, ñóïåðãàðìîíè÷åñêèé ðåçîíàíñ, âèäû íåóïðó-

ãîãî ñîïðîòèâëåíèÿ.

Ââåäåíèå. Àíàëèç èçâåñòíûõ ëèòåðàòóðíûõ èñòî÷íèêîâ ñâèäåòåëüñòâóåò î ïðî-

äîëæàþùåìñÿ èíòåðåñå ê èçó÷åíèþ âëèÿíèÿ òðåùèí óñòàëîñòè íà ïàðàìåòðû êîëåáà-

íèé óïðóãèõ òåë, íà îñíîâå êîòîðîãî ðàçðàáàòûâàþòñÿ ìåòîäû âèáðîäèàãíîñòèêè

íàëè÷èÿ òàêèõ ïîâðåæäåíèé [1–3]. Âåñîìîå ìåñòî â èññëåäîâàíèÿõ çàíèìàþò âîïðîñû,

ñâÿçàííûå ñ îïðåäåëåíèåì ïàðàìåòðîâ ñïåêòðà êîëåáàíèé óïðóãîãî òåëà ñ çàêðûâà-

þùåéñÿ òðåùèíîé óñòàëîñòè íîðìàëüíîãî îòðûâà â îáëàñòè ñóá- è ñóïåðãàðìîíè÷åñ-

êîãî ðåçîíàíñîâ. Îäíàêî êàê ïðè àíàëèòè÷åñêèõ, òàê è ÷èñëåííûõ ðåøåíèÿõ ýòèõ çàäà÷,

êàê ïðàâèëî, ðàññìàòðèâàþòñÿ ìîäåëè óïðóãèõ òåë ñ ëèíåéíûì âÿçêèì òðåíèåì. Ïðî-

âåäåííûé ðàíåå [2] àíàëèç êîëåáàíèé îäíîìàññîâîé ìîäåëè óïðóãîãî òåëà ñ çàêðû-

âàþùåéñÿ òðåùèíîé â îáëàñòè ñóáãàðìîíè÷åñêîãî ðåçîíàíñà ïîêàçàë ñóùåñòâåííîå

âëèÿíèå âèäà íåóïðóãîãî ñîïðîòèâëåíèÿ íà âèáðîäèàãíîñòè÷åñêèå ïàðàìåòðû íàëè-

÷èÿ òðåùèíû. Ïîýòîìó öåëü äàííîãî èññëåäîâàíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â îïðåäåëåíèè âîç-

ìîæíîãî âëèÿíèÿ âèäà íåóïðóãîãî ñîïðîòèâëåíèÿ íà âèáðîäèàãíîñòè÷åñêèå ïàðàìåò-

ðû íàëè÷èÿ â óïðóãîì òåëå çàêðûâàþùåéñÿ òðåùèíû ïðè ñóïåðãàðìîíè÷åñêîì ðåçî-

íàíñå 2-ãî ïîðÿäêà ñ ïîìîùüþ ïðîñòûõ àíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ

ñèñòåìû ñ ëèíåéíûì âÿçêèì òðåíèåì [4] ïðè íåêîòîðîì óòî÷íåíèè èõ ðåçóëüòàòîâ.

Èñõîäíûå ðàñ÷åòíûå çàâèñèìîñòè. Â ðàáîòàõ [4, 5] äëÿ îòíîñèòåëüíî ìàëûõ

ðàçìåðîâ òðåùèíû óïðóãîå òåëî ïðè äàííîé ðåçîíèðóþùåé ôîðìå åãî êîëåáàíèé

ïðåäñòàâëåíî ñèñòåìîé ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû ñ áèëèíåéíîé õàðàêòåðèñòèêîé

âîññòàíàâëèâàþùåé ñèëû, âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ êîòîðîé ïðè ãàðìîíè÷åñêîì âîç-

áóæäåíèè â çîíå ðåçîíàíñà îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèåì âèäà
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Çäåñü � – ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà êîëåáàíèé íåïîâðåæäåííîãî òåëà, èëè òåëà ñ çàêðûòîé

òðåùèíîé; h – êîýôôèöèåíò âÿçêîãî òðåíèÿ; � – îòíîñèòåëüíîå èçìåíåíèå æåñòêîñòè

èëè êâàäðàòà ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû óïðóãîãî òåëà ïðè îòêðûòèè òðåùèíû,
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ãäå � ò – ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà òåëà ïðè îòêðûòîé òðåùèíå; ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà

êîëåáàíèé óïðóãîãî òåëà ñ çàêðûâàþùåéñÿ òðåùèíîé îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå
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Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñóïåðãàðìîíè÷åñêèé ðåçîíàíñ 2-ãî ïîðÿäêà ïðè 
 �
1 2 0.

Èñõîäÿ èç ïðèíÿòîãî ïîëîæåíèÿ, ÷òî ïðè ñóïåðãàðìîíè÷åñêîì ðåçîíàíñå êðîìå

îñíîâíîé ãàðìîíèêè âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé A t1 1sin( )
 �	 âîçíèêàþò êîëåáàíèÿ

ñî ñïåêòðîì ãàðìîíè÷åñêèõ ñîñòàâëÿþùèõ ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé, èç êîòîðûõ âñëåä-

ñòâèå ïðåíåáðåæèìî ìàëûõ àìïëèòóä âûñøèõ ãàðìîíèê â êîíå÷íîì èòîãå ó÷èòûâàåòñÿ

òîëüêî îñíîâíàÿ ðåçîíèðóþùàÿ ãàðìîíèêà A t2 22sin( ),
 �	 ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1)

îòûñêèâàåòñÿ â âèäå

u t A A t A t( ) sin( ) sin( ).
 � 	 � 	0 1 1 2 22
 � 
 � (5)

Äëÿ íàõîæäåíèÿ õàðàêòåðíîãî âèáðîäèàãíîñòè÷åñêîãî ïàðàìåòðà íàëè÷èÿ çàêðû-

âàþùåéñÿ òðåùèíû À À À2 2 1
 áûë èñïîëüçîâàí ïðîñòîé ïðÿìîé ñïîñîá óäîâëå-

òâîðåíèÿ óðàâíåíèÿ (1) ðåøåíèþ (5) â ìîìåíòû èçâåñòíîãî çíà÷åíèÿ âîññòàíàâëè-

âàþùåé ñèëû.

Ïðè ýòîì ðàññìàòðèâàþòñÿ âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ â îáëàñòè ñëàáîãî (A A2 1� )

è ñèëüíîãî (À A2 1� ) ðåçîíàíñîâ.

Â ïåðâîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (1) óäîâëåòâîðÿåòñÿ íà êàæäîì ïîëóöèêëå ïåðâîé

ãàðìîíèêè â ìîìåíòû âðåìåíè [4]
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Èñïîëüçóåòñÿ îäíî çíà÷åíèå �, âûáèðàåìîå â èíòåðâàëå 0 2� �� � , è ïðèíè-

ìàåòñÿ, ÷òî â óðàâíåíèè (1) sign signu t t� � 	 �� 	[sin( ); sin( )]., ,
 � 
 �1 2 1 1 2 1

Ïîäñòàâèâ äëÿ âûáðàííûõ ìîìåíòîâ âðåìåíè ðåøåíèå (5) â (1), ïîëó÷èì ñèñòå-

ìó ÷åòûðåõ èñõîäíûõ óðàâíåíèé ( �1), ( ��1 ), ( �2 ), ( ��2 ), îáîçíà÷àåìûõ â ñîîòâåòñòâèè ñ

èíäåêñîì óêàçàííûõ ìîìåíòîâ âðåìåíè.

Â ðåçóëüòàòå ïî÷ëåííîãî àëãåáðàè÷åñêîãî ñóììèðîâàíèÿ óðàâíåíèé [( ) ( )]� 	 �� 	1 1

	 � 	 ��[( ) ( )]2 2 èìååì
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� �sin cos cos cos sin .2 4 22 2 1 2 1� A h A

q

Çàìåíÿÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè óãëà � èõ ñðåäíèìè çíà÷åíèÿìè íà

èíòåðâàëå åãî èçìåíåíèÿ îò 0 äî � 2 è îïðåäåëÿÿ sin �1 èç óñëîâèÿ áàëàíñà

ïîäâîäèìîé ýíåðãèè ïî ïåðâîé ãàðìîíèêå è ïîãëîùàåìîé ýíåðãèè ïî ïåðâîé è

âòîðîé ãàðìîíèêàì

� � � 
qA h A A1 1 2
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1
22 1 4sin ( ) ,
 � (6)
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Àíàëèç çíà÷åíèé �� ïðè ðàññìàòðèâàåìîì ñëàáîì ðåçîíàíñå (A2 1� ) ïîêàçû-

âàåò, ÷òî cos .�� �1 Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî â ôîðìóëå (6) êîýôôèöèåíò âÿçêîãî òðåíèÿ

h îïðåäåëÿåò äåìïôèðîâàíèå êîëåáàíèé ïî âòîðîé, ðåçîíèðóþùåé ãàðìîíèêå ñ

÷àñòîòîé �0, è åãî çíà÷åíèå óäîáíî âûðàçèòü ÷åðåç ëîãàðèôìè÷åñêèé äåêðåìåíò

ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé � ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ
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Òîãäà äëÿ íàñòðîåííîãî ñëàáîãî ñóïåðãàðìîíè÷åñêîãî ðåçîíàíñà 
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ëó÷èì ïðîñòóþ ôîðìóëó äëÿ îïðåäåëåíèÿ âèáðîäèàãíîñòè÷åñêîãî ïàðàìåòðà

A2 0 785� , .
�
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(9)

Â ñëó÷àå ñèëüíîãî ðåçîíàíñà (A2 1� ) óðàâíåíèå (1) óäîâëåòâîðÿåòñÿ íà êàæäîì

ïîëóöèêëå ðåçîíèðóþùåé, ò.å. âòîðîé, ãàðìîíèêè â ìîìåíòû âðåìåíè [5]
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 ïðè îäíîì çíà÷åíèè � â èíòåðâàëå 0 2� �� � è sign u�
� � 	 �� 	sign [sin( ); sin( )]., , , , , ,
 � 
 �t t1 2 3 4 2 1 2 3 4 2 Â èòîãå èìååì âîñåìü èñõîäíûõ óðàâíå-

íèé ( �1), ( ��1 ), ( �2 ), ( ��2 ), ( �3 ), ( ),��3 ( �4 ), ( ��4 ) [5].

Èç ðàññìîòðåíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ñóìì óðàâíåíèé
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Èñïîëüçóÿ äëÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé ïðàâîé ÷àñòè ñîîòíîøåíèå
� 2

2




 ��� �1 è îïðåäåëÿÿ sin �1 èç óñëîâèÿ (6) ïðè ïðèíÿòèè ñ äîñòàòî÷íûì ïðèáëè-

æåíèåì cos ,�1 1� íàéäåì âûðàæåíèå äëÿ îñíîâíîãî âèáðîäèàãíîñòè÷åñêîãî ïàðà-
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Ïðè ýòîì, ïîñêîëüêó êîýôôèöèåíò âÿçêîãî òðåíèÿ h â ôîðìóëå (11), êàê è â (7),

îïðåäåëÿåò äåìïôèðîâàíèå êîëåáàíèé ïî ðåçîíèðóþùåé ãàðìîíèêå, èñïîëüçóåì òàê-

æå ñîîòíîøåíèå (8).

Àíàëèç ôîðìóëû (11) â èíòåðâàëå ïðèåìëåìûõ çíà÷åíèé �
 0 001 0 3, ... , ïîêà-

çûâàåò, ÷òî îòêëîíåíèå cos �� îò âåëè÷èíû 0,6783, ñîîòâåòñòâóþùåé ñðåäíåìó

çíà÷åíèþ �
 015, , íå ïðåâûøàåò �3%, è äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ ìîæíî ïðèíÿòü

A2 0 725� , .
�

�
(13)

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åííûå ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ äëÿ ñóùåñòâåííî íåëèíåé-

íîé ñèñòåìû îïðåäåëÿþò âåñüìà ïðîñòûå çàâèñèìîñòè âèáðîäèàãíîñòè÷åñêîãî ïàðà-

ìåòðà íàëè÷èÿ â óïðóãîì òåëå çàêðûâàþùåéñÿ òðåùèíû îò îòíîøåíèÿ õàðàêòåðíûõ

ïàðàìåòðîâ íåëèíåéíîñòè � è äåìïôèðóþùåé ñïîñîáíîñòè � êîëåáàòåëüíîé ñèñòå-

ìû. Ïðè ýòîì ÷åòêî âûÿâëÿåòñÿ ðàçëè÷èå â õàðàêòåðå çàâèñèìîñòè À2 ( )� � ïðè

ñëàáîì (9) è ñèëüíîì (13) ñóïåðãàðìîíè÷åñêîì ðåçîíàíñå. Çäåñü íåîáõîäèìî çàìå-

òèòü, ÷òî äëÿ îòíîøåíèÿ � � äîëæíî áûòü îãðàíè÷åíèå ïî çíà÷åíèþ ïàðàìåòðà

��0 3, . Ýòî îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî èñïîëüçóåìîå ìîäåëèðîâàíèå óïðóãîãî òåëà ñèñòå-

ìîé ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû ïðåäïîëàãàåò íàëè÷èå îòíîñèòåëüíî ìàëûõ òðåùèí,

ïîçâîëÿþùèõ ïðåíåáðå÷ü íåêîòîðûì ðàçëè÷èåì ìåæäó ñîáñòâåííûìè ôîðìàìè êîëå-

áàíèé íà ïîëóöèêëàõ äåôîðìèðîâàíèÿ òåëà ñ çàêðûòîé è îòêðûòîé òðåùèíîé.

Àìïëèòóäà îñíîâíûõ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé À1 êàê ïðè ñëàáîì, òàê è

ñèëüíîì ðåçîíàíñàõ îïðåäåëÿåòñÿ ñ äîñòàòî÷íûì ïðèáëèæåíèåì èç ðàññìîòðåíèÿ

êîëåáàíèé ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé �0 ïðè ÷àñòîòå âîç-

áóæäåíèÿ 
 �

1

2
0:

A
q

1

0
2

4

3
�
�

. (14)

Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê àíàëèçó âëèÿíèÿ ðàçëè÷íûõ âèäîâ íåóïðóãîãî ñîïðî-

òèâëåíèÿ íà âèáðîäèàãíîñòè÷åñêèå ïàðàìåòðû, îöåíèì äîñòîâåðíîñòü ïîëó÷åííûõ
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çàâèñèìîñòåé (9), (13) è ôîðìóëû (14) íà ïðèìåðå ñèñòåìû ñ âÿçêèì òðåíèåì ïðè

h
 	0 0016, c 1 (ñîîòâåòñòâåííî �� 0 01, ), �
 	1 ñ 1 è q
1ìì/ñ2. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà

ñðàâíèì ñ äàííûìè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1), âûïîëíåííîãî ñ èñïîëü-

çîâàíèåì ìåòîäà Ðóíãå-Êóòòà [6] ñ ïîñëåäóþùèì ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå.

Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåíû èñêîìûå çàâèñèìîñòè À1 è À2 îò ïàðàìåòðà � äëÿ

ñëó÷àÿ ñëàáîãî ðåçîíàíñà. Êàê âèäíî, ðàñ÷åòíîå çíà÷åíèå àìïëèòóäû ïåðâîé, îñíîâ-

íîé ãàðìîíèêè âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé (14) õîðîøî ñîãëàñóåòñÿ ñ äàííûìè ÷èñëåí-

íîãî ðåøåíèÿ, íî äëÿ âèáðîäèàãíîñòè÷åñêîãî ïàðàìåòðà (9) íàáëþäàåòñÿ çàìåòíîå

ðàñõîæäåíèå, âîçðàñòàþùåå ñ óâåëè÷åíèåì �. Ýòî îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî ñ ïðèáëèæå-

íèåì çíà÷åíèÿ À2 ê åäèíèöå, ò.å. À2 ê À1, âñå áîëåå óÿçâèìî ïðèíÿòîå äëÿ îïðåäå-

ëåíèÿ áèëèíåéíîé âîññòàíàâëèâàþùåé ñèëû äîïóùåíèå sign signu t� � 	[sin( );,
 �1 2 1

sin( )],,
 ��� 	t1 2 1 òàê êàê èçìåíåíèå çíàêà ñóììàðíîãî ïåðåìåùåíèÿ çà ïåðèîä ïåðâîé

ãàðìîíèêè áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ åùå è èçìåíåíèåì çíàêà ïåðåìåùåíèÿ âòîðîé ãàðìî-

íèêè (ðèñ. 2). Êîððåêòèðîâêà â ôîðìóëå (9) êîýôôèöèåíòà ïðîïîðöèîíàëüíîñòè íà

0,58, ò.å.

A2 0 58� , ,
�

�
(15)

äàåò õîðîøåå ñîãëàñîâàíèå ðåçóëüòàòîâ äëÿ À2 0 9� , . Ïðè ýòîì óñëîâèå À2 0 9� ,

îïðåäåëÿåò äèàïàçîí çíà÷åíèé îòíîøåíèÿ � ��156, äëÿ ðàçíîé âåëè÷èíû � ïðè

îòìå÷åííîì ðàíåå îãðàíè÷åíèè ��0 3, .

Äëÿ ñèëüíîãî ðåçîíàíñà (A2 1� ) íàáëþäàåòñÿ èíàÿ êàðòèíà. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà

íà ðèñ. 3 ïðåäñòàâëåíû çàâèñèìîñòè ïàðàìåòðà À2 è àìïëèòóä ïåðâîé À1 è ðåçî-

íèðóþùåé À À À2 2 1
 ãàðìîíèê îò �, ïîëó÷åííûå ïóòåì ðàñ÷åòà è ïî äàííûì

÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ. Êàê âèäíî, èìååò ìåñòî ïîëíîå ñîîòâåòñòâèå ðåçóëüòàòîâ. Áîëåå
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Ðèñ. 1. Çàâèñèìîñòü àìïëèòóäû ïåðâîé ãàðìîíèêè À1 è îòíîñèòåëüíîé àìïëèòóäû ðåçîíè-

ðóþùåé ãàðìîíèêè À2 îò ïàðàìåòðà �, ðàññ÷èòàííàÿ ïðè �
 	1 c 1, q
1 ìì/ñ2, �
 0 01, ïî

ôîðìóëàì (14) – êðèâàÿ 1, (9) – êðèâàÿ 2, (15) – êðèâàÿ 3 è (13) – êðèâàÿ 4. (Çäåñü è íà ðèñ. 3 è

4: òî÷êè – äàííûå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1).)



òîãî, ïî ôîðìóëå (13) ïîëó÷åíî ëó÷øåå ñîãëàñîâàíèå ñ ÷èñëåííûì ðåøåíèåì è â

îáëàñòè ñëàáîãî ðåçîíàíñà äëÿ 0 9 12, ,� �A ò.å. ïðè � � 16, (íà ðèñ. 1 ðàñ÷åòíàÿ

çàâèñèìîñòü ïî ôîðìóëå (13) ïîêàçàíà øòðèõîâîé ëèíèåé). ×èñëåííûå ðåøåíèÿ ïðàê-

òè÷åñêè ïîäòâåðäèëè òàêæå íåçàâèñèìîñòü äèàãíîñòè÷åñêîãî ïàðàìåòðà À2 îò óðîâíÿ

âîçáóæäàþùåé íàãðóçêè è àáñîëþòíûõ çíà÷åíèé � è � ïðè ñîõðàíåíèè èõ îòíî-

øåíèÿ.
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Ðèñ. 2. Ôîðìà öèêëà óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé ïðè ñóïåðãàðìîíè÷åñêîì ðåçîíàíñå (À2 



 0 953, ).

Ðèñ. 3. Çàâèñèìîñòü àìïëèòóäû ïåðâîé ãàðìîíèêè À1, àáñîëþòíîé À2 è îòíîñèòåëüíîé À2

àìïëèòóäû ðåçîíèðóþùåé ãàðìîíèêè îò ïàðàìåòðà �, ðàññ÷èòàííàÿ ïðè �
1ñ 1	 , q
1ìì/ñ2,

�
 0 01, .



Âëèÿíèå âèäà íåóïðóãîãî ñîïðîòèâëåíèÿ. Ïîëó÷åííûå ðàñ÷åòíûå çàâèñèìîñ-

òè (13) è (15) äëÿ ñèñòåìû ñ ëèíåéíûì âÿçêèì òðåíèåì, ò.å. ïðè ôóíêöèè íåóïðóãîãî

ñîïðîòèâëåíèÿ f u
du

dt
,

�

�
�

�

�
� âèäà (2), ìîæíî ïðèìåíèòü òàêæå â ñëó÷àå äðóãèõ åå âèäîâ

ïðè èñïîëüçîâàíèè ýíåðãåòè÷åñêîãî ïîäõîäà ê îïðåäåëåíèþ äåêðåìåíòà � ÷åðåç

êîýôôèöèåíò ïîãëîùåíèÿ ! �
 2 .

Êîýôôèöèåíò !, èëè îòíîñèòåëüíîå ðàññåÿíèå ýíåðãèè çà öèêë ðåçîíèðóþùåé

ãàðìîíèêè u t A( ) sin ,
 2 " ãäå " � �
 	0 2t , ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ÷àñòîòû �0 è àìïëè-

òóäû À2,

! �

" � " " "

�

�

( , )

( sin , cos )cos

,
.0 2

2 0 2

0

2

0
2

20 5
A

f A A d

A



#
(16)

Ðàññìîòðèì íàèáîëåå õàðàêòåðíûå âèäû íåóïðóãîãî ñîïðîòèâëåíèÿ, äëÿ êîòî-

ðûõ ôóíêöèè f u
du

dt
,

�

�
�

�

�
� è ñîîòâåòñòâóþùèå èì çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà ïîãëîùåíèÿ

ïðèâåäåíû â òàáëèöå.

Êàê âèäíî, äëÿ âñåõ âèäîâ íåóïðóãîãî ñîïðîòèâëåíèÿ õàðàêòåðíà àìïëèòóäíàÿ

çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà ïîãëîùåíèÿ, êîòîðóþ óäîáíî ïðåäñòàâèòü åäèíîé çàâèñè-

ìîñòüþ, ñîîòâåòñòâóþùåé ýëëèïòè÷åñêîé ïåòëå ãèñòåðåçèñà ïðè óñëîâèè

k h n
n

n n
n

n
n

n
 

	

�
	

�

4
2 1

1
0

2
1

� $
%

( )
( )

( )
. (17)

Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ (13)–(15) ïðè çàìåíå � ! �

1

2
0 2( , ),À íàéäåì ñëåäó-

þùèå åäèíûå ôîðìóëû äëÿ îïðåäåëåíèÿ âèáðîäèàãíîñòè÷åñêîãî ïàðàìåòðà À2 è

àìïëèòóäû ðåçîíèðóþùåé ãàðìîíèêè À À À2 2 1
 :

A
k q

n

n
2

0
2 1

0 58
3

4



�

�
�
�

�

�
�
�

	

, ;
� �

A
q

k
n2

0
2

0 7733
 ,
�

�
(18)
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Âèäû íåóïðóãîãî ñîïðîòèâëåíèÿ è ñîîòâåòñòâóþùèå èì çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà

ïîãëîùåíèÿ

Âèä íåóïðóãîãî

ñîïðîòèâëåíèÿ
f u

du

dt
,

�

�
�

�

�
� ! �( , )0 2A

Íåëèíåéíîå

âÿçêîå òðåíèå
2

1

h
du

dt

du

dt
n

n	 8 0
2

2
1h A nn

n n� $	 	 ( )

$ " "
�

( ) cos

/

n dn
 �#2 1

0

2

Ýëëèïòè÷åñêàÿ

ïåòëÿ ãèñòåðåçèñà �
�0

2
2

2

2
2

1
k

A
u

A

du

dt

n 	 sign
2 2

1kAn	

Ãèïîòåçà

Äàâèäåíêîâà (n� 1)
� �

%
0
2

2
1

22
n

A u An n n[( ) ]� 	 	 2 1

1

2

2
1

n
n nn

n n
A

�
		

�

( )

( )
.

%



â ñëó÷àå ñëàáîãî è

A
k q

n

n
2

0
2 1

1 0 5256
3

4



�

�
�
�

�

�
�
�

	

� , ;
� �

A
k

q
n

2

0
2

2

1 0 9344

�

�
�
�

�

�
�
�� ,

�

�
(19)

â ñëó÷àå ñèëüíîãî ñóïåðãàðìîíè÷åñêîãî ðåçîíàíñà.

Ôîðìóëû äëÿ ñëàáîãî ðåçîíàíñà ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü òîëüêî ïðè

� �

k q

n

n

n

�
�

�
�
�

�

�
�
��

	
0 5256

0 58

4

31

0
2 1

,

,
. (20)

Ïðè n
1 è ñîîòâåòñòâåííî k� � èìååì ðàíåå ïðèâåäåííîå óñëîâèå � ��156, .

Îöåíèì äîñòîâåðíîñòü ïîëó÷åííûõ çàâèñèìîñòåé íà ïðèìåðå ñèëüíîãî ðåçîíàí-

ñà ñèñòåìû ñ íåëèíåéíûì âÿçêèì òðåíèåì ïðè n
 2, ò.å. ïðè k h
 4 22$( ) è

A
h q

2
0
2

2

30 42
 , ;
��

A
q

h
2

2

2 0
4

30 56
 , .
�

�
(21)

Íà ðèñ. 4 äëÿ ñëó÷àÿ �
1 c	1, q
1 ìì/ñ2 è h2 0 0016
 , ìì 1	 ïðåäñòàâëåíû

ðàñ÷åòíûå çàâèñèìîñòè À1 , À2 è À2 îò ïàðàìåòðà � è äàííûå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ

óðàâíåíèÿ (1). Êàê âèäíî, èìååò ìåñòî õîðîøåå ñîãëàñîâàíèå ðåçóëüòàòîâ. Ïðè ýòîì

÷èñëåííûå ðåøåíèÿ ïîäòâåðæäàþò ñëåäóþùóþ èç ôîðìóë (21) íåçàâèñèìîñòü àìïëè-

òóä À2 è À2 îò àáñîëþòíûõ çíà÷åíèé � è h2, à òàêæå q è � ïðè ñîõðàíåíèè

ïîñòîÿííûì èõ îòíîøåíèÿ.
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Ðèñ. 4. Çàâèñèìîñòü àìïëèòóäû ïåðâîé ãàðìîíèêè À1, àáñîëþòíîé À2 è îòíîñèòåëüíîé À2

àìïëèòóäû ðåçîíèðóþùåé ãàðìîíèêè îò ïàðàìåòðà � äëÿ ñëó÷àÿ íåëèíåéíîãî âÿçêîãî òðåíèÿ

(n
 2).



Äëÿ íàãëÿäíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ âëèÿíèÿ àìïëèòóäíîé çàâèñèìîñòè êîýôôèöèåí-

òà ïîãëîùåíèÿ (16) íà âèáðîäèàãíîñòè÷åñêèé ïàðàìåòð íàëè÷èÿ çàêðûâàþùåéñÿ

òðåùèíû A2 ðàññìîòðèì ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ïðè âûáîðå ïàðàìåòðà k (17) èç

óñëîâèÿ ðàâåíñòâà ìàêñèìàëüíîé àìïëèòóäû êîëåáàíèé ïðè îñíîâíîì ðåçîíàíñå

( )
 �
 0 òàêîâîé ïðè ëèíåéíîì âÿçêîì òðåíèè:

k h
q

n n
n

n



	

	
2

0
2

1
�

�
. (22)

Â ýòîì ñëó÷àå ïðè êàêîé-ëèáî àìïëèòóäå âîçáóæäàþùåé ñèëû q ñ èñïîëü-

çîâàíèåì (18) è (19) íàõîäèì

A
h

n
2

03

8
0 2462


�
�, (23)

äëÿ ñëàáîãî è

A
h

h
n2

0

0

1
3

8
0 5949
 �

�
�
�

, (24)

äëÿ ñèëüíîãî ñóïåððåçîíàíñà.

Ïðè n
1 è ñîîòâåòñòâåííî h � � �0 2
 ( ) ïîëó÷èì îäíó èç ôîðìóë (13) èëè

(15) ïðè óñëîâèè èñïîëüçîâàíèÿ ïîñëåäíåé ïðè � ��1,56.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà íà ðèñ. 5 ïîêàçàíû ðàñ÷åòíûå çàâèñèìîñòè À2 ( )� ïî

ôîðìóëàì (23) è (24) ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ n è h �0. Êàê âèäíî, ïðè íàëè÷èè

àìïëèòóäíîé çàâèñèìîñòè äåêðåìåíòà êîëåáàíèé, õàðàêòåðíîé äëÿ ýëåìåíòîâ êîíñò-

ðóêöèé èç ìåòàëëè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ (n�1), ÷óâñòâèòåëüíîñòü ïàðàìåòðà À2 ñó-

ùåñòâåííî âîçðàñòàåò ñ óâåëè÷åíèåì ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè n.
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a
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á

â

Ðèñ. 5. Çàâèñèìîñòü îòíîñèòåëüíîé àìïëèòóäû ðåçîíèðóþùåé ãàðìîíèêè À2 ( ),� ðàññ÷èòàííàÿ

ïî ôîðìóëàì (23) – (à) è (24) – (á, â) ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ n è h �0: à – h �0 0 008
 ,

(øòðèõïóíêòèðíûå ëèíèè), 0,016 (ñïëîøíûå ëèíèè); á – h �0 0 0016
 , (ñïëîøíûå ëèíèè),

0,0064 (øòðèõïóíêòèðíûå ëèíèè); â – h �0 0 008
 , (ñïëîøíûå ëèíèè), 0,016 (øòðèõïóíêòèð-

íûå ëèíèè).



Ïî-âèäèìîìó, îïðåäåëåííûé èíòåðåñ ìîæåò ïðåäñòàâèòü ñðàâíåíèå ÷óâñòâè-

òåëüíîñòè âèáðîäèàãíîñòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ íàëè÷èÿ òðåùèíû ïðè èññëåäóåìîì

ñóïåðãàðìîíè÷åñêîì ðåçîíàíñå (À2) è ðàññìîòðåííîì ðàíåå ñóáãàðìîíè÷åñêîì ðåçî-

íàíñå ïîðÿäêà 1/2, ò.å. ïðè 
 �
 2 0 (À1 2/ ) [2]. Ïàðàìåòð À1 2/ , ðàâíûé îòíîøåíèþ

àìïëèòóä ïåðâîé ðåçîíèðóþùåé ãàðìîíèêè è îñíîâíîé ãàðìîíèêè âûíóæäåííûõ

êîëåáàíèé, îïðåäåëÿåòñÿ ïðè ïðèíÿòîì óñëîâèè (22) ïî ôîðìóëå

A

h

n n
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2 1 0 6
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4 1 0 6

3 1
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�
(25)

Íà ðèñ. 6,à â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèâåäåíû çàâèñèìîñòè À2 è À1 2/ îò ïàðàìåòðà

� ïðè ðàçíûõ ïîêàçàòåëÿõ ñòåïåíè n è h �0 0 0064
 , . Êàê âèäíî, ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ

n áîëåå ÷óâñòâèòåëüíûì ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòð À1 2/ . Îäíàêî êàðòèíà ñóùåñòâåííî

ìåíÿåòñÿ, åñëè ðàññìàòðèâàòü íå àìïëèòóäû ïåðåìåùåíèÿ À, à óñêîðåíèÿ À à , òàê

êàê â ýòîì ñëó÷àå À Àà
2 24
 , à À Àà

1 2 1 2

1

4
/ /
 (ðèñ. 6,á). Ïðè ýòîì îòíîøåíèå àáñî-

ëþòíûõ çíà÷åíèé àìïëèòóä ðåçîíèðóþùèõ ãàðìîíèê ïðè ñóïåð- (À2) è ñóáãàðìîíè-

÷åñêîì (À1) ðåçîíàíñàõ íå èçìåíÿåòñÿ:

A

A

A

A

A

A

A

A
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1
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1
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1 2
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1
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/ /

.

Î ñâÿçè èíòåãðàëüíîé õàðàêòåðèñòèêè ïîâðåæäåíèÿ � ñ ïàðàìåòðàìè

òðåùèíû â óïðóãîì òåëå. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì èçãèáíûå êîëåáàíèÿ

êîíñîëüíîé áàëêè ïðÿìîóãîëüíîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ñ êðàåâîé ïîïåðå÷íîé òðå-

ùèíîé ïðè âîçáóæäåíèè ñóïåðãàðìîíè÷åñêîãî ðåçîíàíñà 2-ãî ïîðÿäêà ïåðâîé ôîðìû

êîëåáàíèé ñîñðåäîòî÷åííîé ãàðìîíè÷åñêîé ñèëîé, ïðèëîæåííîé ê åå ñâîáîäíîìó

êîíöó (ðèñ. 7). Ïàðàìåòð � îïðåäåëèì ÷åðåç ýíåðãåòè÷åñêóþ õàðàêòåðèñòèêó ïî-

âðåæäåíèÿ áàëêè &:

�
&

&


�1

, (26)

çàâèñèìîñòü êîòîðîé îò îòíîñèòåëüíîé ãëóáèíû òðåùèíû �
 a h ïðè äàííîì åå

ìåñòîïîëîæåíèè õ ò ñîãëàñíî [3] ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
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( ),� (27)
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2 40 078 1 0 5 1 15( ) , [( ) , ( ) , ];� � �
 	 � 	 		

(28)

yi – àìïëèòóäíàÿ ôóíêöèÿ ïðîãèáà öåëüíîé áàëêè ïî i-é ôîðìå âûíóæäåííûõ

êîëåáàíèé ïðè ÷àñòîòå âîçáóæäåíèÿ 
, ðàâíîé ïîëîâèíå ïåðâîé ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû

áàëêè �1 ( ( ) ),
 �
 1 2 1
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à

á

Ðèñ. 6. Çàâèñèìîñòü À2, À1 2/ (à) è À à
2 , À à

1 2/ (á) îò ïàðàìåòðà � ïðè h
 0 0064, è ðàçíûõ

çíà÷åíèÿõ ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè n (A2 è A a
2 ïîêàçàíû øòðèõïóíêòèðíûìè ëèíèÿìè).



� i
ik l

k l
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��
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�
�� 	
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�

	

1

4 1

1

4
;

k li – i-é êîðåíü ÷àñòîòíîãî óðàâíåíèÿ; k l1 1875
 , .

Íà ðèñ. 8 ïîêàçàíà ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôîðìóëå (27) çàâèñèìîñòü � �( ) äëÿ áàëêè

ïðè Í
 0 5, ì, l
 6 ì è õ lò 
 01, .

Â çàêëþ÷åíèå îïðåäåëèì çàâèñèìîñòü âèáðîäèàãíîñòè÷åñêîãî ïàðàìåòðà íàëè-

÷èÿ òðåùèíû â áàëêå À b2 îò � è �. Íàéäåííîå ïî (26), (27) çíà÷åíèå � äëÿ

êîíêðåòíûõ � è õ ò ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî â ëþáîé èç ôîðìóë äëÿ À2, íî ïðè

íåêîòîðîì èõ óòî÷íåíèè. Ýòî îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî ïðèâåäåííûå ôîðìóëû ïîëó÷åíû

èç ðàññìîòðåíèÿ ñèñòåìû ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû, êîòîðàÿ ìîäåëèðóåò óïðóãîå

òåëî ïðè åãî êîëåáàíèÿõ ïî îäíîé èíòåðåñóþùåé j-é ðåçîíèðóþùåé ñîáñòâåííîé

ôîðìå. Â ýòîì ñëó÷àå ãàðìîíèêà îñíîâíûõ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé, êàê è ðåçîíè-

ðóþùàÿ ãàðìîíèêà, ñîîòâåòñòâóåò êîëåáàíèÿì òåëà òîëüêî ïî ýòîé ôîðìå. Â ðåçóëü-

òàòå ýòîãî â îòíîøåíèè À À À2 1 2
 àìïëèòóäà À1 îïðåäåëÿåò çíà÷åíèå àìïëè-

òóäíîé ôóíêöèè ó xj ( ) â êàêîì-ëèáî âûáðàííîì ñå÷åíèè õ õ
 0. À ãàðìîíèêà îñíîâ-

íûõ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé áàëêè âêëþ÷àåò åå äåôîðìèðîâàíèå ïî âñåì âîçáóæ-

äàåìûì íà ýòîé ÷àñòîòå ôîðìàì êîëåáàíèé, ò.å. àìïëèòóäà À1 ñîîòâåòñòâóåò ñóììàð-

íîìó ïðîãèáó â äàííîì ñå÷åíèè y xi

i

N

( ).0

1


'
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Ðèñ. 7. Ñõåìà êîíñîëüíîé áàëêè ñ êðàåâîé ïîïåðå÷íîé òðåùèíîé.

Ðèñ. 8. Çàâèñèìîñòü ïàðàìåòðà íåëèíåéíîñòè áàëêè � îò îòíîñèòåëüíîé ãëóáèíû òðåùèíû �
ïðè õ lò 
 0 1, .



Ïîýòîìó îïðåäåëÿåìûå ïî ïðèâåäåííûì ðàíåå ôîðìóëàì äëÿ À2 çíà÷åíèÿ À b2

ñëåäóåò ñêîððåêòèðîâàòü ââåäåíèåì ñîìíîæèòåëÿ y x y xj i

i

N

( ) ( )0 0

1


' è â ðàññìàòðè-

âàåìîì ïðèìåðå áàëêè ( j
1):

A A
y x

y x

b

i

i

N2 2
1 0

0

1







'

( )

( )

. (30)

Çàìåòèì, ÷òî â ôîðìóëàõ (18), (19), â îòëè÷èå îò (13), (15) äëÿ ëèíåéíîãî âÿçêîãî

òðåíèÿ èëè àìïëèòóäíî-íåçàâèñèìîãî ðàññåÿíèÿ ýíåðãèè (n
1, k
 �) çíà÷åíèå ïàðà-

ìåòðà À2 îïðåäåëÿåòñÿ íå òîëüêî âåëè÷èíàìè � è k , íî è îòíîøåíèåì q �0
2, ãäå

q P m
 ; m – ìàññà åäèíèöû äëèíû áàëêè; �0 – êðóãîâàÿ ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà â

äàííîì ñëó÷àå ïåðâîé, ðåçîíèðóþùåé ôîðìû êîëåáàíèé, âû÷èñëÿåìàÿ ïî ôîðìóëå

(4) ïðè � �� 
1
1

4

4

( )
.

k l

l

EI

m

Íà ðèñ. 9 ïðåäñòàâëåíà ïîëó÷åííàÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóë (21) è (30)

çàâèñèìîñòü âèáðîäèàãíîñòè÷åñêîãî ïàðàìåòðà À b2 îò ïàðàìåòðà � è îòíîñèòåëü-

íîé ãëóáèíû òðåùèíû � â áàëêå, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîêàçàííîé íà ðèñ. 8 ñâÿçè ìåæäó

ïàðàìåòðàìè � è �, â ñëó÷àå íåëèíåéíîãî âÿçêîãî òðåíèÿ (n
 2) ïðè h q2 1
2� 



 0 0016, è 0,008. Òàì æå ïðèâåäåíû çàâèñèìîñòè äëÿ ëèíåéíîãî âÿçêîãî òðåíèÿ ïðè

h �0
 0,0016. Âûäåëåííûå íà ðèñ. 9 äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ òî÷êè íà óðîâíå çíà÷åíèé

�
 0,1 è 0,2 ñîîòâåòñòâóþò äàííûì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííîãî ñ èñïîëü-

çîâàíèåì êîíå÷íîýëåìåíòíîé ìîäåëè ñòåðæíÿ ñ çàêðûâàþùåéñÿ òðåùèíîé [7].
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Ðèñ. 9. Ðàñ÷åòíàÿ çàâèñèìîñòü À b2 îò ïàðàìåòðà � (øòðèõîâûå ëèíèè) è îòíîñèòåëüíîé

ãëóáèíû � (ñïëîøíûå ëèíèè) êðàåâîé ïîïåðå÷íîé òðåùèíû â áàëêå ïðè h q2 1
2 0 0016� 
 , (1),

0,008 (2) è h �0 0 0016
 , (3).



Çàêëþ÷åíèå. Ðàññìîòðåíû ñòàöèîíàðíûå ðåæèìû êîëåáàíèé ïðè ñóïåðãàðìîíè-

÷åñêîì ðåçîíàíñå 2-ãî ïîðÿäêà íåëèíåéíîé îäíîìàññîâîé ìîäåëè óïðóãîãî òåëà ñ

çàêðûâàþùåéñÿ òðåùèíîé. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðÿìîãî ñïîñîáà óäîâëåòâîðåíèÿ äèô-

ôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé ñèñòåìû íà ïîëóïåðèîäàõ ïðåîáëàäàþùåé

ãàðìîíèêè óñòàíîâëåíû â ÿâíîì âèäå ïðîñòûå çàâèñèìîñòè âèáðîäèàãíîñòè÷åñêèõ

ïàðàìåòðîâ íàëè÷èÿ òðåùèíû îò õàðàêòåðèñòèê íåëèíåéíîñòè è äåìïôèðóþùåé

ñïîñîáíîñòè êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû ïðè ðàçëè÷íîãî âèäà íåóïðóãîì ñîïðîòèâëåíèè.

Ðåçóëüòàòû ïðèáëèæåííîãî àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ïîäòâåðæäåíû äàííûìè ÷èñëåí-

íîãî ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé ñèñòåìû. Íà ïðèìåðå êîëå-

áàíèé êîíñîëüíîé áàëêè ñ êðàåâîé ïîïåðå÷íîé òðåùèíîé ïîêàçàíû ìåòîäû îïðåäå-

ëåíèÿ ñâÿçè èñïîëüçóåìîé èíòåãðàëüíîé õàðàêòåðèñòèêè íåëèíåéíîñòè ñèñòåìû ñ

ðàçìåðîì è ìåñòîïîëîæåíèåì òðåùèíû è óñòàíîâëåíèÿ çàâèñèìîñòè âèáðîäèàãíîñ-

òè÷åñêîãî ïàðàìåòðà îò îòíîñèòåëüíîé ãëóáèíû òðåùèíû.

Ð å ç þ ì å

Ðîçãëÿíóòî ìåòîäè íàáëèæåíîãî âèçíà÷åííÿ â³áðîä³àãíîñòè÷íèõ ïàðàìåòð³â íàÿâ-

íîñò³ òð³ùèíè âòîìëåíîñò³ íîðìàëüíîãî â³äðèâó, ùî çàêðèâàºòüñÿ, ó ïðóæíîìó ò³ë³ ç

óðàõóâàííÿì ð³çíîãî âèäó íåïðóæíîãî îïîðó çà ñóïåðãàðìîí³÷íîãî ðåçîíàíñó 2-ãî

ïîðÿäêó.
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