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Систематизированы представления разными способами о параболической 

стадийности кривых деформационного упрочнения. Предложен новый 

метод определения параболических стадий деформационного упрочне-
ния, основанный на применении сетки квадратичных парабол. 

Ключевые слова: истинное напряжение, деформация, аналитическое 

описание кривых деформирования, растяжение, сжатие, тензорезистор. 

Систематизовано уявлення про параболічну стадійність кривих деформа-
ційного зміцнення, представлених різними способами. Запропоновано 

новий метод визначення параболічних стадій деформаційного зміцнення, 

заснований на застосуванні сітки квадратичних парабол. 

Ключові слова: істинне напруження, деформація, аналітичне описання 

кривих деформування, розтяг, стиск, тензорезистор. 

Conceptions of parabolic staging of strain-hardening curves presented in dif-
ferent ways are systematized. A new method for determining the parabolic 
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stages of strain hardening based on the quadratic-parabolas’ mesh is offered. 

Keywords: true stress, deformation, analytical description of the defor-
mation curves, tensile, compression, strain gage. 

(Получено 28 сентября 2015 г.; окончат. вариант– 27 апреля 2016 г.) 
  

1. ВВЕДЕНИЕ 

Аналитическому описанию кривых деформирования посвящено 

множество публикаций и предложен ряд аналитических выраже-
ний, среди которых наиболее распространённые следующие: 
Людвика [1] 

 1
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Следует отметить, что данные формулы описывают только участок 

однородной деформации кривых на растяжение (от конца площад-
ки текучести до деформации, соответствующей началу образования 

в образце шейки). Участок шейкообразования представляет собой 

прямую линию в истинных координатах и характеризуется моду-
лем пластичности [5]. Для сжатия, изгиба и кручения этот вопрос 

не до конца ещё проработан и, вероятно, этими уравнениями можно 

описывать всю кривую деформирования до разрушения образца, 

разумеется, помимо высокопластичных материалов на сжатие. 
 Диаграммы растяжения металлов и сплавов с сильной темпера-
турной зависимостью напряжения течения или после предвари-
тельной пластической деформации описываются одним из вариан-
тов уравнения (1), когда n1  0,5 [7]: 

 
1 2

0
.K      (5) 

 Как видим, в уравнениях (1)—(5) присутствуют 4 параметра: 0, 
0, K и n, т.е. задача в общем случае является четырёхпараметриче-
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ской и может быть представлена в следующем виде: 

 
0 0

( ) .nK        (6) 

 В уравнениях (1)—(5) обычно варьируются 2 или 3 параметра. По 

нашему мнению решить данную задачу в четырёхпараметрическом 

виде на данном этапе развития компьютерной техники невозмож-
но. В работах Белла и Моисеева с сотрудниками показана стадий-
ность кривых деформирования при n  0,5. Тейлор [6] в своей моде-
ли деформационного упрочнения показал параболическую зависи-
мость между напряжением и деформацией с показателем n  0,5. 

Объединив представления Белла и Моисеева, а также основываясь 

на модели Тейлора, попытаемся решить эту задачу в трёхпарамет-
рическом виде с параметрами 0, 0, K (n  0,5), а также физически 

обосновать зависимость между структурными перестройками в ма-
териале при деформировании и параметрами упрочнения, что и яв-
ляется целью данной работы. 

2. МОДЕЛИ ПАРАБОЛИЧЕСКОЙ СТАДИЙНОСТИ 

Стадийность кривых деформационного упрочнения может быть 

представлена несколькими способами. 
 Первый – при использовании уравнения Холломона [2] (рис. 1). 

Здесь параболы, описывающие три стадии, выходят из начала ко-
ординат и имеют разные коэффициенты деформационного упроч-
нения K (150 и 135) и разные показатели n (0,5, 0,4, 0,3). При пере-
стройке этих кривых в логарифмических координатах, или, что то 

же самое, прологарифмировав напряжение и деформацию 

 

Рис. 1. Схема стадийности кривых деформирования при использовании 

уравнения Холломона [2]. Сплошная ломаная показывает 3 стадии дефор-
мирования. 

Fig. 1. Scheme of stages of deformation curves based on using Hollomon equa-
tion [2]. The solid broken line shows three stages of deformation. 
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(рис. 1, б), параболы становятся прямыми линиями с коэффициен-
тами пропорциональности, равными показателям n (0,5, 0,4, 0,3). 

К такому же выводу пришли авторы работы [8]. При этом свобод-
ный член b в уравнениях прямых в случае его потенцирования (e

b) 

равен напряжению при деформации   1. При этом ln будет равен 

нулю. Отметим, что уравнение Холломона (2) используется в ГОСТе 

на сжатие [9], в котором высота образцов определяется в зависимо-
сти от показателя n. 
 Второй способ представления стадийности кривых деформаци-
онного упрочнения – по Беллу [4] (рис. 2). Здесь параболы, описы-
вающие разные стадии имеют разные коэффициенты деформаци-
онного упрочнения K (150, 100 и 80), одинаковые показатели 

n  0,5 и разные значения 0 (0, 0,12 и 0,5), т.е. вершины парабол 

при переходе от стадии к стадии сдвигаются по оси абсцисс. При пе-
рестройке этих кривых в квадратичных координатах на оси орди-
нат (рис. 2, б) параболы становятся прямыми линиями. Исследова-
ния Белла привели к открытию единства в поведении материала и к 

выяснению квантованной упорядоченности для параболических 

функций отклика полностью отожжённых кристаллических твёр-
дых тел. Им установлено, что коэффициенты параболы линейно за-
висят от температуры и всегда являются значениями дискретного 

квантового набора. Переходы от одной дискретной формы дефор-
мации к другой могут быть, а могут и не иметь места. Такие перехо-
ды зависят от чистоты образца, от окружающей температуры и 

предыстории образца. Когда существуют переходы между стадия-
ми, они встречаются при одном из восьми фиксированных значени-
ях деформации, которые не зависят ни от температуры, ни от чи-
стоты, ни от кристаллической структуры [4]. 
 Работая исключительно с условными координатами, Белл отме-
чает, что выбор формы представления результатов экспериментов с 

 

Рис. 2. Схема стадийности кривых деформирования по Беллу [4]. Сплош-
ная ломаная состоит из трёх стадий деформирования. 

Fig. 2. Scheme of stages of deformation curves according to Bell [4]. The solid 

broken line shows three stages of deformation. 
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поликристаллами, разумеется, является произвольным, но удоб-
ство представления данных в терминах условного напряжения и 

условной деформации состоит в том, что при этом функция отклика 

оказывается также параболической, как и для монокристаллов. 

Уменьшение площади уже учтено при отыскании определяющего 

касательного напряжения для монокристалла; благодаря этому 

оказывается возможным определение отклика для поликристаллов 

в терминах коэффициента поликристалличности. 
 Третий способ представления стадийности кривых деформаци-
онного упрочнения – по Моисееву [7] (рис. 3). Здесь параболы, опи-
сывающие разные стадии имеют разные коэффициенты деформа-
ционного упрочнения K (150, 100 и 50), одинаковые показатели 

n  0,5 и разные значения 0 (0, 35,4 и 85,4). Для удобства 0 для 

первой стадии принято равным нулю, хотя для реальных кривых 

деформирования оно приблизительно равно пределу упругости. В 

данном случае вершины парабол при переходе от стадии к стадии 

сдвигаются по оси ординат. При перестройке этих кривых в корне-
вых координатах по оси абсцисс (рис. 3, б) параболы становятся 

прямыми линиями. График, похожий на рис. 3, а приведён в работе 

[8]. 
 По результатам электронно-микроскопических исследований 

Моисеевым с сотрудниками [7] показано, что стадийность кривых 

деформирования обусловлена формированием на каждой из стадий 

характерных дислокационных структур, сменяющих друг друга в 

процессе деформации в следующей последовательности: относи-
тельно равномерное распределение дислокаций, дислокационные 

клубки (сплетения), ячеистая структура и дислокационные ячеи-
стые структуры возврата. При этом какая именно дислокационная 

структура в точках переходов между стадиями, не уточняется. Этот 

вопрос является предметом дальнейших исследований. 

 

Рис. 3. Схема стадийности кривых деформирования по Моисееву [7]. 
Сплошная ломаная линия состоит из трёх стадий деформирования. 

Fig. 3. Scheme of stages of deformation curves according to Moiseev [7]. The 

solid broken line shows three stages of deformation. 
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 Из рисунков 1, а, 2, а и 3, а видно, что сами кривые деформиро-
вания должны иметь перегибы в случае, если образовываются ста-
дии в каких-либо координатах (рис. 1, б, 2, б и 3, б), чего не наблю-
дается на реальных кривых деформирования. Также имеются раз-
рывы в графике производных при переходе от стадии к стадии. На 

рис. 4 приведён пример разрывов в производных между стадиями 

для случая стадийности по Моисееву. Соответственно можно сде-
лать вывод, что эти вышеизложенные варианты стадийности не со-
всем корректно описывают кривые деформирования и пригодны 

для ограниченных классов металлов и сплавов. 
 Основываясь на представлениях Тейлора, Белла и Моисеева, по-
пробуем описать кривую деформирования с использованием урав-
нения, объединяющего подходы этих авторов: 

 
1/2

0 0
( ) .K        (7) 

 Уравнение (7) является объединением уравнений (4) и (5) и бази-
руется на модели Тейлора. Такое же уравнение использовалось 

Дударевым [10] для анализа кривых микропластичности. Рассмот-
рим схематические изображения типичных кривых деформирова-
ния, для которых наилучшим образом подходят уравнения Холло-
мона [2] (кривая 3), Белла [4] (кривая 4) и Моисеева [7] (кривая 2), 

приведённые на рис. 5. Для кривой 3 характерны низкий предел 

текучести и наличие площадки текучести. Кривая 4 характерна для 

деформации монокристаллов (пунктирная кривая 5 соответствует 

стадии лёгкого скольжения). Кривая 2 характерна для поликри-
сталлов с высоким пределом текучести, в частности, предваритель-
но деформированных. 

 

Рис. 4. Схема разрывов на графике производных в случае стадийности по 

Моисееву (рис. 3). 

Fig. 4. Scheme of discontinuities of derivatives in the case of staging accord-
ing to Moiseev (see Fig. 3). 
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 После перестроения этих кривых в квадратичных координатах 

по оси ординат (рис. 6, а) и корневых координатах по оси абсцисс 

(рис. 6, б) две из трёх парабол становятся прямыми линиями. 
 Это перестроение объясняет, почему Белл (кривая 4) строил ста-
дийность в квадратичных координатах по оси ординат, а Моисеев 

(кривая 2) – в корневых координатах по оси абсцисс. Если верши-
на параболы от стадии к стадии перемещается по оси абсцисс (рис. 

2, а), она будет прямой линией в квадратичных координатах по оси 

ординат, так как 0  0. Аналогично если вершина параболы от ста-
дии к стадии перемещается по оси ординат (рис. 3, а), она будет 

прямой линией в корневых координатах по оси абсцисс, так как 0  

 

Рис. 5. Схематические изображения типичных кривых деформирования, 

для которых наилучшим образом подходят уравнения Холломона (2) 

(кривая 0—3), Белла (4) (кривая 5—4) и Моисеева (5) (кривая 1—2). 

Fig. 5. Schematic representation of typical deformation curves, which are best 

described by Hollomon equation (2) (curve 0—3), by Bell equation (4) (curve 5—
4), and by Moiseev equation (5) (curve 1—2).

 

Рис. 6. Кривые, показанные на рис. 5, но перестроенные в квадратичных 

координатах по оси ординат (а) и корневых координатах по оси абсцисс (б). 

Fig. 6. The curves shown in Fig. 5 but redrawn in the quadratic coordinates on 

the y-axis (а) and in root coordinates on the horizontal axis (б). 
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 0. Соответственно парабола 1 на рис. 6, а и парабола 2 на рис. 6, б 

прямыми линиями не описываются. 
 При перестроении кривых, изображённых на рис. 5 в логариф-
мических координатах обязательно нужно вершины парабол пере-
местить в начало координат, т.е. учесть 0 и 0. Для кривой 4 (по 

Беллу) уравнение в логарифмах будет иметь вид: 

 0

1
ln ln ln( ).

2
K       (8) 

 Для кривой 2 (по Моисееву) уравнение в логарифмах будет иметь 

вид: 

 0

1
ln( ) ln ln( ).

2
K       (9) 

 Соответственно переместив параболы на величины 0 и 0, в лога-
рифмических координатах мы получим одну прямую для всех трёх 

парабол (рис. 7, а). 
 Если мы посмотрим на квадратичные параболы не из вершины, 

а, скажем из точек 2, 3, 4 (рис. 5), перемещая в эти точки новые ко-
ординаты, квадратичные параболы окажутся с намного бóльшим 

показателем степени n  0,91 и значительным проигрышем в схо-
димости (рис. 6, б). Видно, что зависимость, представленная марке-
рами, прямой линией не является. Точка 2 (рис. 5) может быть по-
лучена, скажем, предварительным деформированием. В случае ес-
ли мы не знаем кривую предварительного деформирования, нахож-
дение координат вершины является очень непростой задачей. Ещё 

сложнее найти координаты вершины, если в точке 2 начинается но-

 

Рис. 7. Параболы, изображённые на рис. 5, но перестроенные в логариф-
мических координатах. Перенос в точке (0, 0) (а). Взгляд на эти же пара-
болы из точек 2, 3, 4 (б). 

Fig. 7. The parabolas shown in Fig. 5 but redrawn in the logarithmic coordi-
nates. The transfer at point (0, 0) (а). Looking on these parabolas from the 

points 2, 3, 4 (б). 



ПАРАБОЛИЧЕСКАЯ СТАДИЙНОСТЬ КРИВЫХ ДЕФОРМИРОВАНИЯ НА СЖАТИЕ 961 

вая стадия деформационного упрочнения. 
 Приходим к выводу, что, несомненно, очень важным моментом 

является определение координат вершин парабол для всех стадий 

реальных кривых деформирования. Логарифмирование кривых 

деформирования может привести к неудовлетворительному резуль-
тату, если мы не знаем координаты вершин парабол, как показано 

выше. 

3. РЕЗУЛЬТАТЫ ЭКСПЕРИМЕНТА И ОБСУЖДЕНИЕ 

Нами предлагается новая методология описания кривых деформи-
рования квадратичными параболами. На рисунке 8 представлена 

серия парабол с показателем n  0,5 и разными коэффициентами K, 

изменяющимися от 1,5 до 180. На неё нанесена кривая деформиро-
вания на сжатие стали 20ХА, предварительно деформированной 

прокаткой до 20%. Испытания проводились на испытательной ма-
шине CERAMTEST производства СКТБ ИПП НАН Украины [11] с 

компьютерной записью диаграммы. Эта машина была дооснащена 

тензостанцией, что позволило измерять деформацию на сжатие с 

помощью тензорезисторов FLA-3-11-1L японской фирмы Tokyo 

Sokky Kekyujo Co., Ltd. с точностью до 10
5. 

 Часть кривой АВ плоскопараллельным переносом переносилась в 

положение AB таким образом, чтобы она максимально совпала с 

одной из парабол параболической сетки. При этом параболы сетки, 

набранные в электронном виде, могут сами сдвигаться нужным об-
разом. Фактически эти кривые могут двигаться друг навстречу дру-

 

Рис. 8. Сетка парабол с разными коэффициентами деформационного уп-
рочнения. 

Fig. 8. The grid of parabolas with different coefficients of strain hardening. 
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гу для достижения наилучшего совпадения. На рисунке 8 кривая 

AB идеально совпала с параболой, имеющей коэффициент дефор-
мационного упрочнения, равный 1186 МПа. Правее точки B 
наблюдается отклонение кривой деформирования от данной пара-
болы. Поэтому точка B и является началом следующей стадии. В 

результате плоскопараллельного переноса определяются соответ-
ствующие 0 и 0. Для стадии, изображённой на рис. 8, они равны 

629 МПа и 0,0048078 соответственно. Эти значения и являются не-
известными параметрами, входящими в уравнение (7). 
 Благодаря использованию тензорезисторов, на кривой деформи-
рования удалось выявить 6 стадий. Три из них соответствуют обла-
сти микропластичности (рис. 9, а). И ещё три стадии – области 

макропластичности (рис. 9, б). В результате такого вычислительно-
го эксперимента удалось выявить поразительный факт – коорди-
наты 0 и 0 для каждой следующей стадии практически совпадают 

с координатами начала очередной стадии. Скажем, для описания 

стадии 6 (рис. 9, б) уравнение описывающей параболы будет 

     1/2
799 151,3( 0,04425) . Здесь 0  799 и 0  0,04425 – коор-

динаты вершины описывающей 6-ю стадию параболы (точка А на 

рис. 9, б). Точка А начала 6-й стадии имеет координаты 0  812 и 

  0,051, т.е. находится практически рядом. Вершина параболы, 

описывающей третью стадию, вообще совпала с её началом (рис. 9, 

а). Этот вывод о необходимости переноса координат к началу сле-
дующей стадии предвидел Моисеев в своей работе [12]. 
 Ещё раз отметим важность рассмотрения параболы из её верши-
ны: при взгляде на параболу из её вершины (точка А на рис. 9, б), её 

уравнение будет 
0,5

799 151,3( 0,04425)     , а если сместить ко-
ординаты в точку начала шестой стадии А, и обработать в лога-
рифмических координатах, то уравнение кардинально меняется – 

0,77
812 241,17( 0,051)     , т.е. показатель степени становится 

 

Рис. 9. Стадии деформационного упрочнения: микропластичность 1—3 (а) 
и макропластичность 4—6 для деформирования сжатием (б). 

Fig. 9. The stages of strain hardening: microplasticity 1—3 (а) and macroplas-
ticity 4—6 for compression tests (б). 
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значительно завышенным, а также значительно снижается степень 

достоверности аппроксимации. 
 Физически наличие участка АА может быть объяснено следую-
щим образом. Стадийность кривых деформирования обусловлена 

формированием на каждой из стадий характерных дислокацион-
ных структур, которые сменяют друг друга не скачкообразно в од-
ной точке, а достаточно плавно. Например, под конец стадии, име-
ющей дислокационные клубки (сплетения) дислокаций, в некото-
рых зёрнах (объёмах) поликристалла зарождается ячеистая струк-
тура дислокаций, но превалирующим является поведение кривой, 

характерное для дислокационных сплетений. По мере увеличения 

количества зёрен, имеющих ячеистую структуру дислокаций, пре-
валирующей становится кривая, характерная для ячеистой струк-
туры, т.е. мнимый участок АА соответствует поведению отдельных 

зёрен материала, уже имеющих новый (следующий) тип дислока-
ционной структуры. Для подтверждения обоснованности этой тео-
рии необходимы дополнительные электронно-микроскопические 

исследования. 
 Согласно Дудареву [10], истинный предел упругости – это 

напряжение, при котором обнаруживаются первые признаки 

скольжения в отдельных зёрнах. Дударев истинный предел упруго-
сти отождествляет с пределом пропорциональности. В нашем слу-
чае, – это начало первой стадии, – 350 МПа. Макроскопический 

предел упругости поликристалла – это напряжение, при котором 

появляются одна или несколько групп рядом расположенных пла-
стически деформированных зёрен, т.е. начинается их кооператив-
ная пластическая деформация. Согласно Дудареву [10], макроско-
пический предел упругости определяется в точке перехода от пер-
вой ко второй стадии микропластической деформации. В нашем 

случае эта величина составляет 515 МПа (рис. 9, а). Напряжение, 

при котором завершается формирование полосы Людерса—Чернова, 

называется физическим пределом текучести. Описывая стадии 

микропластичности параболами 
1/2      , Дударев [10] устано-

вил, что физический предел текучести определяется в точке пере-
хода от 2-й к 3-й стадии микропластичности. В нашем случае эта 

величина равна 640 МПа. При этом пластическая (остаточная) де-
формация   0,15%, что хорошо согласовывается с общеприняты-
ми представлениями. 
 Для проверки правильности описания кривых деформирования 

параболическими стадиями, воспользуемся методологией, предло-
женной Коксом [13] и Цехетбауэром [14]. Для этого кривые, приве-
дённые на рис. 9, а, б, были перестроены в координатах d/d—. 

Результаты такого перестроения представлены на рис. 10 для ста-
дии микропластичности (а) и макропластичности (б). Обращает на 

себя внимание значительно лучшая сходимость парабол с основной 
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кривой по сравнению с результатами, изображёнными на рис. 4, 

т.е. новая методология построения параболической стадийности 

позволяет значительно более точно описывать кривые деформиро-
вания. 
 Обращает на себя внимание абсолютно прямолинейный участок 

АВ на рис. 10. В работе [15] нами показано, что, решив дифферен-
циальное уравнение, составленное по уравнению прямой АВ, мы 

получаем уравнение Воце [16]: 

     exp( ).В А п  (10) 

Это уравнение наиболее идеально подходит для микропластично-
сти. Из этого факта, а также из всей данной статьи в целом можно 

также сделать вывод о том, что каждый экспериментатор, зани-
мавшийся ранее аналитическим описанием кривых деформирова-
ния, внёс свою неоценимую лепту в решение и физическое обосно-
вание такой сложной задачи. 
 Также проведён эксперимент на сжатие простого поликристалла 

– армко-железа. Так как тензорезисторы имеют ограничения в из-
меряемой деформации 10%, испытание армко-железа проводили 

без тензорезисторов для получения полной кривой деформирования 

до 30% деформации. После обработки полученной кривой была 

определена пластическая деформация, а значения напряжений и 

деформаций были пересчитаны в истинные значения. 
 На рисунке 11, а представлена кривая деформирования армко-
железа в истинных координатах. Согласно методике, приведённой 

на рис. 8, на этой кривой было определено 2 стадии деформацион-
ного упрочнения. Обращает на себя внимание, что вторая стадия 

является очень продолжительной по деформации – около 25%. На 

рисунке 11, б представлена кривая деформирования армко-железа 

 

Рис. 10. Стадии деформационного упрочнения, перестроенные в координа-
тах d/d—: микропластичность – 1—3 (а), макропластичность – 4—6 (б). 

Fig. 10. The stages of strain hardening redrawn in the coordinates d/d—: 
microplasticity–1—3 (а), macroplasticity–4—6 (б).
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в координатах d/d—. Так же, как и на рис. 10, б, наблюдается 

хорошее совпадение параболических аппроксимаций с основной 

кривой. 

4. ВЫВОДЫ 

1. Теория параболической стадийности кривых деформирования 

поликристаллов, в создание которой свой большой вклад внесли 

представители украинской школы В. И. Трефилов и В. Ф. Моисеев, 

расширена на случай испытания на сжатие. 
2. Разработан новый метод определения параболических стадий 

деформационного упрочнения, основанный на применении сетки 

квадратичных парабол. 
3. Посредством объединения представлений Белла и Моисеева, а 

также на основе модели Тейлора была решена задача определения 

стадий кривых деформирования в трёхпараметрическом виде 
1/2

0 0
( ) .K        

4. Показана необходимость переноса координат практически к 

началу очередной стадии деформирования, предсказанная в своё 

время В. Ф. Моисеевым. 
5. Предложен физический подход для объяснения плавного пере-
хода между стадиями параболического упрочнения. 
6. Определены истинный и макроскопический пределы упругости, 

а также физический предел текучести непосредственно из кривой 

деформирования. 
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