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Íà îñíîâå ïîëóàíàëèòè÷åñêîãî ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ðàçðàáîòàí ýôôåêòèâíûé ïîäõîä

ê èññëåäîâàíèþ ïåðåõîäíûõ ïðîöåññîâ äèíàìè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ íåîäíîðîäíûõ ïðî-

ñòðàíñòâåííûõ òåë âðàùåíèÿ è ïðèçìàòè÷åñêèõ òåë ñëîæíîé ôîðìû è ñòðóêòóðû ïîä

äåéñòâèåì èçìåíÿþùåãîñÿ âî âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâå èìïóëüñíîãî íàãðóæåíèÿ ñ ó÷åòîì

ïëàñòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ìàòåðèàëà è ïåðåìåííûõ âî âðåìåíè óñëîâèé êîíòàêòíîãî âçàèìî-

äåéñòâèÿ. Ñîçäàíû íîâûå òèïû êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, íà îñíîâå êîòîðûõ ïîñòðîåíû ðàñ÷åò-

íûå ñîîòíîøåíèÿ ïîëóàíàëèòè÷åñêîãî ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ äëÿ çàäà÷ äèíàìèêè.

Ïîëó÷åíû ìîäèôèöèðîâàííûå ñîîòíîøåíèÿ ìåòîäà Íüþìàðêà, ñôîðìóëèðîâàííûå äëÿ àìïëè-

òóäíûõ ïîäñèñòåì óêàçàííûì ìåòîäîì. Ðàçðàáîòàíû è ðåàëèçîâàíû ýôôåêòèâíûå áëî÷íî-

èòåðàöèîííûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ áîëüøèõ ñèñòåì íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ïîëóàíàëèòè÷åñ-

êèì ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äèíàìèêà, ïëàñòè÷åñêèå äåôîðìàöèè, ïîâåðõíîñòü êîíòàêòà,
íåîäíîðîäíûå ïðèçìàòè÷åñêèå òåëà è òåëà âðàùåíèÿ, ïîëóàíàëèòè÷åñêèé
ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.

Ââåäåíèå. Äèíàìè÷åñêèå çàäà÷è ðàñ÷åòà ýëåìåíòîâ ìàøèí è ñîîðóæåíèé
â ïîñëåäíåå âðåìÿ ïîëó÷èëè øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå è ïðåäñòàâëåíû â
ðàáîòàõ [1–7]. Ïðè îïèñàíèè èìïóëüñíîãî äåôîðìèðîâàíèÿ îñîáåííî âàæíî
ó÷èòûâàòü ñèëû èíåðöèè è ýôôåêòû ïðîõîæäåíèÿ óïðóãèõ è íåóïðóãèõ
âûñîêîèíòåíñèâíûõ âîëí íàïðÿæåíèé. Ìàòåìàòè÷åñêè ìîäåëü òàêèõ ïðîöåñ-
ñîâ ðåàëèçóåòñÿ â âèäå ëèíåéíûõ èëè íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà, äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðûõ ðåêîìåíäîâàíû ïðÿìûå ìåòîäû
íåïîñðåäñòâåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ïî âðåìåííîé êîîðäèíàòå. Ðàçâèòèþ òåî-
ðèè ïëàñòè÷íîñòè è îáîáùåíèþ åå íà ñëó÷àé äèíàìè÷åñêèõ íàãðóçîê ïîñâÿ-
ùåíû ðàáîòû [8–11]. Ïðàâèëüíàÿ îöåíêà ðåçåðâîâ ïðî÷íîñòè ìíîãî÷èñëåí-
íûõ îáúåêòîâ è ìîäåëèðîâàíèå îñîáåííîñòåé èõ ýêñïëóàòàöèè âîçìîæíû
ëèøü â ðåçóëüòàòå äåòàëüíîãî àíàëèçà êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó èõ
ýëåìåíòàìè èëè ñ âíåøíèìè îãðàíè÷èòåëÿìè. Â ýòîì ñëó÷àå àêòóàëüíîñòü
ïðèîáðåòàåò âîïðîñ âûáîðà ìîäåëè êîíòàêòà [12–14]. Ïðè ðàçâèòûõ çîíàõ
êîíòàêòà ïðåäïî÷òåíèå îòäàþò ìåòîäàì, êîòîðûå áàçèðóþòñÿ íà ââåäåíèè â
îáëàñòè âçàèìîäåéñòâèÿ ñïåöèàëüíîãî äîïîëíèòåëüíîãî êîíòàêòíîãî ñëîÿ.
Òàêîé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü âçàèìîäåéñòâóþùèå òåëà êàê îäíî
öåëîå, ÷òî çíà÷èòåëüíî óïðîùàåò ÷èñëåííûå ïðîöåäóðû.
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Íàèáîëüøåå ðàñïðîñòðàíåíèå ñðåäè ñîâðåìåííûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ
ïîëó÷èë ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÊÝ). Â êà÷åñòâå îáúåêòîâ èññëåäîâà-
íèÿ ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ïðè äèíàìè÷åñêèõ íàãðóçêàõ ÷àñòî èñïîëüçó-
þò äâóõìåðíûå ìîäåëè. Âîïðîñû èññëåäîâàíèÿ íà îñíîâå ÌÊÝ íåëèíåéíîãî
ïðîñòðàíñòâåííîãî äåôîðìèðîâàíèÿ ìàññèâíûõ è êîìáèíèðîâàííûõ íåîäíî-
ðîäíûõ òåë â óñëîâèÿõ äèíàìè÷åñêîãî íàãðóæåíèÿ íå ïîëó÷èëè äîñòàòî÷íîãî
îòîáðàæåíèÿ â íàó÷íîé ëèòåðàòóðå. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ äëÿ ïîâûøåíèÿ
ýôôåêòèâíîñòè è òî÷íîñòè ðàñ÷åòà ââîäÿò äîïîëíèòåëüíûå ãèïîòåçû, êîòîðûå,
êàê ïðàâèëî, îãðàíè÷èâàþò êëàññ èññëåäóåìûõ ïðîöåññîâ è îáúåêòîâ, íî
ïîçâîëÿþò ñóùåñòâåííî ñîêðàòèòü îáúåìû âû÷èñëåíèé. Ïîëóàíàëèòè÷åñêèé
ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÏÌÊÝ) ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç òàêèõ ïîäõîäîâ,
êîòîðûé ïîëó÷èë øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷, îáúåêòàìè
êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ òåëà âðàùåíèÿ è ïðèçìàòè÷åñêèå òåëà ñëîæíîé ôîðìû è
ñòðóêòóðû. Ðàçâèòèþ ÏÌÊÝ äëÿ çàäà÷ ñòàòè÷åñêîãî àíàëèçà, êîíòèíóàëüíîé
ìåõàíèêè ðàçðóøåíèÿ â óñëîâèÿõ ïîëçó÷åñòè, ïðîöåññîâ íåëèíåéíîãî äåôîð-
ìèðîâàíèÿ æåëåçîáåòîííûõ êîíñòðóêöèé ïîñâÿùåíû ðàáîòû [1, 15–18].

Àíàëîãè÷íûå ïîäõîäû ðàññìîòðåíû â ðàìêàõ ìåòîäà ãðàíè÷íûõ ýëåìåí-
òîâ è âàðèàöèîííî-ðàçíîñòíîãî ìåòîäà [19–21].

Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñîçäàíèå íà îñíîâå ÏÌÊÝ ýôôåêòèâíîãî
ïîäõîäà ê èññëåäîâàíèþ ïåðåõîäíûõ ïðîöåññîâ äèíàìè÷åñêîãî äåôîðìèðîâà-
íèÿ íåîäíîðîäíûõ ïðèçìàòè÷åñêèõ òåë è òåë âðàùåíèÿ ñî ñëîæíîé ôîðìîé è
ñòðóêòóðîé ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ ïîä äåéñòâèåì èìïóëüñ-
íûõ íàãðóçîê, ñ ó÷åòîì ðàáîòû ìàòåðèàëà çà ãðàíèöåé óïðóãîñòè è íàëè÷èÿ
çàðàíåå íåèçâåñòíûõ óñëîâèé êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ.

Îñíîâíûå ñîîòíîøåíèÿ. Ðàññìàòðèâàþòñÿ íåîäíîðîäíûå èçîòðîïíûå
òåëà âðàùåíèÿ è ïðèçìàòè÷åñêèå òåëà (ðèñ. 1), íàõîäÿùèåñÿ ïîä äåéñòâèåì
ïðîèçâîëüíî îðèåíòèðîâàííîãî â ïðîñòðàíñòâå èìïóëüñíîãî íàãðóæåíèÿ èëè
ñìåùåíèé íà èíòåðâàëå âðåìåíè T t t� [ , ],0 1 àíàëèç êîòîðûõ ïðîâîäèòñÿ â
áàçèñíîé Z i� è ìåñòíîé x i ñèñòåìàõ êîîðäèíàò, i�1, 2, 3.

Îïèñàíèå íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ (ÍÄÑ) òåë áàçèðó-
åòñÿ íà ñîîòíîøåíèÿõ ïðîñòðàíñòâåííîé çàäà÷è òåîðèè óïðóãîñòè [2]. Ñâÿçü
ìåæäó íàïðÿæåíèÿìè è äåôîðìàöèÿìè ïðè íåëèíåéíîé ðàáîòå ìàòåðèàëà
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Ðèñ. 1. Íåîäíîðîäíûå èçîòðîïíûå òåëà âðàùåíèÿ è ïðèçìàòè÷åñêèå òåëà.



ïðèíÿòà â ñîîòâåòñòâèè ñ óðàâíåíèÿìè òåîðèè ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ ïðè
óñëîâèè òåêó÷åñòè Ìèçåñà äëÿ èçîòðîïíî-óïðî÷íÿþùåãîñÿ ìàòåðèàëà [8].
Ìîäåëèðîâàíèå âçàèìîäåéñòâèÿ òåë ïðîâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ òîíêîãî êîíòàêò-
íîãî ñëîÿ, â ãðàíèöàõ êîòîðîãî â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè îáåñïå÷èâàþòñÿ
óñëîâèÿ íåïðîíèêíîâåíèÿ, òðåíèÿ íà îñíîâå çàêîíà Êóëîíà è îòñóòñòâèå
ðàñòÿãèâàþùèõ íàïðÿæåíèé, íîðìàëüíûõ ê ïîâåðõíîñòè êîíòàêòà [22]. Äâè-
æåíèå ñèñòåìû íåîäíîðîäíûõ òåë îïèñûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ âàðèàöèîííîãî
ïðèíöèïà Ãàìèëüòîíà ñ íà÷àëüíûìè è ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè [23].

Ðàñ÷åòíûå óðàâíåíèÿ ÏÌÊÝ. Ðàçðàáîòàíû íîâûå òèïû êîëüöåâîãî
çàìêíóòîãî è ïðèçìàòè÷åñêîãî êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÊÝ) – ðèñ. 2, êîòîðûå
ó÷èòûâàþò ñóùåñòâåííóþ ïåðåìåííîñòü ìàññîâûõ, ìåõàíè÷åñêèõ è ãåîìåò-
ðè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê îáúåêòîâ. Íà èõ îñíîâå ïîëó÷åíû ðàñ÷åòíûå ñîîòíî-
øåíèÿ ÏÌÊÝ.

Ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà, êîìïîíåíòû òåíçîðà óïðóãèõ ïîñòîÿííûõ è îïðå-
äåëèòåëü ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà â îáëàñòè ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ýëåìåíòà
ñ÷èòàþòñÿ ïîñòîÿííûìè. Â ïëîñêîñòè ñå÷åíèÿ ýëåìåíòà ïðèíÿò áèëèíåéíûé
çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ïåðåìåùåíèé, ñêîðîñòåé è óñêîðåíèé:
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Ðèñ. 2. Íåîäíîðîäíûé êîëüöåâîé è ïðèçìàòè÷åñêèé êîíå÷íûå ýëåìåíòû.
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Â ïðèâåäåííûõ ôîðìóëàõ ïî èíäåêñàì â ñêîáêàõ ñóììèðîâàíèå íå ïðîèçâî-
äèòñÿ. Äàëåå èíäåêñû � è � ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ 1, 2, �k – 1, 2, 3.

Íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå êîíñòðóêöèè ðàññìàòðèâàåòñÿ
â òåðìèíàõ ôèçè÷åñêèõ êîìïîíåíò òåíçîðîâ íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé [22].
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Ïîñòðîåíèå àìïëèòóäíûõ âåêòîðà óçëîâûõ ðåàêöèé { }( )r l# è ìàòðèöû
æåñòêîñòè [ ]( )k lm ÊÝ âûïîëíÿåòñÿ íà îñíîâå âàðèàöèè ýíåðãèè äåôîðìàöèè
êîíå÷íîãî ýëåìåíòà $W , çàïèñàííîé â ôèçè÷åñêèõ êîìïîíåíòàõ òåíçîðîâ
íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé [22]:
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Ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåäïîëîæåíèÿ îá îñðåäíåíèè ìàññû îêîëî óçëà íà
îñíîâå âàðèàöèè êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè [2] ïîëó÷èì êîýôôèöèåíòû àìïëè-
òóäíîé “íåñîãëàñîâàííîé” ìàòðèöû ìàññ ÊÝ:
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lm m

m m
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l l
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��
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00
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4
% (6)

Ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ âäîëü êîîðäèíàòû õ 3 âû÷èñëÿ-

þòñÿ àìïëèòóäíûå ìàòðèöû ìåõàíè÷åñêèõ ïîñòîÿííûõ [ ] ,( )D lm� [ ] ( )D lm� � ,

çíà÷åíèÿ ïëîòíîñòè ìàòåðèàëà % ( ) ,lm
k� íàïðÿæåíèé { }( )# �

�

l è èõ ïðîèçâîäíûå

{ } .( )# � �

�

l

Áàçèðóÿñü íà ïîëó÷åííûõ ñîîòíîøåíèÿõ, ïðåäñòàâèì ëèíåéíûé è íåëè-
íåéíûé âàðèàíòû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ
íåîäíîðîäíûõ òåë:
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Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ âëèÿíèÿ êîìïîíåíò ðàçëîæåíèÿ òåíçîðà äåôîð-
ìàöèé â ðÿä Ìàêëîðåíà h ii( ),� [22], êîòîðûå ïîÿâëÿþòñÿ ïðè äèôôåðåí-
öèðîâàíèè ôèçè÷åñêèõ êîìïîíåíò, íà ñõîäèìîñòü ìîìåíòíîé ñõåìû ÌÊÝ
ñâèäåòåëüñòâóþò î âûñîêîé ýôôåêòèâíîñòè ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà, ÷òî çíà-
÷èòåëüíî ñîêðàùàåò îáúåì âû÷èñëåíèé.

Àëãîðèòìû èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ âî âðåìåíè. Èíòå-
ãðèðîâàíèå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ âî âðåìåíè âûïîëíÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ìîäè-
ôèöèðîâàííîãî ìåòîäà Íüþìàðêà, êîòîðûé çàïèñûâàåòñÿ â àìïëèòóäíûõ ïîä-
ñèñòåìàõ ÏÌÊÝ, ðåàëèçóþùèõ ëèíåéíûé è íåëèíåéíûé âàðèàíòû äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé äèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ íåîäíîðîäíûõ òåë:

[[ ] [ ] ]{ } {
~

}( ) ( ) ( ) ( )K a M U Qlm
t t

m m

L

lm m
t t

l
t�

�

� �
 � �' ' '

0

0
t ; (9)

{ } [ ] { } {
~

} ,( ) ( ) ( ) ( )R a M U Ql
t t

lm m
t t

l
t t

m m

L

#
� � �

�

� �
' ' '
0

0

(10)

ãäå

{
~

} { } [ ] { { } { �}( ) ( ) ( ) ( ) ( )Q Q M a U a Ul
t t

l
t t

lm m
t

m
� �� � �' '

0 2
t

m
t

m m

L

a U�
�


 3

0

{ ��} };( )

ISSN 0556-171X. Ïðîáëåìû ïðî÷íîñòè, 2013, ¹ 5 17

×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå äèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ ...



a
t

0 2

1
�
�'

; a
t2

1
�
�'

; a3
1

2
1� �

�
; ��0 25, .

Ðåøàÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé, ïîëó÷àåì àìïëèòóäíûå çíà÷åíèÿ ïåðåìåùå-
íèé â ìîìåíò âðåìåíè t t�' , ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ âû÷èñëÿåì àìïëèòóäû
ñêîðîñòåé è óñêîðåíèé äëÿ ìîìåíòà âðåìåíè t t�' :
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ãäå à t6 1� �' ( );$ a t7 �$' ; $�0 5, .
Ñ ïîìîùüþ ôîðìóë ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà
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(12)

íàõîäèì êîîðäèíàòíûå çíà÷åíèÿ ïåðåìåùåíèé è âñåõ ïàðàìåòðîâ íàïðÿæåí-
íî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ òåëà.

Àëãîðèòì ðåøåíèÿ ñèñòåì íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Â ñëó÷àå ðåøåíèÿ
óïðóãîïëàñòè÷åñêèõ çàäà÷ íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü äèñêðåòíîå óðàâíåíèå
äâèæåíèÿ (10), ïîñêîëüêó êîýôôèöèåíòû ýôôåêòèâíîé ìàòðèöû æåñòêîñòè
óðàâíåíèÿ (9) ñòàíîâÿòñÿ çàâèñèìûìè îò òåêóùåãî ÍÄÑ òåëà. Êàê ïîêàçàíî â
ðàáîòå [24], íàèáîëåå óíèâåðñàëüíûì è ýêîíîìè÷íûì àëãîðèòìîì ðåøåíèÿ
ïîëó÷åííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ àëãîðèòì, îñíîâàííûé íà îáúåäè-
íåíèè ìåòîäà äîïîëíèòåëüíûõ íàãðóçîê, èòåðàöèîííîé ïðîöåäóðû Íüþòîíà–
Êàíòîðîâè÷à è áëî÷íîãî ìåòîäà ïîñëåäîâàòåëüíîé âåðõíåé ðåëàêñàöèè [25]:
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Âàæíàÿ îñîáåííîñòü ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà – îäíîâðåìåííîå âû÷èñëå-
íèå óçëîâûõ ðåàêöèé ñ ó÷åòîì íåîäíîðîäíîñòè ìàòåðèàëà è íàëè÷èÿ ïëàñòè-
÷åñêèõ äåôîðìàöèé:
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ãäå { }( ),R l i
t t�' – âåêòîð óçëîâûõ àìïëèòóäíûõ ðåàêöèé íà èòåðàöèè i øàãà

t t�' , ó÷èòûâàþùèé ïåðåìåííîñòü âäîëü îêðóæíîé êîîðäèíàòû ôèçèêî-
ìåõàíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ìàòåðèàëà, ðàçâèòèå ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé
è òåêóùóþ êîíôèãóðàöèþ ïîâåðõíîñòè êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ.

Íàïðÿæåíèÿ { }# i
t t�' íà èòåðàöèè i øàãà t t�' âî âðåìåíè, âõîäÿùèå

â { }( ),R l i
t t

#
�' â âèäå èõ àìïëèòóäíûõ çíà÷åíèé, âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå
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t t� îïðåäåëÿ-

þòñÿ èç ïðèðàùåíèé äåôîðìàöèé ñ ïîìîùüþ çàêîíà Ãóêà [25]:
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Ïðè íåëèíåéíîì äåôîðìèðîâàíèè ìàòåðèàëà êîððåêöèÿ íàïðÿæåíèé íà
êàæäîé èòåðàöèè øàãà âî âðåìåíè ïðîâîäèòñÿ ñîãëàñíî ìåòîäèêå Óèëêèíñà
ïî ñëåäóþùåé ôîðìóëå [8]:
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ãäå # 0
ij – êîìïîíåíòû øàðîâîãî òåíçîðà; T – èíòåíñèâíîñòü êàñàòåëüíûõ

íàïðÿæåíèé, T S Sij
e

e
ij� ( )1 2 . Êîððåêöèÿ íàïðÿæåíèé ïî ôîðìóëå (16) âû-

ïîëíÿåòñÿ òîëüêî ïðè & s
t t t tT� �)' ' .

Ðàñ÷åò ñèñòåì òåë ñ ó÷åòîì êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Äëÿ ìîäå-
ëèðîâàíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ òåë ââîäèòñÿ òîíêèé êîíòàêòíûé ñëîé, êîòîðûé
àïïðîêñèìèðóåòñÿ ñïåöèàëüíûìè êîíòàêòíûìè êîíå÷íûìè ýëåìåíòàìè (ðèñ. 3),
â ïðåäåëàõ êîòîðûõ ÍÄÑ îïèñûâàåòñÿ â äîïîëíèòåëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò
y i�� , ãäå îáåñïå÷èâàþòñÿ óñëîâèÿ íåïðîíèêíîâåíèÿ, òðåíèÿ íà îñíîâå çàêîíà

Êóëîíà è îòñóòñòâóþò ðàñòÿãèâàþùèå íàïðÿæåíèÿ, íîðìàëüíûå ê ïîâåðõ-
íîñòè êîíòàêòà:

# � ��� ���0, & # � �� �� ��f fr , (17)

f fr – êîýôôèöèåíò òðåíèÿ.

Âàæíîå äîñòîèíñòâî ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà, îñíîâàííîãî íà èçìåíåíèè
ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ìàòåðèàëà,
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çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ñèñòåìà äåôîðìèðóåìûõ òåë àïïðîêñèìèðóåòñÿ êàê
åäèíîå íåîäíîðîäíîå òåëî ñ ïîìîùüþ ðàçðàáîòàííûõ òèïîâ ÊÝ. Êîýôôè-
öèåíòû ýôôåêòèâíîé ìàòðèöû æåñòêîñòè ñïåöèàëüíîãî ÊÝ âû÷èñëÿþòñÿ ïî
òåì æå ôîðìóëàì, ÷òî è äëÿ îáû÷íûõ ÊÝ, îãðàíè÷èâàÿñü êîððåêöèåé ýëå-
ìåíòîâ ìàòðèö óïðóãèõ ïîñòîÿííûõ:
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ãäå d i j k l�� �� �� �� – êîìïîíåíòû òåíçîðà óïðóãèõ ïîñòîÿííûõ îáû÷íîãî ÊÝ â

ñèñòåìå êîîðäèíàò y i��.

×èñëåííîå îáîñíîâàíèå ñõîäèìîñòè è äîñòîâåðíîñòè ÏÌÊÝ. Îäíèì
èç âàæíûõ àñïåêòîâ, âîçíèêàþùèõ ïðè ðàçðàáîòêå íîâûõ ìîäèôèêàöèé ÌÊÝ,
ÿâëÿåòñÿ ñðàâíåíèå èõ ýôôåêòèâíîñòè ñ ñóùåñòâóþùèìè. Ïðîâåäåí àíàëèç
êîëåáàíèé æåñòêî çàùåìëåííîãî ïî êðàÿì îñåñèììåòðè÷íîãî êóïîëà ïîä
äåéñòâèåì ðàâíîðàñïðåäåëåííîãî íàãðóæåíèÿ èíòåíñèâíîñòè q [26]. Íàãðóç-
êà ïðèêëàäûâàåòñÿ ìãíîâåííî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè è íå èçìåíÿåòñÿ
âî âñåì ðàññìàòðèâàåìîì äèàïàçîíå âðåìåíè t� �[ ; ]0 10 3 ñ (ðèñ. 4).
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Ýòàëîííûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû â [26] íà îñíîâå àïïðîêñèìàöèè ïî-
ïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ êîíñòðóêöèè äåñÿòüþ 8-óçëîâûìè êîíå÷íûìè ýëåìåíòàìè
âäîëü êîëüöåâîé êîîðäèíàòû ñ øàãîì ïî âðåìåíè 't� - �0 5 10 5, c. Èññëå-

äîâàíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî ïðè ÷åòûðåõ ÊÝ ïî òîëùèíå êóïîëà è 20 âäîëü
íàïðàâëÿþùåé îøèáêà íå ïðåâûøàåò 1% ýòàëîííîãî. Äàëüíåéøåå óâåëè-
÷åíèå ÷èñëà íåèçâåñòíûõ íå ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííîìó èçìåíåíèþ ðåçóëü-
òàòà. Íà ðèñ. 4 ïîêàçàíî ïåðåìåùåíèå öåíòðà êóïîëà âî âðåìåíè ïðè óïðóãîì
è óïðóãîïëàñòè÷åñêîì äåôîðìèðîâàíèè. Íàáëþäàåòñÿ ïîëíàÿ ñõîäèìîñòü ðå-
çóëüòàòîâ ñ ýòàëîííûìè (òî÷êè) âî âñåì ðàññìàòðèâàåìîì äèàïàçîíå âðåìåíè.

Íåîáõîäèìîñòü äèñêðåòèçàöèè îáúåêòîâ âî âñåõ òðåõ íàïðàâëåíèÿõ îáóñ-
ëîâëåíà ìíîãèìè ïðè÷èíàìè, îäíà èç êîòîðûõ – äåéñòâèå íåîñåñèììåòðè÷-
íûõ íàãðóçîê. Ðàññìîòðåíû êîëåáàíèÿ òîëñòîñòåííîãî áåñêîíå÷íîãî öèëèíä-
ðà ñ õàðàêòåðèñòèêàìè ìàòåðèàëà: ìîäóëü Þíãà Å� -2 1 1011, Ïà; ïëîòíîñòü

%� -7 8 103, êã/ì 3; êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà .�0; ïðåäåë òåêó÷åñòè & s�

� -1 7 108, Ïà ïîä äåéñòâèåì ðàâíîðàñïðåäåëåííîãî ïî ÷àñòè âíåøíåé ïîâåðõ-

íîñòè äàâëåíèÿ èíòåíñèâíîñòè qa �1 Ïà. Ìàòåðèàë öèëèíäðà – èäåàëüíî
óïðóãîïëàñòè÷åñêèé. Ñõåìà íàãðóæåíèÿ è ãåîìåòðè÷åñêèå ðàçìåðû ìîäåëåé
ÌÊÝ è ÏÌÊÝ ïîêàçàíû íà ðèñ. 5, ãäå r1 1� ì, r2 2� ì, �� /45 . Äàâëåíèå
ïðèêëàäûâàëîñü ìãíîâåííî è äåéñòâîâàëî â òå÷åíèå âñåãî ðàññìàòðèâàåìîãî
èíòåðâàëà âðåìåíè. Ïî òîëùèíå ìîäåëè óäåðæèâàëè 15 ÊÝ. Øàã èíòåãðè-
ðîâàíèÿ âî âðåìåíè ñîñòàâëÿë 't� - �0 4 10 4, c. Íà ðèñ. 5 ïðåäñòàâëåíû òàêæå

êîëåáàíèÿ ðàäèàëüíûõ (ò. À, Ñ) è êîëüöåâûõ (ò. Â) ïåðåìåùåíèé.

Óâåëè÷åíèå êîëè÷åñòâà ÷ëåíîâ ðÿäà Ôóðüå äëÿ ÏÌÊÝ íå ïðèâîäèëî ê
ñóùåñòâåííîìó èçìåíåíèþ ðåçóëüòàòà, â òî âðåìÿ êàê óâåëè÷åíèå ÊÝ äëÿ
ÌÊÝ îò 20 äî 40 ïîçâîëÿëî óòî÷íèòü ðåøåíèÿ íà 3,5% ïî ïåðåìåùåíèÿì, à
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Ðèñ. 5. Êîëåáàíèÿ ðàäèàëüíûõ (ò. À, Ñ) è êîëüöåâûõ (ò. Â) ïåðåìåùåíèé. (Çäåñü è íà ðèñ. 8, 9:
ñïëîøíûå ëèíèè – ðåøåíèÿ ÌÊÝ äëÿ 40 ÊÝ âäîëü îêðóæíîé êîîðäèíàòû, òî÷êè – ðåøåíèÿ
ÏÌÊÝ ïðè óäåðæàíèè 20 ÷ëåíîâ ðÿäà Ôóðüå.)

×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå äèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ ...



ïðè àïïðîêñèìàöèè êîíñòðóêöèè 60 ÊÝ ïîëó÷àëè ðåøåíèå, êîòîðîå
îòëè÷àëîñü îò òàêîâîãî ïî ÏÌÊÝ (20 ÷ëåíîâ ðÿäà Ôóðüå) íå áîëåå ÷åì íà
1%.

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ íàèáîëüøèé
èíòåðåñ âûçûâàåò àíàëèç âîçíèêíîâåíèÿ è ðàñïðîñòðàíåíèÿ çîí íåëèíåéíîé
ðàáîòû ìàòåðèàëà. Íà ðèñ. 6 ïîêàçàíî èçìåíåíèå ìàêñèìàëüíûõ èíòåíñèâ-
íîñòåé ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé âî âðåìåíè, âîçíèêàþùèõ ïðè r1 1 033� , ì,
��0. Â ìîìåíòû âðåìåíè t1

31 4 10� - �, c, t2
32 28 10� - �, c, t3

33 2 10� - �, c

ïîêàçàíî äèíàìèêó ðàçâèòèÿ çîí ïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ êîíñòðóêöèè

äëÿ � i
p 00 1, %. Ïðè àíàëèçå óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ âûøåîïèñàííûõ

îáúåêòîâ òî÷íîñòü ðåøåíèÿ � ïðèíèìàëàñü ðàâíîé 10 5� , ïðè ýòîì òðåáîâà-

ëîñü íå áîëåå ïÿòè èòåðàöèé íà øàãå ðåøåíèÿ âî âðåìåíè äëÿ îáîèõ ìåòîäîâ.

Äàëüíåéøåå óìåíüøåíèå � äî 10 10� óâåëè÷èâàëî ìàêñèìàëüíîå êîëè-

÷åñòâî èòåðàöèé äî 20 (ÌÊÝ) è 17 (ÏÌÊÝ) íà øàãå, íî íå ïðèâîäèëî ê
ñóùåñòâåííîìó óòî÷íåíèþ ïàðàìåòðîâ íåëèíåéíîãî äåôîðìèðîâàíèÿ êîíñò-
ðóêöèè. Íàèáîëåå êðèòè÷íûì, ñ òî÷êè çðåíèÿ îáîñíîâàíèÿ ýôôåêòèâíîñòè è
äîñòîâåðíîñòè ïîëó÷åííûõ ÏÌÊÝ ðåçóëüòàòîâ, ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé öèêëè÷íî-
ñòóïåí÷àòîãî èçìåíåíèÿ ïîñòîÿííûõ ìàòåðèàëà â íàïðàâëåíèè z �3 (ðèñ. 7).

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ òîëñòîñòåííîãî
ñòàëüíîãî öèëèíäðà ñ äâóìÿ âûðåçàìè íà âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè ïîä äåéñò-
âèåì ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîãî âíåøíåãî äàâëåíèÿ èíòåíñèâíîñòè qa �
� -0 75 108, Ïà (ðèñ. 7,à). Ìàòåðèàë – èäåàëüíî óïðóãîïëàñòè÷åñêèé ñ ãðàíè-

öåé òåêó÷åñòè ïðè ÷èñòîì ñäâèãå & s� -1 7 108, Ïà.

Óñèëèå ïðèêëàäûâàåòñÿ ìãíîâåííî è óäåðæèâàåòñÿ ïîñòîÿííûì íà ïðî-
òÿæåíèè âñåãî âðåìåííîãî èíòåðâàëà t t' � [ ; ].1 200 Øàã âî âðåìåíè 't�
� �10 4 c, r1 10� ì, r2 12� ì, r3 20� ì, 2 901� / . Âäîëü ðàäèóñà öèëèíäð

àïïðîêñèìèðóåòñÿ 14 ÊÝ, â îêðóæíîì íàïðàâëåíèè êîëè÷åñòâî áàçèñíûõ
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Ðèñ. 6. Ðàçâèòèå ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé âî âðåìåíè.

Â. À. Áàæåíîâ, À. È. Ãóëÿð, È. È. Ñîëîäåé



ôóíêöèé ðàâíî 20. Êàê âèäíî, íà âñåì èíòåðâàëå íàãðóæåíèÿ íàáëþäàåòñÿ
êîëè÷åñòâåííîå è êà÷åñòâåííîå ñîãëàñîâàíèå ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ ÌÊÝ
è ÏÌÊÝ (ðèñ. 8).

Èññëåäîâàíèÿ ïðèçìàòè÷åñêèõ òåë ïðîâåäåíû íà ïðèìåðå áåñêîíå÷íîé
ïîëîñû ïðÿìîóãîëüíîãî ñå÷åíèÿ ñ âûðåçîì (ðèñ. 7,á). Ïîëîñà íàõîäèòñÿ ïîä
äåéñòâèåì ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîãî ïî âåðõíåé ïîâåðõíîñòè äàâëåíèÿ
qa � -0 85 108, Ïà. Ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèå ïàðàìåòðû àíàëîãè÷íû ìîäåëè, ðàñ-

ñìîòðåííîé âûøå. Øàã âî âðåìåíè 't� - �3 2 10 6, c. Èíòåðâàë âðåìåíè

t t' � [ ; ].0 100

Íàêîïëåííûå â ïðîöåññå äåôîðìèðîâàíèÿ ïëàñòè÷åñêèå äåôîðìàöèè â
îáëàñòè, ãäå èõ èíòåíñèâíîñòü äîñòèãàåò ìàêñèìàëüíûõ çíà÷åíèé, äëÿ âíåø-
íåé è âíóòðåííåé (ïî ëèíèè âûðåçà) ïîâåðõíîñòåé ïîëîñû ïîêàçàíû íà ðèñ. 9.
Ïðè ýòîì ðàñïðåäåëåíèå çîí íåëèíåéíîé ðàáîòû ìàòåðèàëà ïðîÿâëÿåò òåíäåí-
öèþ ê îáðàçîâàíèþ ïëàñòè÷íîãî øàðíèðà.
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à á

Ðèñ. 7. Óïðóãîïëàñòè÷åñêîå äåôîðìèðîâàíèå òîëñòîñòåííîãî ñòàëüíîãî öèëèíäðà ñ äâóìÿ
âûðåçàìè íà âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè (à) è áåñêîíå÷íîé ïîëîñû ïðÿìîóãîëüíîãî ñå÷åíèÿ ñ
âûðåçîì (á).

Ðèñ. 8. Çîíû è èíòåíñèâíîñòè ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé: 1 – t1 0 006� , c; 2 – t2 0 008� , c; 3 –
t3 0 01� , c.

×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå äèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ ...



Ñ öåëüþ îáîñíîâàíèÿ äîñòîâåðíîñòè ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòà çàäà÷ äèíà-
ìè÷åñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ïðîâåäåí àíàëèç óäàðà óïðóãîãî ñòåðæíÿ, èìå-
þùåãî ïîñòîÿííîå ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå, ïî æåñòêîé ïðåãðàäå (ðèñ. 10).

Ïîâåðõíîñòü âçàèìîäåéñòâèÿ ìîäåëèðîâàëàñü êîíòàêòíûìè ÊÝ. Òðåíèåì
íà óäàðíîé ïîâåðõíîñòè ïðåíåáðåãàëè. Ïðåäñòàâëåíî ðàñïðåäåëåíèå óïðóãèõ
ïðîäîëüíûõ íàïðÿæåíèé â êîíòðîëüíîé òî÷êå â ñðàâíåíèè ñ ýòàëîííûì
ðåøåíèåì, êîòîðîå ïîëó÷åíî íà îñíîâå òåîðèè îäíîìåðíûõ ñòåðæíåé. Çíà-
÷åíèÿ íàïðÿæåíèé õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñ ïîëó÷åííûìè ïóòåì àíàëèòè÷åñ-
êîãî ðåøåíèÿ. Ìîæíî îòìåòèòü ïîñòåïåííûé îòêëèê ìîäåëè íà ïðèëîæåíèå
íàãðóçêè è êîëåáàíèÿ íàïðÿæåíèé â ðåçóëüòàòå âêëàäîâ áîëåå âûñîêèõ ÷àñòîò
â ñðàâíåíèè ñ ýòàëîííûì ðåøåíèåì, ÷òî áëèçêî ê ðåçóëüòàòàì, ïîëó÷åííûì
íà ïðàêòèêå.

Çàêëþ÷åíèå. Íà îñíîâå ïîëóàíàëèòè÷åñêîãî ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ
ðàçðàáîòàí ýôôåêòèâíûé ïîäõîä ê èññëåäîâàíèþ ïåðåõîäíûõ ïðîöåññîâ äè-
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Ðèñ. 9. Ðàçâèòèå ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé: 1 – z
� �1 0 028, ì; 2 – z

� �1 0 097, ì; t1
40 96 10� - �, c;

t2
43 2 10� - �, c.

Ðèñ. 10. Óäàð óïðóãîãî ñòåðæíÿ ïî æåñòêîé ïðåãðàäå. (Øòðèõîâîé ëèíèåé îáîçíà÷åíî ðåøå-
íèå íà îñíîâå òåîðèè îäíîìåðíûõ ñòåðæíåé.)

Â. À. Áàæåíîâ, À. È. Ãóëÿð, È. È. Ñîëîäåé



íàìè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ íåîäíîðîäíûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ òåë âðàùå-
íèÿ è ïðèçìàòè÷åñêèõ òåë ñî ñëîæíîé ôîðìîé è ñòðóêòóðîé ïîïåðå÷íîãî
ñå÷åíèÿ ïîä äåéñòâèåì èçìåíÿþùåãîñÿ âî âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâå èìïóëüñ-
íîãî íàãðóæåíèÿ ñ ó÷åòîì ïëàñòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ìàòåðèàëà è ïåðåìåííûõ âî
âðåìåíè óñëîâèé êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Ñîçäàíû íîâûå òèïû êîíå÷-
íûõ ýëåìåíòîâ, ïîñòðîåíû ðàñ÷åòíûå ñîîòíîøåíèÿ ÏÌÊÝ äëÿ çàäà÷ äèíàìè-
êè. Ïîëó÷åíû ìîäèôèöèðîâàííûå ñîîòíîøåíèÿ ìåòîäà Íüþìàðêà, ñôîðìó-
ëèðîâàííûå äëÿ àìïëèòóäíûõ ïîäñèñòåì ÏÌÊÝ, ðàçðàáîòàíû è ðåàëèçîâàíû
ýôôåêòèâíûå áëî÷íî-èòåðàöèîííûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ áîëüøèõ ñèñòåì íå-
ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ÏÌÊÝ. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ îáîçíà÷åííîãî êëàññà çàäà÷
ïðèìåíåíèå ïðè àïïðîêñèìàöèè îðòîãîíàëüíûõ êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé,
îáúåäèíåíèå èòåðàöèîííûõ ïðîöåññîâ, âîçíèêàþùèõ âñëåäñòâèå íåîäíîðîä-
íîñòè êîíñòðóêöèè, íåëèíåéíîé ðàáîòû ìàòåðèàëà, à òàêæå ïåðåìåííûõ óñëî-
âèé êîíòàêòà îáåñïå÷èâàåò ÏÌÊÝ âûñîêóþ ýôôåêòèâíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ
äëÿ øèðîêîãî äèàïàçîíà èçìåíåíèÿ ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèõ ïîñòîÿííûõ ìàòå-
ðèàëà â çàäà÷àõ óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ íåîäíîðîäíûõ òåë.

Ð å ç þ ì å

Íà îñíîâ³ íàï³âàíàë³òè÷íîãî ìåòîäó ñê³í÷åííèõ åëåìåíò³â ðîçðîáëåíî åôåê-
òèâíèé ï³äõ³ä äî äîñë³äæåííÿ ïåðåõ³äíèõ ïðîöåñ³â äèíàì³÷íîãî äåôîðìó-
âàííÿ íåîäíîð³äíèõ ïðîñòîðîâèõ ò³ë îáåðòàííÿ òà ïðèçìàòè÷íèõ ò³ë ñêëàäíî¿
ôîðìè ³ ñòðóêòóðè ï³ä ä³ºþ çì³ííîãî ó ÷àñ³ ³ ïðîñòîð³ ³ìïóëüñíîãî íàâàíòà-
æåííÿ ç óðàõóâàííÿì ïëàñòè÷íèõ âëàñòèâîñòåé ìàòåð³àëó ³ çì³ííèõ ó ÷àñ³
óìîâ êîíòàêòíî¿ âçàºìîä³¿. Ñòâîðåíî íîâ³ òèïè ñê³í÷åííèõ åëåìåíò³â, íà
îñíîâ³ ÿêèõ ïîáóäîâàíî ðîçðàõóíêîâ³ ñï³ââ³äíîøåííÿ íàï³âàíàë³òè÷íîãî ìå-
òîäó ñê³í÷åííèõ åëåìåíò³â äëÿ çàäà÷ äèíàì³êè. Îòðèìàíî ìîäèô³êîâàí³ ñï³â-
â³äíîøåííÿ ìåòîäà Íüþìàðêà, ÿê³ ñôîðìóëüîâàíî äëÿ àìïë³òóäíèõ ï³äñèñòåì
íàï³âàíàë³òè÷íèì ìåòîäîì ñê³í÷åííèõ åëåìåíò³â. Ðîçðîáëåíî òà ðåàë³çîâàíî
åôåêòèâí³ áëî÷íî-³òåðàö³éí³ àëãîðèòìè ðîçâ’ÿçàííÿ âåëèêèõ ñèñòåì íåë³í³é-
íèõ ð³âíÿíü íàï³âàíàë³òè÷íîãî ìåòîäó ñê³í÷åííèõ åëåìåíò³â.
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