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Ïðåäëîæåí ìåòîä ðàñ÷åòà íåëèíåéíûõ êîëåáàíèé ïîëîãèõ îáîëî÷åê â æèäêîñòè. Îïðåäåëåíû

ñîáñòâåííûå ôîðìû è ÷àñòîòû ëèíåéíûõ êîëåáàíèé â æèäêîñòè, çàòåì íåëèíåéíûå êîëå-

áàíèÿ îáîëî÷êè ðàñêëàäûâàþòñÿ â ðÿä ïî íàéäåííûì ñîáñòâåííûì ôîðìàì ñèñòåìû. Äëÿ

ïîëó÷åííîé ìîäåëè îáîëî÷êè ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû îïðåäåëÿþòñÿ íåëèíåéíûå

íîðìàëüíûå ôîðìû Øîó–Ïüåððà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ãåîìåòðè÷åñêè íåëèíåéíîå äåôîðìèðîâàíèå ïîëîãèõ îáî-
ëî÷åê, âçàèìîäåéñòâèå îáîëî÷åê ñ æèäêîñòüþ, íåëèíåéíûå íîðìàëüíûå ôîðìû
êîëåáàíèé.

Ââåäåíèå. Èçâåñòíû ìíîãî÷èñëåííûå ëèòåðàòóðíûå èñòî÷íèêè, ïîñâÿ-
ùåííûå âçàèìîäåéñòâèþ îáîëî÷åê ñ æèäêîñòüþ. Îäíàêî â íèõ ïðåèìóùåñò-
âåííî ðàññìàòðèâàþòñÿ îáîëî÷êè ïðè îäíîñòîðîííåì êîíòàêòå ñ æèäêîñòüþ
[1, 2]. Êîëåáàíèÿì ïîëîãèõ îáîëî÷åê, ïîãðóæåííûõ â æèäêîñòü, óäåëÿåòñÿ
çíà÷èòåëüíî ìåíüøå âíèìàíèÿ. Â îñíîâíîì òàêèå èññëåäîâàíèÿ ïðîâîäèëèñü
â ñâÿçè ñ àíàëèçîì êîëåáàíèé ëîïàñòåé ãèäðîòóðáèí [3–5]. Òàê, â ðàáîòå [6]
àíàëèçèðóþòñÿ ÷àñòîòû ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé ëîïàñòåé ãèäðîòóðáèí, íàõî-
äÿùèõñÿ â æèäêîñòè. Â [7] èññëåäóþòñÿ ëèíåéíûå êîëåáàíèÿ êîíñîëüíûõ
ïëàñòèí, ÷àñòè÷íî ïîãðóæåííûõ â æèäêîñòü. Ôîðìû êîëåáàíèé â æèäêîñòè
íàõîäèëèñü êàê ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ôîðì êîëåáàíèé â âàêóóìå, êîòîðûå
îïðåäåëÿëèñü ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Â [8] îïèñàíî íåñêîëüêî ìåòîäîâ
ðàñ÷åòà êîëåáàíèé ïîëîãèõ îáîëî÷åê â æèäêîñòè.

Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä èññëåäîâàíèÿ êîëåáàíèé ïîëîãèõ
îáîëî÷åê ïåðåìåííîé òîëùèíû, ïîãðóæåííûõ â æèäêîñòü, ïðè èõ ãåîìåòðè-
÷åñêè íåëèíåéíîì äåôîðìèðîâàíèè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ÷àñòü êîíòóðà ïîëî-
ãîé îáîëî÷êè çàùåìëåíà, îñòàëüíàÿ – ñâîáîäíà. Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ïðîâî-
äèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Àíàëèç íåëèíåéíîé äèíàìèêè îãðàíè÷èâàåòñÿ
èññëåäîâàíèåì ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé, òàê êàê â îáëàñòè ðåçîíàíñà àìïëè-
òóäíî-÷àñòîòíàÿ õàðàêòåðèñòèêà âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé “îáëåãàåò” ñêåëåò-
íóþ êðèâóþ ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé. Ïðè ðàñ÷åòå ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé çàäà-
þòñÿ óðîâåíü ýíåðãèè â ñèñòåìå èëè ïàðàìåòð àìïëèòóäû êîëåáàíèé. Åñëè
îíè ìàëû, òî âêëàä ãåîìåòðè÷åñêîé íåëèíåéíîñòè íåçíà÷èòåëåí, è êîëåáàíèÿ
ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè. Ïðè óâåëè÷åíèè óðîâíÿ ýíåðãèè â ñèñòåìå ãåîìåòðè-
÷åñêàÿ íåëèíåéíîñòü íà÷èíàåò ñóùåñòâåííî âëèÿòü íà õàðàêòåðèñòèêè êîëå-
áàíèé, êîòîðûå â äàëüíåéøåì ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè àíàëèçå âûíóæ-
äåííûõ êîëåáàíèé.
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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è îñíîâíûå óðàâíåíèÿ ëèíåéíîé òåîðèè. Ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ ïîëîãàÿ îáîëî÷êà ñëîæíîé ôîðìû â ïëàíå ñ ïåðåìåííîé òîëùèíîé
(ðèñ. 1). Ñäâèãîâûå äåôîðìàöèè îáîëî÷êè íå ó÷èòûâàþòñÿ. Òàêàÿ ñèñòåìà
ìîæåò ìîäåëèðîâàòü ëîïàñòü ãèäðîòóðáèíû. Ïðè äîñòàòî÷íî âûñîêîì óðîâíå
ýíåðãèè êîëåáàíèé íåêîòîðàÿ ÷àñòü (îáëàñòü) îáîëî÷êè ìîæåò ñîâåðøàòü
êîëåáàíèÿ ñ àìïëèòóäàìè, ñîèçìåðèìûìè ñ åå òîëùèíîé. Â ýòîé îáëàñòè
ïåðåìåùåíèÿ áóäóò óìåðåííûìè, äåôîðìàöèè – ìàëûìè, ñâÿçü ìåæäó äåôîð-
ìàöèÿìè è ïåðåìåùåíèÿìè – íåëèíåéíîé. Îòìåòèì, ÷òî îñòàëüíàÿ ÷àñòü îáî-
ëî÷êè ïðè ýòîì ìîæåò ñîâåðøàòü ëèíåéíûå êîëåáàíèÿ, óäîâëåòâîðÿÿ óðàâíå-
íèÿì ãåîìåòðè÷åñêè íåëèíåéíîé òåîðèè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îáîëî÷êà íàõî-
äèòñÿ â ïîêîÿùåéñÿ èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè, à åå ñâîáîäíûå êîëå-
áàíèÿ âîçáóæäàþò äâèæåíèå æèäêîñòè. Äèíàìèêà îáîëî÷êè èññëåäóåòñÿ â
öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Òîãäà åå ïåðåìåùåíèÿ õàðàêòåðèçóþòñÿ
âåêòîðîì

U x x x x( , ) ( ( , ), ( , ), ( , )),t u t u t w tr� �

ãäå õ – âåêòîð êîîðäèíàò òî÷êè; w t( , )x – ïåðåìåùåíèÿ ñðåäèííîé ïîâåðõ-
íîñòè îáîëî÷êè ïî íàïðàâëåíèþ ê íîðìàëè; u t u tr ( , ), ( , )x x� – ïåðåìåùåíèÿ
â ðàäèàëüíîì è îêðóæíîì íàïðàâëåíèÿõ ñîîòâåòñòâåííî.

Äâèæåíèÿ íåëèíåéíîé ñèñòåìû ïðåäñòàâèì â âèäå êîìáèíàöèè ñîáñòâåí-
íûõ ôîðì ëèíåéíûõ êîëåáàíèé îáîëî÷êè â æèäêîñòè [2]. Îïðåäåëèì ýòè
ôîðìû ìåòîäîì, ïðåäëîæåííûì â [8]. Ñèñòåìó óðàâíåíèé ëèíåéíûõ êîëåáà-
íèé îáîëî÷êè çàïèøåì â îïåðàòîðíîì âèäå

L U M U P( ) ( ) ,� � � (1)

ãäå L U M U( ), ( ) – äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû óïðóãèõ è ìàññîâûõ ñèë;
P� – äàâëåíèå æèäêîñòè íà îáîëî÷êó.

Ïîñêîëüêó ðàññìàòðèâàþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèå ëèíåéíûå êîëåáàíèÿ, ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî çàâèñèìîñòü ïåðåìåùåíèé îò âðåìåíè èìååò âèä U u� exp( )i t� .

Ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ ïîëîãîé îáîëî÷êè â æèäêîñòè ...
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Ïåðâûå òðè ñîáñòâåííûå ôîðìû êîëåáàíèé â æèäêîñòè áóäåì èñêàòü â âèäå
ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ïåðâûõ òðåõ ñîáñòâåííûõ ôîðì â âàêóóìå Uk :

u U�
�

�ck k

k 1

3

, (2)

êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óðàâíåíèÿì â îïåðàòîðíîì âèäå:

L U M U( )
~

( ),k k k��2 (
~

( ), ) ,M U Uk j kj�� (3)

ãäå îïåðàòîð
~
Ì íå ñîäåðæèò äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè; �k – k-ÿ

ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ëèíåéíûõ êîëåáàíèé â âàêóóìå; �kj – ñèìâîë Êðîíåêåðà.
Âû÷èñëåíèå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (3) ïðåäóñìàòðèâàåò èíòåãðèðîâà-

íèå ïî ïëàíó îáîëî÷êè. Äàëåå áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî æèäêîñòü ÿâëÿåòñÿ èäåàëü-
íîé, ò.å. ñîçäàåò òîëüêî íîðìàëüíîå äàâëåíèå íà ïîâåðõíîñòü îáîëî÷êè: Ð��
� ( , , ).0 0 Ð

Ðåøèì âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó, êîòîðàÿ ñîñòîèò â îïðåäåëåíèè ïåðåïàäà
äàâëåíèé æèäêîñòè íà ïîâåðõíîñòÿõ îáîëî÷êè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äâèæåíèå
æèäêîñòè áåçâèõðåâîå. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîòåíöèàë ñêîðîñòåé 	 , óäîâëå-
òâîðÿþùèé óðàâíåíèþ Ëàïëàñà 
	( , ) .x t �0 Äàâëåíèå æèäêîñòè íà îáîëî÷-
êó îïðåäåëÿåòñÿ èç èíòåãðàëà Êîøè–Ëàãðàíæà [9]:

P
t
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�
�
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	 	( , ) ( , )
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(4)

ãäå �2 – ïëîòíîñòü æèäêîñòè; 	� è 	� – ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëà

ñêîðîñòåé ó ïîâåðõíîñòåé îáîëî÷êè.
Íà ïîâåðõíîñòÿõ îáîëî÷êè äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâà ñêîðîñòåé

æèäêîñòè è ñêîðîñòåé îáîëî÷êè, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ óñëîâèÿìè íåïðîòå-
êàíèÿ:

�

�

�

�

	( , ) ( , )
.

x

n

xt w t

t
S S� �

� (5)

Ïîòðåáóåì, ÷òîáû âäàëè îò îáîëî÷êè äâèæåíèå æèäêîñòè, èíäóöèðî-
âàííîå êîëåáàíèÿìè îáîëî÷êè, çàòóõàëî. Ýòî óñëîâèå íàçûâàåòñÿ óñëîâèåì
Çîììåðôåëüäà [8] è èìååò ñëåäóþùèé âèä:

lim ( , ) .
| |x

t
��

� �	 x 0

Ïðè ïåðèîäè÷åñêèõ êîëåáàíèÿõ ñèñòåìû ïîòåíöèàë ñêîðîñòåé çàâèñèò îò
âðåìåíè: 	 ��� exp( ).i t Òîãäà óðàâíåíèå (4) ïðèíèìàåò âèä

P i i t�� �� �� � �2� �( )exp( ). (6)
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Çàäà÷à îá îïðåäåëåíèè ñîáñòâåííûõ ôîðì ëèíåéíûõ êîëåáàíèé ñâîäèòñÿ
ê íàõîæäåíèþ ôóíêöèé u x( ), �( ),x óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèÿì:

L u M u( )
~

( ) ( , , ( )) ;� � � �� �� �2
20 0 i T� � �

� ��( ) ;x 0
��

�

( )
( );

x

n
x

S

i w
�
� � lim ( ) .

| |x��
� �� x 0

(7)

Ê óðàâíåíèÿì (7) äîáàâëÿþòñÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ îáîëî÷êè. Ïîñêîëüêó
ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû ïðîäîëüíûõ êîëåáàíèé îáîëî÷êè çíà÷èòåëüíî âûøå
èçãèáíûõ, ïðè àíàëèçå åå ëèíåéíûõ êîëåáàíèé ïðåíåáðåãàåì ïðîäîëüíûìè
ñìåùåíèÿìè. Òîãäà óðàâíåíèå ñèñòåìû (7) ïðåîáðàçóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-
çîì:

L M( )
~

( ) ( ).w w i� �� �� �� �2
2� � � (8)

Àíàëèç ëèíåéíûõ êîëåáàíèé. Ïðè êîëåáàíèÿõ îáîëî÷êè ïî k-é ñîáñò-
âåííîé ôîðìå Wk ( )x íà åå ïîâåðõíîñòè íàáëþäàåòñÿ ïåðåïàä äàâëåíèé
�k ( ),õ êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ òàê [9, 10]:

�k k k( ) ( ) ( ),x x x� �� �� � (9)

ãäå � k ( )x íàõîäèòñÿ èç óðàâíåíèÿ

��

�
k

S
k ki W

( )
( ).

x

n
x

�
� � (10)

Êàê èçâåñòíî [8, 9], ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ
Çîììåðôåëüäà è èìåþùèå íåïðåðûâíóþ íîðìàëüíóþ ïðîèçâîäíóþ ïðè ïåðå-
õîäå ÷åðåç ïîâåðõíîñòü S , ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå ïîòåíöèàëà
äâîéíîãî ñëîÿ:
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Áîëåå òîãî, ïîòåíöèàë (11) îáëàäàåò ñâîéñòâîì �� �� �� � [10]. Ïîòðå-

áóåì, ÷òîáû ôóíêöèÿ (11) óäîâëåòâîðÿëà óñëîâèþ íåïðîòåêàíèÿ [9]:
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Äèíàìè÷åñêèé ïðîãèá îáîëî÷êè èìååò âèä

w c Wk k

k

N

�
�
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ãäå Wk ( )x – ñîáñòâåííûå ôîðìû ëèíåéíûõ èçãèáíûõ êîëåáàíèé â âàêó-
óìå.

Ñîáñòâåííàÿ ôîðìà êîëåáàíèé îáîëî÷êè èíäóöèðóåò ïåðåïàä äàâëåíèé
íà åå ïîâåðõíîñòè, ÷òî âûðàæàåòñÿ ãèïåðñèíãóëÿðíûì èíòåãðàëüíûì óðàâíå-
íèåì [3]:
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Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ �k ( )� ïðîïîðöèîíàëüíà ïåðåïàäó äàâëåíèé
� �k k
� �� . Óðàâíåíèå (8) ðåøàåì ìåòîäîì Áóáíîâà–Ãàëåðêèíà ñ ó÷åòîì (3):

c c W cj k k j

k

j j�
�

�

�
�

 

!

"
"
�

�

��2
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3
2( ( ), ( )) ,� �x x j�1 3, ... , . (15)

Óðàâíåíèå (15) îïèñûâàåò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, èñïîëüçóåìûå äëÿ
îïðåäåëåíèÿ ÷àñòîò è ôîðì êîëåáàíèé îáîëî÷êè â æèäêîñòè.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ �k ( )� èç ãèïåðñèíãóëÿðíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ
(14) âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ [8]. Ïîñëå ðàñ÷åòà ôóíê-
öèé �k ( ),x k�1 3, ... , ìîæíî ðåøèòü ïðîáëåìó ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé (15).

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà èññëåäóåì êîëåáàíèÿ ìîäåëè ëîïàñòè ãèäðîòóðáèíû
ÏË-495 ñ òàêèìè ïàðàìåòðàìè [11]: ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà ëîïàñòè �� 7850
êã/ì 3, ìîäóëü óïðóãîñòè Å� #2 06 1011, Ïà, êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà $�0 3, ;

ãåîìåòðè÷åñêèå ïàðàìåòðû: à�0 25, ì, b�0 5, ì, �1 0 65�� , , � 2 0 75� , ,
� 3 0 35� , . Çíà÷åíèå òîëùèíû ëîïàñòè, èñïîëüçóåìîå äëÿ ïðèâåäåíèÿ ñèñòåìû
ê áåçðàçìåðíûì ïàðàìåòðàì, h�0 05, ì. Ñîáñòâåííûå ôîðìû ëèíåéíûõ

êîëåáàíèé ëîïàñòè â âàêóóìå îïðåäåëÿþòñÿ ìåòîäîì Ðýëåÿ–Ðèòöà. Ïåðâûå
òðè ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû êîëåáàíèé îáîëî÷êè â âàêóóìå òàêîâû: 2015,7;
2987; 3703 ðàä/ñ.

Èññëåäóåì ñîáñòâåííûå ôîðìû è ÷àñòîòû ëèíåéíûõ êîëåáàíèé ëîïàñòè
â èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè. Ïåðâàÿ ñîáñòâåííàÿ ôîðìà êîëåáàíèé
îáîëî÷êè â æèäêîñòè áëèçêà ê òàêîâîé â âàêóóìå, ÷òî ñëåäóåò èç çíà÷åíèé
êîýôôèöèåíòîâ ck ðàçëîæåíèÿ (13): ñ1 1� ; ñ2 0 0175�� , ; ñ3 0 0021� , . Äëÿ
âòîðîé ôîðìû êîëåáàíèé îáîëî÷êè ýòè êîýôôèöèåíòû ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ:
ñ1 0 0447� , ; ñ2 1� ; ñ3 0 1504� , , äëÿ òðåòüåé: ñ1 0 0288�� , ; ñ2 0 235�� , ; ñ3 1� .
Âòîðàÿ è òðåòüÿ ôîðìû êîëåáàíèé â æèäêîñòè çàìåòíî îòëè÷àþòñÿ îò òàêî-
âûõ â âàêóóìå. Îäíàêî, íåñìîòðÿ íà òàêîå ðàçëè÷èå ìåæäó ñîáñòâåííûìè
ôîðìàìè, óçëîâûå ëèíèè äëÿ âñåõ òðåõ ôîðì êîëåáàíèé îáîëî÷êè â âîäå è â
âàêóóìå áëèçêè.

Ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû êîëåáàíèé îáîëî÷êè â æèäêîñòè èìåþò ñëåäóþùèå
çíà÷åíèÿ: 980,64; 1833,25 è 2460,09 ðàä/ñ, ÷òî ñîñòàâëÿåò 49; 62,6 è 66,6%
ñîîòâåòñòâåííî ÷àñòîò êîëåáàíèé â âàêóóìå. Ýòè ðåçóëüòàòû â ïðîöåíòàõ
õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè, ïðèâåäåííûìè â ðàáî-
òå [12].
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Ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ó÷åò ïðèñîåäèíåííûõ ìàññ ïðèâîäèò ê èçìå-
íåíèþ ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ÷àñòîòàìè. Ýòî ìîæåò âûçâàòü ïîÿâëåíèå èëè
èñ÷åçíîâåíèå âíóòðåííèõ ðåçîíàíñîâ â ñèñòåìå, ÷òî êà÷åñòâåííî è êîëè-
÷åñòâåííî èçìåíÿåò äèíàìèêó ñèñòåìû.

Àíàëèç íåëèíåéíûõ êîëåáàíèé. Äëÿ âûâîäà óðàâíåíèé íåëèíåéíûõ
êîëåáàíèé îáîëî÷êè âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì óðàâíåíèé Ëàãðàíæà. Ïîòåíöè-
àëüíóþ ýíåðãèþ îáîëî÷êè çàïèøåì â ñëåäóþùåì âèäå [13]:
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k r1( , ),� k r2 ( , )� – ãëàâíûå êðèâèçíû; h r( , )� – ïåðåìåííàÿ òîëùèíà îáîëî÷-
êè; (r , �) – ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû.

Êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ îáîëî÷êè ïðåäñòàâèì òàê:

T w u u h r rdrdr

S

� � ��� � ��2
2 2 2( � � � ) ( , ) , (17)

êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ æèäêîñòè [14] –

K
n

rdrd
S

� �1

2 2� �
��

�
�. (18)

Èçãèáíûå ïåðåìåùåíèÿ îáîëî÷êè w t( , )x ðàñêëàäûâàþòñÿ ïî ñîáñòâåí-
íûì ôîðìàì ëèíåéíûõ êîëåáàíèé â æèäêîñòè:

w x t t Wi j

i

( , ) ( ) ( ),�
�

�0 x

1

3

(19)
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à ïðîäîëüíûå ïåðåìåùåíèÿ u tr ( , ),x u t� ( , )x – ïî ñîáñòâåííûì ôîðìàì
ëèíåéíûõ êîëåáàíèé â âàêóóìå:

u t t Ur i r i

i

( , ) ( ) ( ),,x x� �
�

�0 3
1

3

u t t Ui i

i

� �0( , ) ( ) ( ).,x x� �
�

� 6
1

3

(20)

Äëÿ êîëåáàíèé îáîëî÷êè 0 k kt W( ) ( )x èíäóöèðîâàííûé ïåðåïàä äàâëå-
íèé ïðåäñòàâèì â âèäå � ( ) ( ),0 k kt � x ãäå �k ( )x óäîâëåòâîðÿåò (14) ñ Wk ( )x â
ïðàâîé ÷àñòè. Êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ æèäêîñòè çàïèøåì ñëåäóþùèì îáðà-
çîì:

K t t W rdi j i j

jiS
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�
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�

��

���1

2 2
1

3

1

3

� 0 0� ( ) � ( ) ( ) ( )� x x rd�. (21)

Òåïåðü ñîîòíîøåíèÿ (19) è (20) ïîäñòàâèì â (16), (17), (21) è ïðîèçâåäåì
íåîáõîäèìîå èíòåãðèðîâàíèå. Ñîñòàâèì óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà, ïðåíåáðåãàÿ
èíåðöèîííûìè ÷ëåíàìè ïî ur , u� . Ïîëó÷èì øåñòü ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî (0 04 9, ... , ) è òðè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèÿ. Ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïîäñòàâèì â
äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñèñòåìó òðåõ îáûêíî-
âåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî (0 01 3, ... , ), êîòîðóþ
çàïèøåì îòíîñèòåëüíî áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ è ïàðàìåòðîâ:

,��1t, q
t

h
i

i( )
( )

,,
0

� i�1 3, ... , ,

ãäå �1 – ïåðâàÿ ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ëèíåéíûõ êîëåáàíèé â æèäêîñòè.
Ïîëó÷åííóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó êîëåáàíèé îáîëî÷êè ïðåäñòàâèì

îòíîñèòåëüíî ìîäàëüíûõ êîîðäèíàò 11 , 1 2 , 1 3 òàê:

�� ( , ... , )1 1 1 1k k k kf� �� �1 3
2�

� � �
�� ���

�� ���l l kkij i j

ji

kijg i

gji

j g1 1 1 1 1
1

3

1

3

1

3

1

3

1

3

1, , ... , ,3 (22)

ãäå �k – áåçðàçìåðíûå ÷àñòîòû êîëåáàíèé â æèäêîñòè. Â äàëüíåéøåì ÷åðòó
íàä �k áóäåì îïóñêàòü.

Äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà (22) èññëåäóåòñÿ ìåòîäîì íåëèíåéíûõ íîðìàëü-
íûõ ôîðì Øîó–Ïüåððà [15]. Âûäåëèì îäíó îáîáùåííóþ êîîðäèíàòó, íàïðè-
ìåð, 11 , êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò äâèæåíèå ïî íîðìàëüíîé ôîðìå. Íåëèíåéíóþ
íîðìàëüíóþ ôîðìó (èíâàðèàíòíîå ìíîãîîáðàçèå) ïðåäñòàâèì ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

1 1 1k kX� ( , � );1 1
� ( , � ),1 1 1k kY� 1 1 k�2 3, . (23)
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Íîðìàëüíàÿ ôîðìà (23) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì â ÷àñòíûõ ïðîèçâîä-
íûõ:

�

�1
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�1
1
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f X X Y

k k
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1
1

1
1 1 2
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( , , ... , ) ( , , ... , )� � , k�2 3, .

(24)

Ôóíêöèè X k , Yk (k�2 3, ) ïðåäñòàâèì â âèäå óêîðî÷åííîãî ðÿäà Òåé-
ëîðà:

X a Uk kD
D

D M

( , � ) ,1 11 1 �
2

� Y b Uk kD
D

D M

( , � ) ,1 11 1 �
2

� k�2 3, , (25)

ãäå U D d d
�1 11 1

1 2
� ; D d d� ( , );1 2 M – ìíîæåñòâî âåêòîðîâ, êîìïîíåíòû êîòî-

ðûõ óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì 2 31 23 � 3d d ; d1 , d2 – íàòóðàëüíûå
÷èñëà.

Ïîäñòàâèì ïîëèíîìû (25) â (24) è ïðèðàâíÿåì êîýôôèöèåíòû ïðè

1 11 1
1 2d d
� . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

îòíîñèòåëüíî êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ (25), ðåøàÿ êîòîðóþ íàõîäèì ýòè
êîýôôèöèåíòû. Íåëèíåéíóþ íîðìàëüíóþ ôîðìó (23), (25) ïîäñòàâèì â ïåð-
âîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (22). Òåïåðü äâèæåíèå ïî íåëèíåéíîé íîðìàëüíîé
ôîðìå îïèñûâàåòñÿ îäíèì îáûêíîâåííûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì:

�� ( , , ) ( , � ).1 1 1 11 1 1 2 3 1 1 1� �f X X F (26)

Óñòîé÷èâîñòü äâèæåíèé íà íîðìàëüíûõ ôîðìàõ èññëåäóåòñÿ ñ ïîìîùüþ
óðàâíåíèé â âàðèàöèÿõ. Ðàññ÷èòûâàåòñÿ ìàòðèöà ìîíîäðîìèè, ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ìóëüòèïëèêàòîðàìè [16]. Ïî âåëè÷èíàì ìóëüòè-
ïëèêàòîðîâ îöåíèâàåòñÿ óñòîé÷èâîñòü äâèæåíèÿ.

Íèæå ïðåäñòàâëåí àíàëèç íåëèíåéíûõ íîðìàëüíûõ ôîðì êîëåáàíèé ìî-
äåëè ëîïàñòè ÏË-495. Èññëåäîâàëè äâà îäíîìîäîâûõ ìíîãîîáðàçèÿ ñî ñëåäó-
þùèìè ôàçîâûìè êîîðäèíàòàìè (1 11 1, � ) è (1 12 2, � ) â êà÷åñòâå íåçàâèñèìûõ

ïåðåìåííûõ. Äâèæåíèå ïî íîðìàëüíîé ôîðìå, êîòîðàÿ îïèñûâàåòñÿ îäíèì
óðàâíåíèåì âèäà (26), èññëåäóåòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ãàðìîíè÷åñêîãî áàëàí-
ñà. Ðåøåíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå À A0 1� cos( ).�, Íà ðèñ. 2,à ïðèâåäåíà
àìïëèòóäíî-÷àñòîòíàÿ õàðàêòåðèñòèêà ïåðâîé íåëèíåéíîé íîðìàëüíîé ôîðìû
ñ íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè (11 , �11). Ïî îñè îðäèíàò ïðåäñòàâëåí ðàçìàõ

êîëåáàíèé 2 1 1 1R � �max( ( )) min( ( )).1 , 1 , Óñòîé÷èâûå êîëåáàíèÿ íà ñêåëåò-
íîé êðèâîé ïîêàçàíû ñïëîøíîé ëèíèåé, à íåóñòîé÷èâûå – ïóíêòèðíîé. Òî÷-
êàìè îòìå÷åíû ðåçóëüòàòû ïðÿìîãî ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñèñòåìû (22)
ñ íà÷àëüíûìè çíà÷åíèÿìè, âçÿòûìè èç äàííûõ àíàëèçà ñèñòåìû ìåòîäîì
ãàðìîíè÷åñêîãî áàëàíñà.
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Íà ðèñ. 2,á ïðåäñòàâëåíà àìïëèòóäíî-÷àñòîòíàÿ õàðàêòåðèñòèêà âòîðîé
íåëèíåéíîé íîðìàëüíîé ôîðìû ñ íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè (1 2 , �1 2). Ïîä-

÷åðêíåì, ÷òî ïîëó÷åííûå ñêåëåòíûå êðèâûå ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ îò
ñêåëåòíûõ êðèâûõ â âàêóóìå. Ýòî ñâÿçàíî ñ èçìåíåíèåì ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó
÷àñòîòàìè, âûçâàííûì íàëè÷èåì ïðèñîåäèíåííûõ ìàññ æèäêîñòè.

Ðàññìîòðèì ïåðåìåùåíèÿ w( )x ëîïàòêè ãèäðîòóðáèíû (13). Ïðîâåäåí-
íûå èññëåäîâàíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî òîëüêî îäèí ñåêòîð ëîïàñòè ñîâåðøàåò êî-
ëåáàíèÿ ñ óìåðåííûìè àìïëèòóäàìè, îñòàëüíàÿ ÷àñòü ëîïàñòè èìååò ìàëûå
àìïëèòóäû. Çàìåòèì, ÷òî âî âñåõ íàéäåííûõ ðåæèìàõ êîëåáàíèÿ ñ íàèáîëü-
øèì îòíîøåíèåì àìïëèòóäû ê òîëùèíå ñîâåðøàåò óãîë ëîïàòêè ñ êîîðäèíà-
òàìè ( , ) ( , ) ( , ; , ),r b� �� �2 0 5 0 75 ÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ èçâåñòíûìè äàííûìè [11].
Ñêåëåòíàÿ êðèâàÿ ïåðâîé íîðìàëüíîé ôîðìû äëÿ êîëåáàíèé â âàêóóìå ïðè-
âåäåíà íà ðèñ. 3,à, ñêåëåòíàÿ êðèâàÿ âòîðîé íîðìàëüíîé ôîðìû – íà ðèñ. 3,á.
Òîëùèíà îáîëî÷êè â ýòîé òî÷êå ñîñòàâëÿåò 0,002 ì. Íà ðèñ. 3 ïîêàçàí ðàçìàõ
ïåðåìåùåíèé óãëîâîé òî÷êè ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè ìîäåëè ëîïàñòè, ãîðèçîí-
òàëüíûìè ïðÿìûìè îáîçíà÷åíà òîëùèíà ëîïàñòè â äàííîé òî÷êå.

Çàêëþ÷åíèå. Èç ðåçóëüòàòîâ àíàëèçà ãåîìåòðè÷åñêè íåëèíåéíûõ êîëåáà-
íèé ïîëîãîé îáîëî÷êè â âîäå è â âàêóóìå ñëåäóåò, ÷òî äàæå ïðè àìïëèòóäàõ
êîëåáàíèé, ñîèçìåðèìûõ ñ òîëùèíîé îáîëî÷êè íà íåçíà÷èòåëüíîì ó÷àñòêå
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Ðèñ. 2. Àìïëèòóäíî-÷àñòîòíûå õàðàêòåðèñòèêè íîðìàëüíûõ ôîðì.

Ðèñ. 3. Ñêåëåòíûå êðèâûå òî÷êè (b, �2) ëîïàñòè ïðè äâèæåíèè ïî íîðìàëüíûì ôîðìàì.

à á



ëîïàñòè, òàêèå äâèæåíèÿ ñòàíîâÿòñÿ íåóñòîé÷èâûìè. Âñëåäñòâèå ïîòåðè
óñòîé÷èâîñòè â ñèñòåìå ìîæåò ðåàëèçîâàòüñÿ äðóãîé ðåæèì êîëåáàíèé, íå
èññëåäîâàííûé â ýòîé ðàáîòå.
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ð³äèí³. Çíàéäåíî âëàñí³ ôîðìè ³ ÷àñòîòè ë³í³éíèõ êîëèâàíü ó ð³äèí³, ïîò³ì
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